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内 容 简 介 


本 书 是 一 部 关于 流 形 的 拓扑 学 专著 ， 较 全 面 和 系统 地 介绍 了 拓扑 学 大 
多 数 重 要 领域 中 的 理论 与 方法 . 内 容 涉及 微分 拓扑 、 同 调 论 、 同 伦 论 、 微 分 
形式 与 谱 序 列 、 不 动 点 理论 、Morse 理论 ， 以 及 向 量 丛 的 示 性 类 理论 . 同时 ， 
书 中 也 介绍 了 作者 新 发 展 的 流 形 共 斩 结 构 理论 ， 主 要 结果 包括 共 辆 对 称 性 
定理 ， 上 、 下 同调 群 的 几何 化 定理 , 最 小 共 轿 元 球面 定理 . 在 这 些 定 理 基础 
上 ， 同 调 论 和 同 伦 论 中 许多 重要 定理 与 结果 ， 如 Poincaré 对 偶 ，Lefschetz 
对 偶 , Ktinneth 公式 ， 上、 下 同调 群 ， 以 及 Hurewicz 定理 等 的 实质 及 直观 意 
义 变 得 更 清楚 了 . 

本 书 适合 于 数学 、 理 论 物理 等 相关 专业 的 高 年 级 大 学 生 、 研 究 生 、 教 
师 及 研究 人 员 学 习 和 参考 . 
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《现代 数学 基础 从 书 》 厅 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 ,书籍 与 期 刊 起 看 特殊 重要 的 作 
用 . 许多 成 就 里 越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 苔 养 , 获得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 文化 大 半 命 的 
活动 已 经 破坏 与 中 断 了 10 余年 , 而 在 这 期 间 国 际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 展 
者 . 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 。 当 时 他 们 
的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚 至 更 早期 的 著述 . 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆 续 推 出 了 
多 套数 学 丛书 ， 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 请 80 卷 . 它们 质量 甚 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗 则 是 面向 大 学 数学 专业 的 噩 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 育 年 学 者 ， 针 对 一 些 重 要 的 数学 领域 与 研究 方向 ， 作 较 系 统 的 介绍 . 既 注 意 该 
领域 的 基础 知识 ,又 有 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ， 数 学 在 各 门 科学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 义学 科 . 我 们 希望 这 套 从 书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 从 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支 持 , 编辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
筋 动 . 它 绑 得 了 三 大 读者 的 育 爱 . 我 们 诚 执 地 和 希望 大 家 更 加 关心 与 文 持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ， 为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 页 献 . 
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前 三 


拓扑 学 是 数学 中 最 富有 成 果 的 学 科 之 一 , 主要 包括 一 般 拓扑 (后 集 拓扑 )、 微分 
拓扑 、 代 数 拓扑 、 洽 拓扑 等 几 个 分 文 . 拓扑 学 的 研究 对 象 是 一 般 拓扑 空间 , 而 流 形 
在 拓扑 空间 中 具有 特殊 的 重要 性 . 这 是 因为 欧 氏 空间 R" 与 复 空间 C"” 上 的 所 有 
分 析 理 论 与 方法 都 可 移植 到 流 形 上 , 这 就 使 得 流 形 起 到 将 拓扑 、 几 何 、 分 析 以 及 理 
论 物理 紧密 联系 在 一 起 的 中 心 作 用 . 这 些 学 科 的 日 益 融 合 已 成 为 当今 数学 发 展 的 
主流 方 同 之 一 . 本 书 正 是 在 这 种 大 趋势 的 背景 下 ,以 流 形 为 主要 对 象 , 较为 全 面 和 
系统 地 介绍 拓扑 学 的 基本 理论 与 方法 , 希望 能 为 促进 这 方面 的 进一步 发 展 作 出 一 些 
页 献 . 

本 书 主 要 介绍 拓扑 学 中 发 展 得 较为 普 遇 并 且 成 熟 的 理论 、 概念 与 方法 . 除了 拓 
扑 K 理论 外 , 本 书 涉 及 微分 拓扑 和 代数 拓扑 的 几乎 所 有 重要 领域 , 包括 微分 流 形 
基本 理论 , 上 、 下 同调 论 , 同调 群 的 对 偶 性 , 微分 形式 , de Rham 与 Hodge 理论 , 同 
伦 论 , 谱 序 列 及 其 应 用 , 不 动 点 及 其 指标 公式 , 不 动 点 类 理论 , I 型 和 了 I 型 Morse 理 
论 , 示 性 类 理论 等 . 此 外 , 本 书 还 引入 作者 新 发 展 的 一 套 紧 流 形 的 共 斩 结 构 理 论 . 应 
用 该 理论 我 们 能 够 很 清楚 地 理解 上 、 下 同调 群 的 本 质 , 并 且 可 以 推出 如 Poincaré 对 
偶 定 理 、Lefschetz 对 偶 定 理 、Kiinneth 公式 、 同 调 群 万 有 系数 定理 , 以 及 关于 同 伦 
群 与 同调 群 之 间 关 系 的 Hurewicz 定理 等 许多 重要 结果 . 它 的 优点 是 直观 性 强 , 容 
匈 理 解 这 些 定理 的 实质 . 特别 地 , 共 虑 结构 理论 的 对 称 性 定理 对 理解 桶 流 形 的 拓扑 
结构 是 非常 有 帮助 的 . 简要 地 说 , 每 个 n 维 紧 流 形 M" 都 含有 一 组 相互 配对 的 ( 广 
义 ) 紧 子 流 形 偶 (52*,T"-*), 使 得 5* 与 T"-* 在 M 中 严格 地 横 截 相交 于 一 点 , 称 
作 共 罗 侦 . 最 平凡 的 共 配 偶 就 是 M" 与 它 的 一 点 构成 , 即 (20, M"7), 70 为 M” 中 
一 反 . 这 些 配 对 的 (广义 ) 紧 子 流 形 5* 称 作 维 共 斩 元 . 我 们 发 现 , 所 有 共 殊 元 可 
以 定义 上 、 下 指标 : 


Ind2 5* -一 (ml ， , Mr) 为 上 指标 ， 


ind 53* = (mi,… ,mr) 为 下 指标 . 


它们 是 由 一 组 整数 构成 . 然后 , 对 称 性 定理 说 , 两 个 共 室 元 3” 与 T"“ 可 配对 成 共 
呢 侦 必要 条 件 是 它们 指标 上 下 交错 相等 : 


Ind” 5* = IndT"**, Ind,5* = Ind? FT 一 


特别 地 , 者 指标 不 为 寺 , 则 上 面 等 式 也 是 成 为 共 板 偶 的 欧 分 条 件 . 我 们 正 是 应 用 这 
个 对 称 性 定理 , 再 结合 共 轿 结构 理论 的 上 、 下 同调 群 的 几何 化 定理 , 可 推出 这 种 配 
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对 就 是 Poincaré 对 偶 . 

本 书 的 另 一 特点 就 是 如 副标题 所 示 那 样 , 重视 对 抽象 理论 与 概念 的 本 质 进行 
直观 的 揭示 . 换 句 话说 , 我 们 强调 形式 与 直观 的 互补 与 统一 . 数学 的 形式 化 是 保障 
数学 严谨 性 与 正确 性 所 必须 的 , 但 同时 也 带 来 抽象 与 理解 的 困难 . 作者 对 所 涉及 的 
所 有 领域 都 下 了 很 大 功夫 , 试图 理解 它们 的 本 质 , 然后 采用 严格 的 形式 化 语言 表述 ， 
并 尽 可 能 使 用 几何 直观 的 语言 解释 . 虽然 不 能 全 部 达到 理想 的 程度 , 但 是 相信 已 经 
使 本 书 达 到 独 具 风 格 的 效果 . 事实 上 , 书 中 的 多 数 重 要 理论 的 证 明 与 阐述 都 是 经 过 
作者 的 融会 贯通 后 以 不 同 的 方式 重新 独立 给 出 的 . 

借 此 机 会 , 关于 数学 (或 者 科学 ) 的 发 展 作 者 发 表 一 些 观 点 与 看 法 . 科学 上 坚 无 
疑问 对 人 类 产生 既 有 正面 也 有 负面 的 影响 , 而 事实 上 , 科学 对 人 类 的 正面 影响 更 主 
要 还 是 在 精神 层面 上 , 因为 科学 与 文学 、 艺 术 以 及 其 他 人 文 知 识 一 样 , 都 具有 精神 
升华 的 作用 , 使 人 类 摆脱 恩 味 和 低级 的 状态 . 然而 , 今天 的 科学 发 展 越 来 越 物质 化 
了 , 功利 化 倾 网 已 占据 了 主流 地 位 . 数学 好 坏 的 判 据 已 偏离 了 它 目 和 喘 精神 领域 所 具 
有 的 两 种 价值 : 美学 价值 , 即 数 学 所 特有 的 一 种 艺术 价值 , 以 及 科学 价值 , 即 能 帮助 
我 们 理解 自然 的 功能 . 当 社 会 上 普遍 采用 论文 数量 、 期 刊 级 别 、 检 索 因 子 , 以 及 研 
完工 作 的 难 易 程 度 作 为 科学 的 判别 标准 时 , 直接 的 后 果 就 是 科学 素质 的 下 降 . 这 将 
于 致知 识 基 础 狭窄 、 水 平 低下 、 急 功 近 利 的 状态 .一 个 社会 群体 , 如 采 缺 乏 独 立 和 
高 水 平 的 科学 鉴赏 力 (这 是 以 基础 知识 的 宽度 和 深度 作 支 撑 的 )， 那么 这 个 社会 的 
科学 注定 不 会 高 水 平 发 展 , 科学 的 创新 精神 和 献 喘 精神 将 密室 忌 . 

最 后 , 作者 要 表达 对 导师 陈 文 赂 教授 的 深 深 敬意 . 早年 , 当 作 者 处 在 科学 研究 
的 困境 中 时 , 是 陈 先生 提供 了 实质 性 的 帮助 . 没有 陈 文 蚌 先生 就 没有 本 人 今天 的 成 
绩 . 本 书 得 到 国家 自然 科学 基金 (10971148) 和 四 川 大 学 人 才 引 进 基金 的 资助 , 对 此 
表示 感谢 . 此 外 , 作者 对 科学 出 版 社 的 支持 也 表示 感谢 . 


2010 年 5 月 20 日 
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微分 流 形 的 内 容 属于 微分 拓扑 范围 , 它 是 拓扑 学 的 基础 . 本 章 主要 介绍 流 形 的 
概念 、Whitney 般 入 定理 、Frobenius 定理 , 以 及 关于 映射 正则 值 的 Sard 和 定理, 同时 
也 讨论 网 量 丛 与 纤维 从 的 一 些 基本 知识 . 


1.1 基本 概念 


1.1.1 


首先 介绍 “拓扑 结构 ”这 一 术语 的 数学 含义 . 图 1.1 给 出 三 个 一 维 图 形 , 其 中 
(a) 和 (b) 都 是 两 个 圈 , 而 (c) 是 一 个 8 宁 图 形 . 虽然 (a) 和 (b) 这 两 图 的 几何 形状 
不 同 , 但 是 图 形 结构 相同 , 因为 它们 可 以 在 平面 上 连续 地 从 一 个 形变 到 男 一 个 并 与 
之 重合 , 不 需要 手 破 或 相交 . 但 是 它们 显然 与 图 形 (c) 不 同 , 数学 上 称 (a) 与 (b) 的 
拓扑 结构 是 相同 的 , 或 者 称 它们 是 同 胚 的 , 但 是 与 (c) 不 相同 . 


(a) (b) (c) 
图 1.1 (a) 与 (b) 具有 相同 拓扑 结构 , 但 与 (c) 不 同 


现在 我 们 再 从 这 些 图 形 的 直观 对 比 引 出 
流 形 的 概念 . 容易 看 到 , 图 1.1 中 的 (a) 与 
(b) 比 (c) 简单 , 它们 没有 交点 . 而 (c) 中 图 
形 有 一 个 交点 p， 这 种 没有 交点 的 一 维 曲 线 
就 称 为 一 维 流 形 ， 从 拓扑 结构 上 讲 , 不 含 交 。 图 1.2 一 个 k=2 个 筷 的 二 维 环 面 
扩 的 一 维 曲 线 只 有 两 种 : 直线 R! 和 图 S51， 
因为 任何 开 线 段 (a,b) 与 Ri 拓扑 结构 相同 ( 即 同 胚 ). 类 似 地 , 所 有 二 维 曲 面 , 就 如 
图 1.2 中 所 示 那 样 不 含 交 点 和 交 线 的 图 形 便 称 为 二 维 流 形 , 而 如 图 1.3 所 示 的 那些 
图 形 融 不 是 流 形 . 

直观 地 说 ,这 种 不 含 相 交点 的 n 维 图 形 在 数学 上 就 称 为 n 维 流 形 . 但 是 当 
n > 3 时 我 们 就 无 法 观察 到 这 种 拓扑 空间 的 图 形 , 所 谓 相 交 操 也 不 能 表示 出 来 ， 然 
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而 , 细心 观察 就 可 发 现 所 谓 不 含 相 交点 的 基本 特征 就 是 , 例如 在 一 个 二 维 球面 5? 
上 任 一 点 p, 存在 p 的 一 个 邻 域 UC S52, 使 得 U 与 R? 的 一 个 开盘 D( 或 开 球 体 ) 
同 胚 , 见 图 1.3 所 示 . 而 这 一 性 质 对 于 图 1.4 中 所 示 图 形 的 相交 后 束 不 成 六 . 


图 1.4 两 个 图 形 都 不 是 流 形 


将 这 一 现象 抽象 成 数学 语言 推广 到 一 个 n 维 拓扑 空间 上 ， 更 严格 地 说 一 个 
Hausdorf 空间 , 就 引出 下 面 ” 维 流 形 的 定义 . 所 谓 Hausdorf 空间 是 指 其 任 两 个 
不 同 点 必 含 不 相交 的 邻 域 | 

定义 1.1 令 M 是 一 个 Hausdorff 空间 . 葫 对 任 一 后 pE M, 部 存在 z 在 MM 
中 的 一 个 邻 域 UC MM, 使 得 U 同 胚 于 m” 维 欧 氏 空间 R"*( 或 R" 中 一 个 开 集 ), 则 M 

从 上 面 的 定义 我 们 可 以 看 到 ，R” 中 任 一 开 集 都 是 一 个 n 维 流 形 . 定义 1.1 给 
出 的 流 形 是 不 带 边界 的 , 即 或 者 0M = Cg 或 者 9M Z M. 下 面 引 入 带 边 流 形 的 概 
念 , 其 定义 如 下 . 

定义 1.2 今 M 是 一 个 Hausdorff 空间 . 大 对 任 一 所 DE M., 存在 一 个 邻 域 
7 C M, 使 得 7 同 胚 于 研 中 的 一 个 开 集 . 特别 地 , 存在 这 样 的 扣 po e MM, 使 得 它 
的 一 个 邻 域 UV 同 胚 于 R*, 则 M 称 为 是 一 个 n 维 带 边 流 形 , 这 里 


R={reR"| 7Z=(21 ,Tn), Tn > 0F}. 


通俗 地 讲 , 一 个 n 维 带 边 流 形 M 的 边界 9M 一 定 是 一 个 n 一 1 维 流 形 . 者 R" 
中 一 个 开 集 4 的 边界 94 是 一 个 n 一 1 维 流 形 , 则 其 财 包 4 是 一 个 市 边 流 形 , 否则 
4 就 不 是 

在 流 形 中 , 有 一 类 非常 重要 , 称 为 紧 流 形 (也 称 为 财 流 形 ). 这 类 流 形 的 基本 特 
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征 驶 是 有 弄 但 是 没有 边界 . 直观 地 想象 紧 流 形 图 像 是 掌握 拓扑 与 几何 学 的 一 个 重 
要 环 贡 . 下 面 介 绍 一 些 简单 的 紧 流 形 . 一 维 紧 流 形 只 有 一 种 即 5S1( 圆 图). 二 维 紧 流 
形 有 四 个 典型 种 类 : 二 维 球面 52、 轮 胎 面 T2(k = 1 个 孔 的 环 面 )、Klein 瓶 K? 和 
二 维 实 投影 空间 P2. 因为 Klein 瓶 K? 和 实 投影 空间 P? 不 能 够 由 入 到 现实 空间 
RS 中 , 因而 我 们 无 法 看 到 它们 , 但 是 可 以 按 下 面 方 式 想 象 和 观察 . 

按 图 1.5 所 给 出 的 方式 想象 Klein 瓶 . 在 该 图 的 (a) 中 先 将 管子 的 一 端 穹 入 管 
内 , 再 在 (b) 中 想象 看 将 此 六 从 第 4 维 空间 中 拉 出 来 , 此 时 完全 可 以 避免 与 目 己 相 
交 , 然后 就 如 (c) 中 所 示 的 那样 将 此 端 与 另 一 端 粘 合 起 来 . 这 样 我 们 就 从 三 维 容 间 
中 观察 到 Klein 族 的 样子 . 


EO 


(c) 
图 1.5 在 R” 中 观察 K* 的 三 个 步骤 : (a) 管 形 的 一 端 弯 入 管内 ; (b) 管内 的 那 端 从 R* 的 za 
方 回 出 来 ; (c) 两 端 相 烙 合 


我 们 还 可 以 采用 另 一 种 方式 来 看 Klein 瓶 和 实 投影 空间 . 在 图 1.6 中 , 将 矩形 
上 下 两 边 ab 和 a'b' 视 为 相同 , 再 将 左边 aa’ 与 右边 bb' 按 第 头 所 示 等 同 起 来 , 也 
就 是 说 将 ab 与 a'b' 精 合 起 来 , 再 将 aa' 与 bb 按 篆 头 方 同 粘 合 起 来 , 所 得 流 形 即 
为 K?. 二 维 实 投影 空间 P? 是 将 球面 5? 按 对 径 点 等 同 ( 粘 接 ) 起 来 的 流 形 . 就 如 
图 1.7 所 示 的 那样 , 它 也 可 表现 为 将 一 个 圆 盘 的 两 边 ab 和 ba 按 箭头 所 指 方 问 等 同 
( 粘 接 ) 起 来 所 得 流 形 . 


a b 
图 1.6 将 ab 与 a'b' 烙 接 , 再 将 aa' 与 bb 精 合 , 即 得 Klein 眶 
二 维 紧 流 形 的 分 类 定理 告诉 我 们 , 所 有 二 维 紧 流 形 , 如 果 不 是 一 个 球面 9 , 那 
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4 么 都 可 由 轮胎 面 72 和 实 投影 空间 已 * 通过 挖 去 

一 个 圆 盘 然后 沿边 界 31 烙 合 而 成 , 承 如 图 1.8 所 

示 那 样 . Klein 瓶 K? 就 是 由 P? 和 P? 粘 接 而 成 ， 

记 为 K? = P2#P? = 2P?. 更 精确 地 说 , 任何 一 

” 个 二 维 可 定向 紧 流 形 M 一 定 同 胚 于 某 & 个 筷 的 

图 1.7 “将 圆 盘 对 径 点 粘 合 “” 环 面 M = kT?, 当 k = 0 时 M 为 球面 , 而 不 可 
即将 ab 与 ba 按 箭头 所 示 定 癌 流 形 则 同 胚 于 某 ”个 投影 空间 的 糙 接 ， 记 为 

粘 合 即 为 投影 空间 M = mnP2. 后 面 我 们 还 将 提 到 该 定理 . 


C0 0 - 


图 1.8 两 个 了 粘 接 成 2 个 孔 的 环 面 


三 维 以 上 的 紧 流 形 无 法 直接 观察 到 ,也 没有 像 n = 1 和 2 维 那 样 完 整 的 分 类 . 

但 是 可 以 按 某 种 方式 想象 高 维 流 形 . 下 面 给 出 三 个 例子 : 

。 ”将 一 个 n 维 球体 (或 者 n 维 方 体 ) 的 边界 视 为 一 点 , 也 就 是 说 捏 成 一 后， 这 样 
得 到 一 个 n 维 紧 流 形 . 该 流 形 就 是 n 维 球面 

。 ”将 一 个 n 维 球形 环 体 ( 即 m 维 球体 内 挖 去 一 个 小 球体 ) 的 外 球面 边界 与 内 球 
面 边 春 等 同 糙 合 起 来 , 所 得 流 形 为 S"-1 x Sl. 

e。 ”分别 将 一 个 立方 体 的 上 下 、 前 后 和 左右 两 面 等 同 粘 合 起 来 驳 得 到 一 个 三 维 轮 
胎 面 T3 = S51 x S51 x 5S1. 特别 地 , 将 一 个 n 维 方 体 的 每 一 对 平行 面 等 同 烙 合 
得 到 n 维 轮胎 面 T* = S1 x...x51. 


ed 


Nn 


1.1.2 ”物理 背 际 的 流 形 


流 形 之 所 以 重要 在 于 它 没有 自 相 交点 .， 正 是 由 于 这 一 点 才 使 得 目 然 界 的 系统 
都 是 以 流 形 作 为 其 运动 的 背景 空间 . 也 是 由 于 这 一 所, 才能 在 数学 上 赋予 流 形 各 种 
代数 、 几 何 和 微分 结构 ， 从 而 在 数学 上 能 够 以 流 形 的 概念 为 核心 将 拓扑 、 几 何 、 分 
析 和 代数 融 为 一 体 产 生 丰 富 的 理论 , 这 一 节 将 从 物理 的 角度 给 出 一 些 具 有 运动 冯 景 
的 流 形 例子 . 

(1) 我 们 的 宇宙 空间 是 一 个 三 维 流 形 . 可 以 想象 , 在 这 个 宇宙 中 每 一 处 都 会 感 
受到 这 个 世界 是 一 个 R3 空间 . 事实 上 , 这 种 感知 是 局 部 性 的 , 它 只 能 说 明 这 个 罕 
宙 每 一 点 的 邻 域 都 同 胚 于 R3, 因而 是 一 个 三 维 流 形 , 但 并 不 意味 着 它 一 定 吏 是 平 
直 的 三 维 欧 氏 空 间 R3. 从 广义 相对 论 的 角度 , 这 个 世界 到 处 分 布 看 物质 和 能 量 , 它 
们 产生 的 引力 场 造成 空间 弯曲 .因而 这 种 弯曲 有 可 能 强 得 足以 使 它 封闭 成 一 个 三 
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维 球面 53. 但 是 我 们 现在 仍然 不 知道 我 们 的 宇宙 究竟 是 一 个 什么 样 的 流 形 . 

(2) 考察 一 个 连 杆 运动 . 如 图 1.9 所 示 , 两 根 刚性 
的 杆 饭 锐 接 在 B 点 , 其 中 一 根 杆 的 端点 被 固定 在 4 
尽 . 而 该 杆 可 绕 4 点 作 平 面 运动 , 男 一 根 杆 可 绕 贸 接 
点 B 作 球 面 运动 . 如 果 用 9 表示 B 点 的 极 坐 标 角 度 ， 
(p,) 表示 C 点 以 为 心 的 球面 坐标 , 则 (9, wp,) 
就 是 用 来 描述 端点 C 在 三 维 紧 流 形 5S1 x 5? 上 运动 
的 坐标 . 

(3) 令 nn 个 行星 绕 一 个 恒星 作 天 体 运 动 . 每 个 行 图 1.9 连 杆 运动 , 自由 端点 C 
星 有 2 x 3 = 6 个 目 由 度 , 其 中 3 个 是 位 置 坐 标 z = 被 限制 在 流 形 9: x 32 上 运动 
(zl x2,7X3), 男 外 3 个 是 速度 坐标 y = (Zz1, zo,jk3). 将 
第 个 行星 的 位 置 和 速度 坐标 记 为 


{Tk1, Lhk2, Lk3, Ykl, Yk2) Yk3}. 


坷 将 这 nn 个 行星 视 为 Ro" 中 运动 的 质 后 4, 那么 这 个 质 后 的 坐标 为 


A= {711, T12, T13, Yi1; V12, Yi3; ,Tnly Tn2, Tn3y Ynl, Yn2, Yn3}: 


当知 道 4 在 Rn 中 的 坐标 时 , 也 就 知道 这 nn 个 行星 在 R3 中 具体 位 置 和 速度 . 也 就 
是 说 , 质点 4 在 R6" 中 的 轨道 完全 描述 了 这 个 行星 的 运动 状态 . 如 果 这 n 个 行 
星 都 是 绕 着 恒星 作 周 期 圆周 运动 , 那么 代表 这 n 个 行星 的 质点 4 就 是 在 R6? 中 的 
一 个 2n 维 轮 胎 面 T2 = 5S” x .… x S51 上 进行 运动 . 因此 一 个 作 周 期 环绕 运动 的 恒 


星系 , 其 背景 空间 是 T2". Hamilton 系统 中 著名 的 KAM 理论 就 是 通过 研究 一 个 控 
制 具有 n 个 行星 的 恒星 系 运 动 微分 方程 的 不 变 轮胎 面 T2w 及 其 稳定 性 来 证 明太 阳 
系 , 或 更 一 般 的 恒星 系 , 其 行星 的 周期 运动 是 稳定 的 . 换 句 话说 , 在 一 个 小 扰动 下 ， 
太阳 系 的 行星 仍然 会 绕 着 太阳 作 周 期 运动 , 只 是 周期 轨道 会 发 生 微 小 的 变形 . 

(4) 前 面 三 个 例子 都 是 无 边 流 形 . 我 们 知道 大 气 运动 是 在 大 气 层 的 对 流 层 中 发 
生 . 对 流 层 就 是 一 个 以 地 球 表 面 及 对 流 层 顶部 这 两 个 球面 所 围 区 域 . 这 个 区 域 与 边 
界 一 起 就 是 一 个 带 边 流 形 . 该 流 形 是 一 个 三 维 球面 环 体 , 它 同 私 于 3” x [0,1]. 控制 
大 和 气 运 动 的 模型 是 由 称 为 Boussinesdq 方程 的 一 组 偏 微 分 方程 构成 , 它 是 由 控制 流 
体 的 Navier-Stokes 方程 与 热 扩 散 方 程 烛 合 而 成 . 这 些 偶 微 分 方程 定义 在 弯曲 的 流 
形 5S? x [0,1] 上 意味 看 必须 将 微 积 分 的 概念 从 平 直 的 欧 氏 空间 R" 推广 到 流 形 上 ， 
这 方面 就 是 微分 几何 的 内 容 


1.1.3 ”坐标 系 与 微分 结构 
在 物理 世界 中 , 一 般 被 观察 和 研究 的 对 象 都 是 以 流 形 为 其 存在 和 污 化 的 背景 空 
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间 , 而 摘 述 运动 离 不 开 坐 标 系 . 在 欧 氏 空间 R 中 , 我 们 知道 , 只 需 选 择 一 个 坐标 系 
就 可 确定 空间 中 每 一 点 的 位 置 . 但 是 对 于 一 般 流 形 , 特别 是 紧 流 形 , 没有 这 样 的 性 
质 . 例如 在 最 普通 的 二 维 球面 5S? 上 都 不 存在 全 局 坐标 系 , 而 只 存在 “几乎 全 局 ”的 
坐标 系 . 例如 我 们 所 熟知 的 球面 坐标 系 (也 就 是 经 纬度 
坐标 ) 就 是 几乎 全 局 的 , 见 图 1.10， 其 中 wp 代表 经 度 ， 


9 代表 纬度 ,它们 的 取 全 范围 为 0< ww < 27, 一 < 


0 < 在 这 个 坐标 系 里 南北 极 无 法 确定 ， 因 为 者 


以 0 = 十 来 确定 南北 两 极 ， 则 会 出 现 无 穷 多 个 坐标 


图 1.10 球面 坐标 , p 为 、{ (yp, 土 了 ) 10 < p < 2r 上 都 对 应 于 这 两 个 极点 ， 此 外 也 


经 度 , 9 为 纬度 有 了 两 个 值 p = 0 和 op = 27 对 应 于 p = 0 经 度 线 上 的 点 . 
此 与 坐标 系 一 一 对 应 为 基本 要 求 不 符 . 

所 谓 坐 标 系 , 就 是 空间 中 的 点 与 一 组 数 一 一 对 应 . 我 们 已 经 习 价 于 将 n 元 数 
(ZT1,… ,Zn) 视 为 R 中 的 氮 . 这样, 由 流 形 的 定义 , “每 一 点 处 都 局 部 同 肽 于 Rn" 
中 一 个 开 集 ”, 目 然 地 , 这 个 局 部 同 胚 就 在 每 点 pe M 给 出 M 的 一 个 局 部 坐标 系 ， 
也 就 是 说 给 出 p 点 的 一 个 邻 域 UC M 到 R" 中 一 个 开 集 了 上 的 一 一 对 应 , 这 就 
是 下 面 的 定义 . 

定义 1.3 令 M 是 一 个 n 维 流 形 , pe M, Uc M 是 wp 的 一 个 邻 域 ,VC Rn 
为 一 开 集 . 车:U 一 V 是 一 个 同 胚 , 则 (UD,wy) 称 为 M 在 点 wb 的 一 个 局 部 坐标 系 . 

这 个 定义 似乎 与 我 们 的 生活 经 验 有 距离 . 例如 , 在 我 们 的 习惯 中 地 球 表 面 上 的 
点 p € 5? 就 是 某 个 经 纬度 的 值 p = (ww,0), 并 没有 什么 同 胚 出 现 . 事实 上 , 细心 观 
察 就 会 发 现 , 经 纬度 是 取 值 于 R? 中 一 个 开 集 内 : 


(wp， 0 ) C (po Pp1) 和 X (00, 01) C R”, 


而 点 p e S? 是 在 球面 上 . 当 我 们 将 (wy,0) 视 为 点 p 时 , 头脑 里 已 经 发 生 了 一 个 同 
胚 映射 的 过 程 , 只 是 没有 察觉 喷 了 . 这 个 过 程 就 是 定义 1.3 的 陈述 : 对 任何 g € 5? 
存在 一 个 邻 域 Uc 52 及 一 个 同 胚 : 


Vy :UD 一 (po Pp1) ~ (00, 01) C R’”, 


使 得 对 任何 p € U， 
jp)=(p,0), Oo<P<Ai，b<0< 册 . 
以 后 对 于 M 的 局 部 坐标 系 (U, 儿 ), 大将 UV 中 的 后 Dp 记 为 


D = (Z1) , Tn ) ER, 


1.1 基本 概念 .7. 


其 意思 吏 是 V(p) = (zi，…… ,zn). 

坐标 系 的 作用 , 通俗 地 讲 就 是 将 一 个 在 流 形 上 发 生 的 行为 通过 vy 映射 到 R" 中 
进行 考察 和 研究 . 例如 , 一 个 在 球面 上 运动 的 质点 p, 其 运动 轨 媳 为 Lc S52. 在 5? 
上 工 是 无 法 用 函数 形式 表达 出 来 . 然而 , 在 同 胚 % 的 作用 下 将 工 映 到 R? 中 的 曲 
线 L', 使 得 L' 在 R? 中 能 够 被 表达 成 一 个 单 参 数 t 的 问 量 函数 


zr(t) 一 {x1(t), rz2(t)}, to <t<Hi. (1.1.1) 


从 拓扑 的 角度 , L' 与 工 没有 区 别 . 但 是 工 的 所 有 运动 信息 只 能 通过 L' 的 表达 式 
(1.1.1) 来 得 到 . 

介绍 了 流 形 的 坐标 系 概念 后 , 我 们 继续 观察 流 形 . 在 图 1.11 中 , 两 个 流 形 都 是 
91. 但 是 感觉 上 图 形 (a) 比 (b) 要 光滑 . 从 这 个 现象 可 引导 出 一 个 重要 的 数学 概念 : 


流 形 的 微分 结构 . 


(a) (b) 
图 1.11 


在 拓扑 空间 中 , 图 1.11 中 的 两 个 图 形 都 属于 S51, 是 同一 种 流 形 的 不 同 表现 . 对 
于 不 同 表现 中 产生 的 光滑 性 差异 , 数学 的 观点 认为 是 由 于 赋予 51 两 种 不 同 的 微分 
结构 造成 的 . 在 具体 介绍 微分 结构 概念 之 前 , 顺便 提 一 下 , 赋予 不 同 的 数学 结构 产 
生 不 同 的 数学 分 支 是 基本 的 数学 观念 , 如 Riemann 几何 与 六 几何 等 , 它们 的 差别 就 
在 于 对 流 形 赋予 的 几何 结构 不 同 . 理解 这 一 点 对 掌握 数学 概念 是 很 重要 的 . 

现在 讨论 微分 结构 的 概念 . 一 个 流 形 在 每 一 点 pe M 局 部 同 胚 于 Rn" 的 方式 
有 无 穷 多 . 令 UVcM 是 zz 在 MM 中 的 两 个 邻 域 p :5 一 如 和 纱 :Y 一 有 是 
同 胚 , 则 微分 的 概念 对 下 面 函 数 有 意义 : 


poabrl:n0a oR, Qs = YUNV) CR". (1.1.2) 


当 赋 予 M 在 点 p 的 所 有 局 部 坐标 产生 的 变换 函数 (1.1.2) 都 是 可 微 时 , 那么 M 在 
p 点 的 局 部 图 像 表 示 就 如 图 1.11(a) 那样 , 车 变换 函数 (1.1.2) 仅仅 是 连续 但 不 可 微 
时 , 那么 局 部 图 像 表 示 吏 如 图 1.11(b). 

由 此 可 见 , 流 形 是 可 赋予 局 部 坐标 的 拓扑 空间 , 但 是 赋予 局 部 坐标 的 方式 是 为 
一 个 概念 . 赋予 的 方式 不 同 就 产生 不 同 的 光滑 状况 . 将 这 种 局 部 行为 推广 到 全 局 就 
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得 到 流 形 微分 结构 的 概念 . 下面 从 数学 上 给 出 严格 的 定义 . 

称 两 个 坐标 系 (U, wp) 和 (V, 儿 ) 是 Cr 相 容 的 , 若 UNV = 2 或 者 当 UNV 关 2 
时 , 变换 函数 (1.1.2) 都 是 Cr(r 次 连续 可 微 ) 的 . 

定义 1.4 令 M 是 一 个 n 维 流 形 ， 若 在 M 上 给 定 一 个 坐标 系 集 4 = 
{(Uo, pa),， a ET} 满足 下 面条 件 , 则 称 4 是 M 的 一 个 Cr 微分 结构 . 


(1) {Uola ET} 是 MM 的 一 个 开 上 复 凋 , 即 UV = Mi; 


CE 


(2) 属于 4 的 任 两 个 坐标 系 都 是 C” 相 容 的 : 

(3) 4 是 极 大 的 , 即 对 于 M 的 任 一 坐标 系 (U, yp), 若 它 与 属于 .4 的 每 一 个 坐标 
系 都 是 C” 相 容 的 , 那么 它 必 属于 .4. 

对 于 M 的 一 个 Cr 微分 结构 .4, 每 个 坐标 系 (U, p) E 4 都 称 为 M 的 一 个 Cr 
坐标 系 , 而 (MM, A) 称 为 Cr 流 形 , 而 Ce 流 形 就 简称 为 微分 流 形 . 有 了 微分 结构 概 
念 后 , 我 们 就 可 以 定义 流 形 之 间 Cr 映射 的 概念 . 
定义 1.5 设 M 和 NN 分 别 为 n 维和 维 C"7 流 形 , f : M 一 NN 是 一 个 连续 
映射 . 若 在 点 pe M, 存在 一 个 p 点 的 Cr 坐标 系 (Co) 及 fo) e NWN 的 一 个 Cr 坐 
标 系 (V, 少 ), 使 得 


Wofovw!: R"*— R" 


在 扣 p(n) <E R" 是 C" 的 , 则 称 f 在 p 点 是 C7 的 . 者 f 在 每 一 上 扣 pe M 都 是 Cr 
的 , 则 称 f : M 一 N 是 一 个 Cr 映射 . 特别 地 , 车 N = Ri 则 了 称 为 C” 函数 . 

若 dim M = dm N, 并 且 f:M 一 NN 是 同 凸 , 当 f 和 f-!1 都 是 C% 映射 时 ， 
称 f : M 一 N 是 微分 同 胚 . 两 个 微分 流 形 M 和 N 是 微分 同 胚 的 , 则 称 M 与 入 
的 微分 结构 是 同 构 的 . 

这 里 需要 提 一 下 , Milnor 在 1956 年 给 出 一 个 著名 的 例子 多, 表明 存在 一 个 Cee 
的 7 维 球面 上 2 与 通常 球面 57 同 胚 , 但 不 是 微分 同 胚 , 即 27 与 57 具有 不 同 构 的 
微分 结构 . 此 外 , 在 20 世纪 80 年 代 初 , Donaldson 发 现 了 与 R4 同 胚 但 不 是 微分 同 
胚 的 Ce。 流 形 . 后 来 发 现 , 只 有 Re 具有 这 种 性 质 


1.1.4 ” 切 空间 与 切 映 射 


物理 学 中 , 大 量 的 研究 对 象 都 是 定义 在 流 形 的 切 空 间 上 . 例如 , 大 气 与 海洋 流 
体 的 速度 场 是 定义 在 球面 5? 的 切 平面 中 . 宇宙 的 引力 场 和 电磁 场 是 定义 在 四 维 时 
空 的 切 空 间 中 . 因而 流 形 的 切 空间 是 几何 学 与 拓扑 学 中 最 重要 的 概念 之 一 . 

流 形 切 空间 概念 是 曲线 的 切线 与 曲面 的 切 平 面 概念 在 一 般 流 形 上 的 推广 .下 
面 先 来 考察 曲面 切 平面 的 特征 

在 图 1.12 中 ,7 是 曲面 M 上 一 条 过 p 后 的 光 背 曲线 , 即 y€ Ce (已 MD) (0) 
p, TpM 记 为 M 在 p 扩 的 切 平面 . 我 们 知道 


反 过 来 , 对 任何 一 个 切 同 量 re T,M, 存在 一 条 
曲线 Ye C™%(R', M), 7Y(0) =p 使 得 dy(0)/dt = 
7. 因此 , 曲面 M 在 点 wp 的 切 空 间 T,M 是 M 上 
所 有 过 点 p 的 光滑 曲线 在 p 的 切 同 量 集合 . 这 
一 性 质 适 用 于 一 般 流 形 切 空间 的 定义 . 

定义 1.6 令 M 是 一 个 n 维 流 形 M 在 


dt 


切 空间 T,M 中 的 元 素 称 为 M 在 p 扩 的 切 同 量 . 
下 面 解释 切 空 间 (1.1.3) 的 几何 意义 . 事实 上 , 过 扣 p 的 任 一 条 曲线 7 e C™ (Ri 
M), 其 微分 


| YE C™(R, M), ~y(0) 一 DE M} ， (1.1.3) 


dy ~ A7Y = 7Y(At) — 7(0) 


是 7 在 p 点 的 一 个 无 穷 小 直线 段 ( 同 量 ), 而 dy(0)/dt 的 意义 就 是 将 无 穷 小 直线 段 
A 乘 上 一 个 无 穷 大 的 实数 因子 At-1(At 为 无 穷 小 )， 因 此, 切 空间 (1.1.3) 实质 上 
就 是 将 M 在 点 bp 的 无 穷 小 邻 域 ( 它 是 一 个 平 直 的 无 穷 小 n 维 癌 量 空间 ) 进行 无 穷 
大 的 线性 扩张 所 产生 的 空间 . 
定义 了 切 空间 的 概念 , 我 们 自然 要 引出 切 映射 的 定义 . 令 M 和 是 两 个 Cr 流 
形 , dim M =n, dm NWN =k, f:M 一 NN 是 一 个 C7 映射 . 令 p EM,f(p)=g€N, 
则 f 可 诱导 出 一 个 切 映 射 
Dfo: TM 一 LN (1.1.4) 


如 下 . 对 任 TETpM 取 yEC"(R',M), (0)=p, dy(0)/dt =7, 有 有 
Sf o7(0 ) ETaN, forlt)eEC"(R,N). 


然后 定义 切 映射 (1.1.4) 为 Dfor = df o y(0)/dt. 

从 切 映 射 的 定义 可 清楚 地 看 到 f 的 切 映 射 的 几何 意义 : f 映 M 上 过 反 p 的 
曲线 y 到 N 上 过 g 点 的 曲线 fo, 而 切 映 射 Df 则 将 yy 在 p 点 的 切 问 量 r 映 为 
fo7 在 g 点 的 切 向 量 . 下 面 将 切 向 量 和 切 映射 用 局 部 坐标 表达 出 来 . 令 (UV, yp) 和 
(VV, 由 ) 分 别 为 M 在 p 点 和 NN 在 g 点 的 C7 坐标 系 , 则 M 上 过 点 p 的 曲线 y(t) 和 
切 向 量 7 = dy(0)/dt 可 表示 为 
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这 里 zx:(0) = 五 是 切 同 量 7 在 zi 方 同 的 分 量 . 而 曲线 fo y(t) 和 切 同 量 Dfor 可 
表示 为 


- (Se) (1.1.7) 


这 里 下 二 ofow-t: pp(UNTV)Do R*, (OF:; /O07;) 是 下 的 Jacobi 抢 阵 . 因此 在 局 
部 坐标 系 下 , f 的 函数 表示 为 (1.1.6) 的 函数 F, 切 映 射 Df, 由 FF 的 Jacobi 矩阵 
DF 来 表示 . 


1.1.5 ” 流 形 的 定 问 


经 验 告诉 我 们 , 当 置 一 面 镜 子 在 R3 中 时 , 镜子 内 有 一 个 R 的 像 空间 , 称 为 镜 
像 空 间 , 它 仍然 是 一 个 R3 空间 . 但 是 镜像 空间 中 的 人 与 现实 中 的 人 有 一 个 重要 区 
别 , 那 就 是 镜 中 人 的 心脏 在 右边 而 不 是 在 左边 . 用 数学 语 语 说 就 是 镜像 空间 与 现实 
空间 有 一 个 不 同 的 定 问 . 

我 们 从 数学 上 分 析 这 一 现象 . 令 (z1,7z2) 是 定义 在 镜子 平面 上 的 坐标 , zs 轴 是 
垂直 于 镜子 面 的 . R3 中 的 坐标 系 {zx1, zz, zx3} 在 镜子 的 照射 下 变 为 镜像 空间 中 的 坐 
标 系 {7x1, zx,7}, 这 两 个 坐标 系 变换 关系 为 


我 们 注意 到 , 变换 矩阵 4 的 行列 式 det 4 = -1 是 一 个 负 值 . 这 就 是 空间 变换 后 定 
向 发 生变 化 的 基本 数学 特征 . 换 名 话说 , 两 个 不 同 定 网 的 m” 维 欧 氏 空间 之 间 的 变换 
矩阵 的 行列 式 一 定 取 负 值 . 从 这 里 我 们 引出 R* 空间 (或 n 维 方 体 ) 的 定 巾 概 念 


1.1 基本 概念 ‘11: 


定义 1.7 R" 中 有 一 个 定 同 , 它 是 由 Rn 中 坐标 系 族 来 确定 的 ， 即 给 定 R" 的 一 
个 基底。 = {ei,… ,en}, 并 令 其 为 Ra 的 一 个 正定 回 , 则 一 切 基 撒 e’ = {ef,:… ,e’} 
与 e 之 间 有 一 个 变换 关系 


e 二 Ae， A 为 n 阶 非 奇 弄 矩 阵 . 


在 行列 式 det 4 > 0, 则 e 代表 R" 的 正定 问 ， 
当 det 4<0 则 e 代表 负 定 问 , 即 R 中 有 两 大 
类 坐标 系 , 以 相互 之 间 变 换 和 矩阵 行列 式 的 正 负 来 
区 分 . 当 取 一 类 坐标 系 为 R" 正定 同时 , 男 一 类 
坐标 系 就 定义 为 负 定 问 . 

从 了 直观 上 讲 , 当 我 们 在 R"+1 中 观察 R" 时 ， 
R"* 有 两 个 面 , 一 个 是 正面 (zn4+1 > 0), 男 一 个 是 
负面 (zu+l < 0), 见 图 1.13 所 示 . 当 在 R" 的 上 
表面 采用 e 作 基 展 时 , 从 下 表面 看 e 变 为 e', 而 
变换 宦 阵 4 的 行列 式 为 负 值 . 因此 R" 的 正面 
为 正定 问 时 , 背面 束 为 负 定 问 . 

定向 的 概念 能 够 被 推广 到 某 些 流 形 上 . 例如 , 在 一 个 圆柱 面 上 和 存在 一 个 内 法 方 
回 和 一 个 外 法 方向 , 即 存 在 内 外 两 面 , 这 就 给 出 两 个 定 回 , 见 图 1.14(a). 但 是 存在 
一 类 流 形 , 在 它们 上 面 不 能 定义 定向 的 概念 . 例如 , 图 1.14(b) 给 出 的 M6bius 市 了 驶 
是 不 可 定 问 的 , 在 其 上 不 存在 两 个 不 同 的 面 . 


(=) y Tn+l < 0 


图 1.13”R” 的 上 表面 为 正定 同 (十 )， 
则 下 表面 为 负 定 癌 (一 ) 


这 一 事实 表明 , 流 形 可 分 为 两 大 类 , 一 类 是 可 定 回 的 , 为 一 类 是 不 可 定 问 的 . 例 
如 球面 和 轮胎 面 是 可 定向 的 流 形 , 它们 将 RS 分 为 内 外 两 个 部 分 . 而 Klein 瓶 和 二 
维 实 投影 空间 都 属于 不 可 定 回 流 形 . 

在 可 定向 的 流 形 上 如 何 定义 定向 概念 呢 ? 在 定义 1.7 中 我 们 注意 到 R" 的 定 回 
是 由 它 的 基底 类 来 定义 , 其 类 别 由 基底 之 间 变 换 矩 阵 行 列 式 的 符号 来 确定 . 将 这 种 
观点 推广 到 流 形 上 时 就 是 用 流 形 的 局 部 坐标 系 类 来 确定 流 形 的 定 回 . 此 时 , 每 个 坐 
标 系 局 部 地 在 每 一 点 切 空 间 上 提供 了 一 个 基底 .坐标 系 的 变换 造成 切 空 间 基 展 的 
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变换 , 其 变换 矩阵 就 是 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 , 它 的 行列 式 值 符号 给 出 坐标 系 的 类 
别 , 即 定 问 . 

如 果 上 述 解说 较为 粗略 , 那么 我 们 先 给 出 流 形 定 问 的 严格 定义 , 然后 再 从 定义 
出 发 给 出 较 细致 的 说 明 . 

定义 1.8 令 M 是 一 个 nn 维 流 形 ，M 称 为 可 定向 的 , 如 果 存 在 一 个 M 的 一 
个 坐标 系 履 闸 8 = {(V, pa)| a ET} 使 得 


det ( 疙 ) >0， 在 VV 个 Ve 2, va;O el, (1.1.8) 


这 里 yy = paowp-1(7z) 为 (WV,pa) 到 (Vs,wpa) 的 坐标 变换 . 此 时 该 坐标 系 覆 盖 更 给 
出 M 一 个 定向 . 若 M 不 存在 满足 条 件 (1.1.8) 的 坐标 系 覆 盖 , 则 M 称 为 是 不 可 定 
回 的 . 

下 面 对 定义 1.8 给 出 较 详 细 的 解释 . 我 们 知道 , M 的 局 部 坐标 (VV pa) 的 直观 
意思 就 是 将 拉平 到 一 个 ” 维 欧 氏 空间 上 , pu(V) = R". 令 e= {el,… ,en} 为 
R" 的 一 个 基底 , 则 pe Vo 可 表达 为 


由 (1.1.5) 可 知 , e 也 是 pe Vo 处 切 空间 T,M 的 基 , 即 
7 一 BEA 一 {Z1，: ,Zn 
2 一 | 


换 句 话说 , pao(V) = R* 上 的 定 同 就 是 所 有 pe 人 上 切 空 间 T,M 的 定 问 , 它 
是 由 基底 类 [el] 确定 的 ( 见 定 义 1.7)， 当 VW Va 产儿 时 , 坐标 系 (Va,yp8) 给 出 
T,M(p € Va 巾 Va) 男 一 个 基底 e' 使 得 


LA 
pa(p) =Yy = 》 Vief 
2 一 ] 


由 (1.1.6) 和 (1.1.7) 可 以 看 出 , 由 (1.1.8) 给 出 的 矩阵 (6y /6zj) 是 恒 等 映 射 f = id: 

M 一 M 关于 坐标 变换 y = 26 .pzl(z) 的 切 映射 , 因而 也 是 两 个 不 同 基 搬 e 和 ee 
之 间 的 变换 . 这 样 , 满足 条 件 (1.1.8) 的 坐标 系 覆 盖 8 所 给 的 M 定 回 在 本 质 上 与 定 
义 1.7 是 一 致 的 . 


1.1.6 ”数学 中 的 一 些 重 要 流 形 


数学 中 有 一 些 特殊 流 形 , 了 解 和 把 握 它们 将 对 理解 和 掌握 拓扑 及 几何 学 起 到 午 
要 作用 . 当然 , 最 重要 的 流 形 就 是 前 面 曾 提 到 和 介绍 过 的 欧 氏 空间 R*、 球 和 面 S” 和 
二 维 紧 流 形 , 这 是 因为 在 某 种 程度 上 我 们 能 够 “看 到 ”它们 . 这 一 节 要 介绍 的 是 那 
些 看 不 见 但 具有 独特 意义 的 流 形 . 
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所 请 实 投影 空间 P", 联 是 将 R"*+! 中 每 一 个 过 原 氮 的 直线 视 为 一 反 所 得 的 商 
空间 , 它 可 表示 为 


P*=R"T /{z ~ Mr, AMER, zz#0) 
={[z| = [Mr]| zx € R*t', MA€ R, zr#0, A 和 0}. (1.1.9) 


定义 (1.1.9) 也 可 等 价 地 说 P" 是 将 n 维 球面 S" 的 对 径 点 等 同 起 来 所 得 的 商 空间 ， 
其 等 价 的 表示 为 


P”* =/{r~(-7z)}={rz|=|-rzl|rz ed}. (1.1.10) 


实 投影 空间 P" 也 可 从 另 一 种 方式 得 到 . 一 个 ” 维 圆 盘 (实心 球体 )D", 其 边 
界 9D" = S"-! 是 一 个 n 一 1 维 球面 . 则 P" 也 可 看 成 是 将 D" 边界 的 对 径 扣 等同 


Pn = D"/lz ~ (—7x), Vr € 0D". (1.1.11) 


上 述 三 种 表达 式 (1.1.9)~(1.1.11) 是 对 P" 进行 三 种 不 同形 式 的 等 价 定 义 , 它 
有 利于 我 们 从 不 同 侧面 去 理解 P". 从 (1.1.10) 和 (1.1.11) 可 立刻 看 出 , D” 的 边界 
Sn-1 按 对 径 点 粘 接 可 得 到 一 个 Pn"-1, 这 样 便 得 包含 关系 P"-1 Cc P". 由 此 递 推 便 
可 得 到 下 面包 含 序列 : 


PIC.CPCPC.CPn (1.1.12) 


关系 式 (1.1.12) 对 理解 实 投影 空间 的 拓扑 结构 起 到 关键 作用 , 它 对 理解 问 量 从 
上 的 示 性 类 理论 也 具有 典型 意义 . 显然 已 = 5- 
另 一 方面 ，Pn 是 将 实心 球体 D" 的 边界 按 对 径 映 射 f : S"-1 一 S"-! 进行 烙 
接 而 成 , 这 里 
jz 一-zZ，YrzEDD" =59" . (1.1.13) 


从 最 简单 的 情况 看 ,映射 (1.1.13) 将 5S1 道 时 针 的 旋转 映 到 S51 的 逆 时 针 旋 转 ， 即 
当 z 沿 S1 道 时 针 变 动 时 , 其 像 f(x) = -z 也 是 沿 5S1 的 道 时 针 方 癌变 动 . 因此 
f :S51 S1 是 保定 向 的 . 而 考察 f : S? 一 92 时 , 我 们 发 现 f 将 ze 5S? 的 外 法 方 
向 映 到 -ze 5S? 的 内 法 方向 , 即 分 别 从 z 和 一 z 的 外 法 方 同 看 , f 将 绕 z 的 右手 螺 
旋 映 到 绕 -x 的 左手 螺旋 方向 , 见 图 1.15 所 示 . 因此 , f : 92 一 5S? 是 反 定 向 的 . 
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(b) 
图 1.15 ”(a) 切 平 面 5 ” 与 人 9 平行 ; (b) 当 p 在 S* 上 绕 n(x) 右手 旋转 变动 时 , 其 像 
f(p) = 一 p 在 S” 上 绕 n( 一 zx) 左手 旋转 变动 


采用 类 似 的 方法 考察 n 维 映射 (1.1.13). 可 以 看 到 , 切 空间 TS" 与 7_sS" 是 
平行 的 . 当 分 别 从 z 和 -z 的 外 法 方向 看 时 , Df 将 TS" 的 基底 e = {e1,… ,en] 
映 到 TS" 的 基底 {e1, -ez … ,一 en}, 即 


Df:e= A.:(—I1)e, (1.1.14) 
其 中 了 为 恒 等 矩阵 , 而 
—1] 0 0 
0 1 
4 一 
0 0 ... 1 


是 从 人 Sn" 的 内 法 方向 到 外 法 方向 ( 即 D" 在 -z 的 内 表面 到 外 表面 ) 为 变换 矩 
阵 . 因此 从 (1.1.14) 可 知 , (1.1.13) 的 切 映射 行列 式 满足 


(1.1.15) 


此 外 , 当 了 是 保定 向 时 ,Dn 按 f 进行 粘 接 就 将 ze 9D" 的 外 法 癌变 为 -ze 9D” 
的 外 法 问 , 这 表明 粘 接 空间 是 不 可 定 回 的 . 而 当 f 是 反 定 问 时 , 其 粘 接 吏 将 ze 0D" 
的 外 法 癌变 为 -ze 9D" 的 内 法 向 , 此 时 粘 接 空间 是 可 定 四 的 . 这 样 ， 从 (1.1.15) 
可 知 


不 可 定 同 ， 当 n= 偶数 . 


1.1 基本 概念 . 15. 


实 投影 宇 间 Pn 是 一 个 n 维 紧 流 形 . 
2. 复 投 影 空间 CP™. 


复 投影 空间 CP" 是 将 C"+! 中 每 一 个 经 过 原点 z = 0 的 复 直线 (是 一 个 实 平 
面 ) 视 为 一 点 所 得 商 空间 , 即 


CP" =Cn" /1{z~》Mz AEC— {0}, z#0}. (1.1.17) 
从 (1.1.17) 也 可 得 CP" 的 第 二 种 定义 . 下 面 的 集合 
[了 一 {zeCnf lz =1)} 


称 为 Cn+1 中 的 nn 维 复 球面 , 显然 , 它 与 实 的 2 十 1 维 球面 S22+1 是 同 胚 的 . 容易 
看 出 , 对 任 一 点 z e Cn+l 集合 


[2 一 {Xz| 和 EEC,，IAI=1} 


是 复 球面 FT"(~ 92"+0 上 的 一 个 大 圆周 , 称 为 TF"” 上 过 z 后 的 复 贺 周 . 那么 定义 
(1.1.17) 也 可 等 价 地 说 CP" 是 将 n 维 复 球 面 rT" 上 每 一 个 复 圆 周 视 为 一 点 所 得 商 
空间 , 它 可 表达 为 


CP"*=T"/T, 
={[z| = [MXzll| z eT", AeC, |A|=1}. (1.1.18) 


从 (1.1.18) 可 看 出 CP" 是 一 个 2n 维 紧 流 形 . 
根据 (1.1.17), CP" 可 分 解 为 两 个 不 交 部 分 : 


CP™=Uo+Ui, 
Uo= {|0,21,:… ,nl| (2 ,Zn) EC 
Ui = {|z0, 21,*…: , Zn || 20 大 U， (z1) , Zn ) 和 (上 (1.1.19) 
作 映 射 
9 ， Ui — C”, 
zo; Zi ;Zn| 请， (2,... 到 (1.1.20) 
<0 . <0 


显然 映射 (1.1.20) 是 一 个 同 胚 . 而 同 胚 于 CP"-!, 因此 从 (1.1.19) 可 得 


CP" = C" +CP"-!, (1.1.21) 
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妈 CP" 是 n 维 复 平 面 Cn 与 无 穷 远 处 再 加 上 CP"-1 的 并 集 . 当 n= 1 时 , CP? = 
{00} 为 无 穷 远 扣 , 因此 从 (1.1.21) 可 知 CP1 是 Riemann 球面 52. 

因为 Cn 与 复 开 得 {z e C"| |z| < 1} 是 同 胚 的 , 而 在 (1.1.19) 中 的 Zoo 可 
看 成 是 复 开盘 边界 FT"-I(~ S52"-1) 按 (1.1.18) 方式 作 的 商 空间 ， 因 此 从 拓扑 的 观 
氮 ，(1.1.21) 也 等 价 于 将 CP” 看 作 是 复 球 体 CB" = {z e C"| |z| 和 1} 在 其 边界 
I"-!1 = 9CB" 上 将 每 个 复 圆周 视 为 一 点 所 作 的 商 空间 , 其 表达 为 


CP" = CB"/{I’, z € OCB"}. (1.1.22) 


复 投 影 空间 的 (1.1.22) 定义 方式 与 实 投影 空间 的 (1.1.11) 定义 方式 是 类 似 的 . 这 种 
表达 式 对 于 理解 投影 空间 的 拓扑 结构 是 非常 有 用 的 . 从 这 里 可 以 看 出 它们 的 交叉 
从 结构 ( 见 2.1 市 ). 

类 似 于 P" 空间 的 性 质 (1.1.12), 从 (1.1.21)( 或 (1.1.22)) 可 得 


CP CCP’cC...CCP". (1.1.23) 


复 投 影 空间 CP" 是 一 个 2n 维 复 流 形 , 因而 是 可 定 问 紧 流 形 . 
3. 经 典 Lie 群 


在 数学 中 有 一 类 流 形 很 重要 , 称 为 Lie 群 . 这 类 流 形 的 基本 特征 就 是 它们 同时 
具有 光滑 流 形 与 群 的 结构 , 并 且 这 两 种 结构 能 够 有 机 地 结合 在 一 起 , 使 得 群 的 乘积 
运算 构成 流 形 上 的 光滑 映射 . 正 是 这 一 点 使 得 Lie 群 具 有 丰富 的 内 容 , 在 代数 、 拓 
扑 与 几何 中 成 为 中 心 的 研究 对 象 之 一 , 并 且 在 物理 与 力学 中 都 占有 重要 地 位 ，Lie 
群 的 严格 定义 为 : M 称 为 是 一 个 n 维 Lie 群 , 若 它 满足 下 面 三 个 性 质 : 

(1) AM 是 一 个 群 ; 

(2) M 是 一 个 n 维 光滑 流 形 : 

(3) 乘法 运算 p : M x M 一 M，v(ai,Q2) = ai .az 和 逆 运 算 劝 : M 一 
M, 由 (a) = ar 都 是 光 请 映射 . 

这 里 , 我 们 并 不 关心 一 般 的 Lie 群 , 而 是 介绍 一 些 具 有 特殊 意义 的 矩阵 群 , 它 
们 都 是 一 般 线性 群 GL(E") 中 的 子 群 . 

令 E" 代表 EE 上 的 n 维 线性 空间 , 这 里 忆 是 实数 域 R、 复 数 域 C 和 四 元 数 衬 
间 五 中 的 一 个 , 即 E"*= 空间 R",C",H?" 中 的 一 个 . E* 上 的 一 般 线 性 群 GL(E") 
定义 为 


GL(E")=={4:E" 一 EB"| 4 为 线性 同 构 } 
= {EB 上 所 有 mn x n 非 奇 喷 阵 A : det 4 和 0 (1.1.24) 
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容易 看 出 EE 上 所 有 n x n 矩阵 集 M(E"m) 是 一 个 与 BE" 同 构 的 线性 空间 ， 显 然 ， 
GL(E") C M(E") 是 一 个 子 群 , 并 且 是 开 子 集 . 因此 GL(E") 是 Br 中 的 一 个 开 
子 流 形 , 并 且 是 一 个 非 紧 Lie 群 , dim GL(E") = dim E". 

在 一 般 线性 群 GL(E") 中 , 人 们 最 关心 的 子 群 就 是 BE* 上 的 保 距 变换 群 , 记 为 
J(E"). 为 了 定义 J(E") 群 , 我 们 回顾 Rn 上 的 内 积 结构 . 令 ve E", 则 ww 与 vw 
在 E" 中 的 内 积 定 义 为 


(Uu, VU) En 一 >》 zj;; ww 二 (Z1， , Tn )) UV 一 (21， 本 , Yn )， (1.1.25 ) 
j=1 


其 中 zx 表示 zx 的 共 斩 元 . 对 zeERR 有 z=z. 对 z=ai+iaoE€EC 有 z= al 一 iao2， 


对 z=ai 十 ia 十 7a3s 十 Ka4d EH 有 无 三 ai 一 iaos 一 ja3 一 Ka4. 特别 地 , 对 四 元 数 
中 的 i,j,k 有 如 下 乘法 规则 : 


i j=—j-:i=k, ik=—k.i=—i, ij:k=—k.j=i. 


从 这 里 容易 看 出 , 对 任 四 元 数 z = a 十 iaz 十 ja3 二 kaa 和 = Bi++iBo 十 763 二 KG4 
有 


Z :无 一 at 十 Qa2 十 a3 十 ad， 

TY= (QPi 十 ao202 十 as03 十 a404 
十 (一 al102 + a201 — 3Ba + a403)1 
十 (一 al103 + QsB1 十 az04 一 ad402)7] 
十 (一 ap4 十 ad401 十 as02 — 2B3)k. 


从 (1.1.25) 可 以 看 出 , ||zl| = V(z,z)gn 就 是 Bm" 上 的 范 数 . 
现在 可 以 定义 Br 上 保 距 变换 群 J(B") 如 下 . 
定义 1.9 ”E" 中 保 距 变换 群 是 GL(E") 中 的 子 群 , 其 元 素 A e J(E") 满足 下 


面 保 内 积 的 条 件 : 
(Au, Av)Er = (uv En, VuvEE. (1.1.26) 


由 于 内 积 (1.1.25) 可 诱导 出 EB" 的 距离 , 因此 满足 (1.1.26) 的 线性 变换 4 : 本 一 EE" 
是 保 E" 中 距离 不 变 的 . 

当 E" = R" 时 , J(R") 称 为 正 交 群 , 记 为 O(n), 其 元 素 就 是 nxn 阶 实 的 正 交 
算 隆 , 即 O(n) 义 可 定义 为 


O(n) = {A e GL(R")| 4 . A! = 了 为 恒 等 失 阵 } (1.1.27) 
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其 中 4- 为 4 的 转 置 矩 阵 . 在 O(n) 中 所 有 满足 行列 式 det 4 = 1 的 窍 阵 构成 O(n) 
中 的 一 个 子 群 , 称 为 特殊 正 交 和 群 , 记 为 


SO(n) = {A€ O(n)| det A = 1}. (1.1.28) 
当 Br = Cn 时 , J(C”) 称 为 U 群 , 记 为 U(n), 其 元 素 是 复数 域 上 的 nxn 阶 


U(n) = {AeE GL(C")| A. A* = 71}, (1.1.29) 


其 中 4* = AhT 为 4 的 转 置 再 取 共 思 . 同样 地 , 在 U(n) 中 所 有 满足 det A = 1 的 完 
阵 形成 U(n) 的 一 个 子 群 , 称 为 特殊 U 群 , 记 为 


SU(n)= {AEU(n)| det A= 1}. (1.1.30) 
最 后 , 当 Em = H" 时 J(H") 称 为 辛 群 , 记 为 5p(n), 它 也 可 表达 为 
s(n)= {AEGL(H"”) 44 = 由 (1.1.31 ) 


由 (1.1.27)~(1.1.31) 给 出 的 所 有 和 群 都 是 紧 Lie 群 . 也 就 是 说 , 作为 流 形 它们 者 
是 崇 的 . 这 是 因为 对 4e J(E"), 有 


A.A=I, A= (ai ), 4 = (ai;) ， Qij Ee 已 . 
这 意味 看 


即 aas < 1 对 所 有 1 < i, ij < n. 这 说 明 J(E") 是 嵌入 到 M = E" 的 单位 方 体 
1™ ={flz ,Tn2) EB" ||zj| < 1,1<j<rm} 中 . 因此 J(E") 是 紧 的 . 事实 上 
jE") 也 是 可 定向 的 / 
下 交 群 O(n) 有 两 个 连通 分 文 


O(n) = SO(n) U O(n), 
O(n) = {A€ O(n)| det A = —1}. 


显然 O(n) 不 是 O(n) 的 子 群 , 因为 对 任 4, B e O(n), det A.B= det Axdet B=1, 
即 4 .Bq O(n)， 但 是 作为 子 流 形 O(n) 与 SO(n) 是 同 胚 的 .其 他 保 距 变 换 群 
SO(n), U(n),， SU(n) 和 Sm) 都 是 连通 可 定 癌 紧 流 形 . 

保 距 变换 群 J(E") 的 流 形 维 数 是 由 它们 的 Lie 群 结构 所 确定 , 或 者 说 由 它们 
在 单位 元 的 切 空间 来 定 出 . 令 e = Te J(B") 是 单位 矩阵 , 它 也 是 流 形 上 一 点 . 我 
们 知道 , e 点 处 的 切 空间 TJ(E"7) 维 数 与 J(E") 的 流 形 维 数 相等 : 


dim TeJ(E”) = dim J(E™). (1.1.32) 
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令吉 是 JUEn) 上 一 个 向 量 场 , A(t) e J(E") 是 名 的 轨道 , 即 


则 当 r = 无 卿 小 时 , 4(r) 可 表达 为 
4(T) = 二 I 十 TX， (1.1.33) 


这 里 X = X(e) e T.J(E"). 表达 式 (1.1.33) 表明 切 向 量 X 也 是 巨 上 的 一 个 nxn 
阶 和 矩阵 . 由 (1.1.33) 及 4(r) : A*(7) = 了 可 得 


(T+TX)(IT+7TX*)=I. 


因为 7 为 无 穷 小 , 上 式 意 味 看 
X+X*=0. 


因此 切 空间 
TJ(E") = {Ae M(E")| A+ A* = 0}. (1.1.34) 


从 (1.1.34) 可 以 看 出 , 当 记 = R 时 7T.J(R") = Te.O(n) 是 反对 称 惩 阵 集 合 , 故 
dimT.O(n) = =n(n — 1). 


当 忆 = C 时 Ae7TU(n) 舍 4 = 一 4*, 即 和 矩阵 元 ai; = 一 aji, 其 对 角 元 aii 为 纯 虚 
数 , 故 


dim TeU(n)=n+2x hn D 一 有 
同 理 可 知 , 当 = 时 
dim TeS%(n) = 3n++4x en D ~— 2n* 二 +n 

这 样 , 从 (1.1.32) 便 得 到 

dim O(n) = dim SO(n) = hn D 

dim U(n) = n”, 

dim SU(m) 一 m 一 1 

dim S$,(n) = 2n° +n. (1.1.35) 
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该 包含 关系 可 诱导 出 E 域 上 的 无 穷 维 空间 


Bee = | BE 


n 之 1 


这 个 问 量 空间 存在 一 个 由 每 个 E* 诱导 的 内 积 结构 . 在 男 一 方面 , 保 距 变换 群 也 存 
在 一 个 上 自然 的 包含 关系 
J(E”) CJ(E™™), 


是 按 如 下 意义 : 4。e J(E"), 则 


An 0 nNn 二 1 
| ) Y ) sr 


这 样 , 可 产生 出 无 穷 维 的 保 距 变 换 群 


从 (1.1.35) 可 得 到 各 种 无 穷 维 的 经 典 群 , 记 为 
O = 0O0(%), S50O= 50(00), U = UVU(00), 
SU = SU(m), 9 = S$,(00). (1.1.37) 


这 些 无 穷 维 经 典 Lie 群 概念 是 很 有 意义 的 , 著名 的 Bott 周期 定理 就 是 建立 在 它们 
之 上 的 


4. Stiefel 流 形 Vi(E”) 


Stiefel 流 形 与 上 面 介 绍 的 保 距 变 换 群 J(E") 存在 着 紧密 的 联系 . 该 流 形 定 义 
为 BE" 空间 中 所 有 重 正 交 标 架 所 构成 的 空间 , 记 为 Vi.(E"), 其 数学 表达 为 


Vi(E")= {(e1,:.: ,ek) € FE" x:.: x E"= E""| (ei,e;)pn = 607;}. 
一 
k 


首先 考虑 特殊 情况 = n. 固定 一 个 n 重 正 交 标 架 {e1,… ,en 它 构成 BE"? 的 
一 个 正 交 基 . 我 们 知道 , 对 任 一 个 标 架 {e’,…… ,el e (8B"), 存在 唯一 的 变换 矩阵 
A e J(E") 使 得 {e',.… ,e’} = {hel,:… ,Aen}. 也 就 是 说 , 下 面 映射 


Vn(A)= {Aei,::: ,Aen} E WME"), vAEJ(E") 


给 出 一 个 从 J(E") 到 VW.(E”) 的 一 一 满 射 , 即 V.(E") 与 J(E") 同 胚 . 这 样 得 到 下 
面 关系 : 


mh(R”)= O(n), WC*)=U(n), Wh(H”Y)= 5,(n). (1.1.38) 


1.1 基本 概念 .0D1 . 


现在 考虑 1 < kk < n 的 一 般 情况 . 对 于 给 定 的 两 个 重 正 交 标 架 {ei1,:… ,ex} 
和 {6;，… ,eh}, 由 Gram-Schmidt 正 交 化 过 程 , 分 别 可 扩展 成 Bp" 中 两 个 正 交 基 


te ) ek, EK1) , En} 和 {fel …: eky ET ,En 上 
这 样 , 存在 一 个 保 内 积 和 矩阵 A e J(E") 使 得 
{4el ,4ek Aék41,::: ,Aén} = {el pekyEk 1 ,En}, 


即 4(el,.… ,ek) = {e1,… ,ef}. 这 说 明 对 于 固定 的 {e1,… ,ex} e Vi(B"), 下 面 给 
出 的 映射 pk : J(E") 一 Vk(E"), 


pk(A) = {4el ,Aen} 


是 一 个 满 射 . 此 外 容易 看 出 , 对 任 4, B € J(E")， 


pk : TE?)mod J(E™™) 一 Vi(E") 


是 一 个 同 胚 , 即 
J(E")/J(E™") = VE"). (1.1.39) 
这 样 , 从 (1.1.39) 得 到 下 面 Stiefel 流 形 与 经 典 Lie 群 的 商 群 之 间 同 胚 关 系 : 
ns O(n) _ SO(n) 
Vx(R )= Om—k) SOn—k) 
ns Un) _ SU) 
“tc )= Uln—k) SU(n—k) 
Vk(H”)= ge (1.1.40) 


dim V.(H") = k(4n — 2k + 1). (1.1.41) 
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特别 地 , 对 于 =n 一 1 有 


对 于 k= 二 1 有 
NR)= 一 ge go 
CD) ya 5 
Vi(H")= $4"-1 = ge 

对 于 nn 二 1 或 2 有 


SO(1) = SU(1)= 1, 0(1)= 2Z,, 
U(1) = $0(2) = 5", 
9n(1) = SU(2) = 5°. 


从 (1.1.39) 和 (1.1.40) 可 看 出 VW.(E") 是 一 个 可 定 问 紧 流 形 . 
5. Grassmann 流 形 Gk(E”) 


在 向 量 从 和 示 性 类 理论 中 , Grassmann 流 形 占 有 重要 地 位 . 该 流 形 定 义 为 E" 
中 所 有 过 原点 的 维 线性 子 空间 集合 , 记 为 Gk(E"). 当 E= R,C,H 时 , Gk(E") 
分 别称 为 实 的 、 复 的 和 四 元 数 的 Grassmann 流 形 . 它 的 拓扑 是 由 下 面 方式 产生 的 
商 空 间 所 诱导 出 来 . 对 于 Stiefel 流 形 仅 (B") 有 一 个 规范 映射 


PB: VE”) 一 CGK( 五 ) (1.1.42) 


该 映射 将 每 个 维 正 交 标 架 映 为 它 所 张 成 的 维 平面 . Gk(E”) 的 商 拓 扑 驶 定义 为 
U C Gr(E") 是 一 个 开 集 的 充 要 条 件 为 8-1(U) 是 Vi.(E") 中 的 一 个 开 集 . 如 采 任 
两 个 上 维 正 交 标 染 {ei1,… ,ex} 和 {e1,… ,ek} E Ve(E") 有 相同 的 像 


Bl{e1,.. ,er}) = B({e1,... ,er}), 
则 等 价 于 存在 一 个 大 维 正 交 和 矩阵 4k e J(E*) 使 得 

{ei,... ,eh} = {Akpe1,:.: , Arer}. 
这 就 意味 着 对 任 一 元 素 Xe Gk(E"), X 关于 B 的 首 像 


B11(X) ~ JE"). 
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这 样 , 由 (1.1.42) 可 知 Gk(E") 是 你 (En") 关于 J(E*) 的 商 空间 


再 由 (1.1.40) 可 得 
ny O(n) 
cr DO 
ny U(n) 
Ce ) = U(k) x Un — k) 
GH = ?PY (1.1.43) 


从 上 式 可 看 出 Gi(E”") 是 一 个 紧 流 形 . 由 (1.1.35), 从 (1.1.43) 可 得 
dim Gxr(R”) = k(n 一 大) 
dim Gx(C”) = 2k(n — k), 
dim Gx(H”) = 4k(n — k). (1.1.44) 


此 外 可 以 看 出 , 任 一 个 大 维 平 面 5B* Cc E* 有 一 个 正 交 补 I" C 五 ". 因此 对 
应 关系 5* T" 天 给 出 下 面 的 同 胚 


Gk(E”) ~ Gn_k(E"). (1.1.45) 


不 难看 出 , G1(R"+1) = P" 为 实 投影 空间 , G1(C"+1) = CP" 为 复 投影 空间 . 特 
别 地 , Gk (C") 是 一 个 2k(n 一 k) 维 的 复 流 形 , 因此 是 可 定 癌 的 . 关于 复 流 形 的 概念 
在 6.3.1 小 节 中 将 给 予 介 绍 . 


6. 透镜 空间 L*"+ (k, @) 


令 52n+1 是 复 空间 C*+1 中 的 单位 球面 , k > 2 是 一 个 整数 , Q = (qi1,:… ,qn) € 
Zn 是 与 上 互 素 的 n 元 整数 , 即 每 个 gj(1 < j < n) 都 与 大 互 素 . 这 样 , 大 于 QQ 在 
O2nt+1 上 可 产生 一 个 人 循环 的 作用 Zv G2m 十 1 _， G2n+1 如 下 


Ze (Zo, 必 1,， , Zn ) 一 (era e2rg1z/ ky ""， Ezrani/kzn, . (1.1.46) 
所 谓 透镜 空间 就 是 52"+1 在 Zw 作用 下 的 商 空 间 , 记 为 


L2n+1(k,Q) = {z= 20, ,zn) ECn+ll |zl? = 1}/{z ~ Zr (2)}. (1.1.47) 
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除了 (1.1.47) 这 个 定义 外 , 还 有 男 一 种 透镜 空间 的 等 价 描述 . 这 两 种 方式 能 从 
不 同 的 角度 来 加 深 我 们 对 该 流 形 拓扑 结构 和 数学 性 质 的 理解 ,下面 就 来 介绍 和 分 
析 这 个 等 价 的 定义 . 

Rn 中 的 单位 球面 57-! 能 够 表示 成 R*-! 中 一 个 单位 闭 球 体 (或 闭 盘 )B"-1 = 
{Zz € R"-1| |z| < 1} 将 其 边界 0B"-i! 捍 成 一 点 的 商 空 间 : 


on-—! ~ B"-*/0B"™. 


这 个 过 程 就 是 : 令 {el… , en} 为 Rh” 的 一 个 正 交 基 ， 则 将 Do | 在 Cn, 轴 上 的 
南极 点 zn = -1 刺 破 , 然后 拉平 到 子平 面 R"! = {z € R"| zn = 0} 上 ,成 
为 单位 闭 球 体 B"-!， 此 时 , p 所 变 为 Bi 


zn = 一 1 后 变 为 R"(cC R") 中 的 单位 开 球 体 . 
将 Cn?+l 中 的 单位 球面 S27*+1 表示 

为 尽 2n+1 中 单位 财 盘 的 商 空 间 B2"+?] 
DB2n+1, 如 图 1.16 所 示 , 使 得 zo 复 平面 为 
图 1.16 C"+! 中 球面 S2"+1 在 水 平 的 zoyo 平面 , 垂直 轴 代 表 R*"-! 空间 . 
R?"+1 中 的 闭 担 表示 , 9B2n"+1 为 一 点 注意 到 , 在 Zi 作用 下 : zo 一 e2"*/kz0， 


复 平面 C 旋转 2r/ 角度 . 此 时 商 空间 C/{zo ~ e2rzkzo} 变 为 幅 角 0 = 2rAK 的 
房 形 区 域 , 其 两 条 边界 线 按 旋转 9 作用 下 对 等 ， 这 样 , 在 (1.1.46) 的 作用 下 , 商 衬 
间 (1.1.47) 在 R27*+1 中 的 财 盘 表示 为 如 图 1.17 所 示 的 空间 . 其 中 边界 9B2"+1 的 
部 分 , 它 由 上 和 下 的 扇形 表面 与 侧 弧 形 面 构成 , 被 视 为 一 个 上 扩 , 直线 ab 代表 C" 中 
的 球面 S27*-1, 侧面 的 两 个 矩形 按 (1.1.46) 作用 等 价 关 系 下 相等 同 , 即 在 图 1.17 中 ， 
(z0,zZ) = Ze (0, Z). 


图 1.17 L2"t1(k,Q) 在 Ra2n+l 中 的 表示 , 其 中 0 = 
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显然 , 图 1.17 所 示 的 空间 其 边界 上 两 上 和 矩形 是 一 个 2n 维 球面 S27, 线段 ab 代 
表 3S2 的 经 度 圈 : ab = S2"-1 C S27*. 因此 L27*+1(k,Q@) 在 R27?+! 中 的 表示 可 看 作 
是 R2"+1 中 一 个 单位 球体 在 边界 上 按 图 1.17 所 示 的 作用 下 取 商 空间 . 这 就 是 下 面 
介绍 的 L2*+1(k, Q) 的 另 一 种 定义 . 
定义 1.10 “透镜 空间 L2"*+1(k, Q) 可 由 2n 十 1 维 单位 闭 球 体 B2"+1 按 如 下 等 价 
关系 作 商 空间 构造 而 成 . 将 B27+1 中 的 点 记 为 (z 困 , 其 中 z= (z1,… ,zn) EC",+ 
是 实数 . 它们 满足 |zl? 十 妇 和 1. 在 边界 6B2n+1l = 92 上 定义 映射 f : S27 一 S527 
如 下 : 
f(z,t) = (ea/kz,... ,el2ran /kz —t). (1.1.48) 


然后 将 9B?"+1 的 下 半球 面 S2 的 每 一 点 (z,t) 与 上 半球 面 S27 的 上 后 f(z,t) 等 同 
起 来 . 这 样 得 到 的 商 空 间 就 是 透镜 空间 L?*"+1(k, @). 
定义 1.10 是 用 数学 语言 对 图 1.17 作 的 表述 , 其 中 映射 (1.1.48) 是 将 经 度 敬 
2 1(C Cn) 上 的 点 z 转动 到 ei2rQ/z = (ei27q91/kz,... ,ei274n/kz), 然后 再 关于 
= R27 平面 作 反 射 . 参见 图 1.18, 图 1.18 采用 球体 图 形 比 图 1.17 的 扇形 体 在 几 
何 直观 上 要 更 清 相 


令 qo,q1,… ,qn 是 与 & 互 素 的 整数 , 下 面 的 Zk 作用 


Zk (2z) __ (e2"a0i/kzo, | earani/ kz, ) 
在 S2"+1 上 也 产生 一 个 商 空间 , 记 为 
L2"+1(k, go ,qn) = S2"+1/{z ~ Zr(z)}. (1.1.49) 


空间 (1.1.49) 同样 地 也 是 透镜 空间 . 此 时 (1.1.47) 中 的 空间 为 
L”™t (k, Q) 一 L’”™™(k, ], dd , Gn) 


在 图 1.17 中 容易 看 出 , 对 于 9 = + 所 产生 的 商 空间 是 同 构 的 . 这 就 意味 着 


7 (Re 1, 9 gm) 一 (1 一 ] gq1,*…: ,gm (1.1.50) 
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此 外 , 注意 到 当 Ngo = 土 ] mod (k) 时 , 商 空间 C/{zo ~ e2740W/z0} 仍然 是 幅 角 为 
0 = 2rA 的 书 形 区 域 . 但 大 (1.1.49) 的 商 空 间 在 R2"*+1 中 的 表示 , 即 在 图 1.17 中 ， 
(e 2Tz/z0， p27 Qi/kS Z) 等 同 , 而 是 与 (e +27i/k > ZO， p27™NQi/kS Z) 


~ Lt (k, NOQ). (1.1.51) 


这 表明 , 虽然 (1.1.49) 是 透镜 空间 最 一 般 的 形式 , 但 是 (1.1.51) 式 说 明 (1.1.47) 或 定 
义 1.10 给 出 了 全 部 可 能 的 透镜 空间. 

从 定义 1.10 可 以 得 到 透镜 空间 一 个 重要 的 性 质 . 当 上 = 0 时, 由 (1.1.48) 给 出 
的 映射 f(z,0) 是 定义 在 C"” 上 的 一 个 Z 作用 . 因此 , 图 1.18 中 的 经 度 圈 S52"-! 在 
f(z,0) 作用 下 的 商 空 间 就 是 透镜 空间 L2"-1(k, gq1,:… ,qn). 这 样 就 得 到 下 面 关 系 : 


L271(k, gi,... ,qn) C Lt (k, Q), (1.1.52) 


再 由 (1.1.51), 从 (1.1.52) 递归 地 可 得 如 下 非 平 几 包含 序列 


Li(k) CL (k, Qi1) CC LMI(k, Om) 
CL2m+ +l(k, QQm+1) CC L”™t (k, Wn), (1.1.53) 


其 中 CO 一 (Ni "* “ Nn—j;qn-j+1) ""? , IN1 ”， - Nn ;qn)) Yn 一 (aq1， , qn ) Nj(1 < 7 < 
n) 是 满足 Nj . N;_1… Nig; = 土 1 mod (k). 所 谓 非 平凡 包含 是 指 子 空间 不 能 收缩 
到 一 点 的 包含 关系 . 


1.2 流 形 的 骸 入 


1.2.1 反 范 数 与 隐 函 数 定理 


在 介绍 子 流 形 的 浸入 与 丛 入 问题 之 前 , 首先 讨论 数学 分 析 中 的 两 个 基本 定理 : 
反 函 数 定理 与 隐 函 数 定理 . 这 两 个 定理 与 子 流 形 的 舱 入 理论 具有 直接 的 关联 . 它们 
也 是 许多 数学 分 文 的 基础 

首先 给 出 定理 的 形式 化 陈述 , 然后 再 前 明 它 们 的 实质 意义 . 

定理 1.1 令 M 和 NN 是 两 个 C"(r 1) 流 形 ,下 :M 一 NN 是 C7 映射 . 者 在 
点 pe M 处 , 切 映 射 DF : T,M 一 了 Ng = FF(p)) 是 一 个 线性 同 构 , 那么 存在 一 个 
p 在 M 的 邻 域 U 和 gq 在 NN 中 的 邻 域 V, 使 得 :UU 一 V 是 一 个 C7 同 肚 . 

该 定理 可 直观 地 解释 如 下 : 对 任 一 条 过 p 点 的 曲线 7 C M, 在 下 的 映射 下 7 
的 像 为 过 g = F(p) 的 一 条 曲线 了 = oy CN. 切 映 射 D 下 将 yy 在 Pp 所 的 切 问 
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量 7+ CT,M 映 到 g 点 的 切 向 量 + € TN. 一 个 布 满 某 个 邻 域 7 的 过 点 p 的 曲线 
族 的 全 体 切 向 量 也 布 满 整 个 切 空间 T,M. DF : T,M 一 TjN 是 一 个 同 构 意味 着 玉 
将 一 个 布 满 7 的 曲线 族 映 为 布 满 g 的 一 个 邻 域 V 的 曲线 族 , 并 且 是 一 一 的 . 因此 
FF:U 一 V 是 一 个 同 肛 . 

定理 1.1 的 证 明 不 失 一 般 性 , 令 M=N=R"*,p==0 及 g=0, 即 FF(0)=0. 
这 样 , 在 p =0 附近 FF 有 如 下 Taylor 展开 : 


F(z) = Az 十 G(xz)， 4 = DF(0) 为 n xn 阶 非 退化 和 矩阵， 
G(z) = o(|z|) 为 z 的 高 阶 项 . (1.2.1) 


显然 , 定理 1.1 的 成 立 等 价 于 下 面 方程 对 任何 ye R"，|y| < es 充分 小 , 它 在 z = 0 
的 邻 域 内 存在 唯一 解 


F(z)=Yy, Iy|<e. (1.2.2) 
由 (1.2.1), 方程 (1.2.2) 等 价 于 
AT =Yy— GI(7). (1.2.3) 
取 下 面 (1.2.3) 的 友人 代 近 似 解 
Z0 一 4 y, 
rk = A yA G(zk 1)， 天 过 1 (1.2.4 


由 (1.2.1) 知 , G 在 z=0 的 Jacobi 矩阵 为 零 ;: DG(0) = 0, 因此 , 当 y 很 小 时 zx 也 
很 小 , 因而 | PC(zk)|l 也 很 小 . 这 样 , 从 (1.2.4) 可 得 


zk — Tk-1| <|A Ge — G(rk-2)| 
<|A .IDG(Er DN zs- — Zk—2| 


<a|rzk_1— Zzk-2l, 0<a<1， 


其 中 Tk—1 为 Zk_1 与 Lk—2 的 中 值 . 这 样 ， {zx} 是 一 个 收 慌 序列 并 旦 极限 后 Lk 
Zz (KK 一 oo) 就 是 方程 (1.2.3) 在 xz = 0 邻 域 的 唯一 解 

定理 1.2( 隐 函数 定理 ) ”假设 下: Rn x R* 一 Rn 是 一 个 C"(r > 1) 映射 
P(zo,y0) = 0,， zo € Rn yo € RK. 如 果 导 算 子 


DjF (zo, yo ) : R*—R (1.2.5) 


是 一 个 线性 同 构 , 则 存在 zo 的 一 个 邻 域 UC R* 和 yo 的 一 个 邻 域 VC R*, 使 得 
对 任何 ye V, 下 面 方程 
F(x,y)=0 (1.2.6) 
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存在 唯一 解 z = B(y), 并 且 B:V 一 U 是 C" 映射 . 
下 面 说 明 隐 函数 定理 的 实质 . 它 也 能 够 被 视 为 定理 的 一 种 证 明 思 路 . 映射 下: 
Rn x RK 一 Rn 可 表示 为 .= ( 互 ,… , 下,). 因此 方程 (1.2.6) 可 写成 下 面 形式 : 


F(z,y)=0, 1l1<j7)<n. (1.2.7) 


在 (1.2.7) 的 每 一 个 方程 f; = 0 都 在 R*+* 中 确定 一 个 过 点 zo = (zo0,yo) 的 n+k 一 1 
维 超 曲 面 马 (1 < i < n). 我 们 知道 , 如 果 这 nn 个 超 曲面 在 zo 点 的 法 问 量 线 性 无 关 ， 
则 它们 在 zo 的 某 个 邻 域 Ux Vc Rn+k(U C En VC R*) 中 的 交集 是 一 个 大 维 曲 
面 

5= (| D5». (1.2.8) 


1&j&n 


可 参见 图 1.19. 另 一 方面 , 条 件 (1.2.5) 等 价 于 下 面 Jacobi 滤 阵 是 非 奇 弄 的 : 


OF (zo) oF (Zo ) 

OZl OTn 
det DiF(z0) = det 和 0 (1.2.9) 

OF (Zo) OF (zo) 
OT1 OZn 

这 意味 着 n 个 梯度 问 量 

OF (zo) OF;(z0) OF';(%0) 
VF; ( 2z0 ) Ox] 》 ) OT» 9 ai ) 
3 j=1,...,n 

OVYk 


是 线性 无 关 的 . 我 们 知道 VFj(z0) 是 马 在 20 
点 的 法 问 量 . 因此 这 个 交集 (1.2.8) 是 在 UxV 
图 1.19 Rn"f 中 也 个 超 曲 面 马 法 向 中 的 一 个 维 曲 面 ， 并 且 在 其 上 的 所 (T,Yy) ED 
量 线性 无 关 , 则 允 二 站 马 ” 者 满 是 (1.2.7) 

ITS 男 一 方面 , 一 个 过 z = (zo,yo) 氮 在 下"+ 

下 中 的 上 维 曲 面 允 在 yo Ee R* 茶 个 邻 域 了 C R* 

中 能 用 函数 z = f(y) e R" 表达 出 来 , 其 基本 条 件 就 是 在 zo 的 切 空间 r 到 
RK(C R"+k) 上 投影 是 满 射 的 , 见 图 1.20 所 示 . 该 条 件 等 价 于 杀 的 法 空间 NN 到 
R"(C R"*+t*) 的 投影 是 满 射 . 我 们 看 到 , 交集 了 = ” 门 兄 的 法 空间 入 由 法 问 量 


1<j<n 


VF; (zo)(1 入 )? < nN) 所 张 成 ， 而 VF;(%0) 到 | hc Rn™+® 的 投影 为 
OF'; (zo) oFj(z0) 0... 0 


Drzl  ? O07, 


P.vh(m) = ( 
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此 外 , (1.2.9) 意味 着 PVF;(z0)(1 < 7 < n) 是 线性 无 关 . 因而 NN 到 R" 的 投影 是 满 
的 . 这 样 ,二 在 2 的 一 个 邻 域 VU x V 中 可 用 函数 


r= By), yeEeVCR" 


表达 出 来 . 因为 马 是 Cr 的 , 故 函 数 B(y)( 即 二 ) 也 是 Cr 的 . 这 就 是 隐 函 数 定 理 
所 表现 的 几何 意义 , 它 也 是 该 定 理 的 一 种 证 明 . 


图 1.20 当 史 在 zo 的 切 空 间 x 到 R* 投影 为 满 上 时 , 允 在 yo 令 域 可 用 B(vy) 表达 


1.2.2 ” 子 流 形 的 浸入 与 黄 入 


现在 考察 子 流 形 及 其 代 入 问题 . 在 日 常生 活 中 , 我 们 能 够 前 见 到 一 些 球面 5? 
和 轮胎 面 72 等 二 维 流 形 . 从 数学 的 观点 看 就 是 S2 和 72 作为 局 中 的 子 流 形 藤 
入 到 三 维 空间 中 . 事实 上 , 每 一 个 n 维 流 形 作 为 拓扑 空间 都 包含 着 许多 各 种 类 型 的 
子 流 形 , 这 种 包含 关系 就 称 为 娩 入 ， 如 果 人 允许 包含 的 图 形 有 目 相 交 扣 , 则 该 包含 称 
为 浸入 . 更 准确 地 , 在 拓扑 学 中 浸入 与 嵌入 的 概念 由 下 面 定 义 给 出 . 

定义 1.11 令 M 和 NN 是 C" 流 形 , f:M 一 NN 是 C7 脆 射 , 则 下 面 分 别 给 出 
浸入 和 稻 入 的 定义 : 

(1) f 称 为 是 一 个 Cr 漫 入 , 若 对 每 一 点 p € M, 切 映 册 Df :TM 一 TyN(g = 
f(p)) 都 是 单一 的 , 即 秩 Df = dim M; 

(2) 若 f :M 一 NN 是 单一 的 , 则 (MM, 了) 称 为 N 的 C" 漫 入 子 流 形 : 

(3) 各 1 :AM 一 NN 是 单一 浸入 ， 并 且 f :MM 一 f(M) CN 关于 的 诱导 拓扑 
是 Cr 同 胚 的 , 则 广 称 为 Cr 时 入 ，(CM 了) 称 为 Cr 航 入 子 流 形 . 

从 定义 中 可 以 看 到 , 浸入 映射 在 局 部 上 单一 的 . 这 是 由 反 函 数 定理 所 保证 . 因 
为 DF: TzM 一 ToN 是 半 一 切 隐身 理 昧 有 dim M < dim N, 并 且 Df 上映 区 MM 到 
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是 一 个 同 构 . 因此 反 函 数 定理 (定理 1.1) 说 f:M 一 了 = f(M) 是 局 部 同 胚 

但 是 漫 入 映射 在 全 局 上 不 能 保证 是 单一 的 . 例如 在 图 1.21 中 , f 将 51 上 映 到 忌 : 
中 , 其 像 是 一 个 8 字 , 它 将 51 上 的 p 和 p/ 两 个 不 同 点 映 到 8 子 的 目 相 区 所 q. 因 
此 , f 虽然 在 局 部 是 单一 的 , 但 在 全 局 上 不 单一 . 


So! 
图 1.21 上 映 S 上 p 和 wp 到 gq 后 


对 于 一 个 单一 浸入 f : M 一 NN, 判定 (M, 了 ) 是 否 是 N 的 一 个 能 入 子 流 形 的 一 
个 简单 方法 就 是 考察 M 的 完备 化 M 是 否 与 f(M) 在 入 中 的 财 包 f(M) 同 胚 . 例 
如 , 一 个 直线 到 轮胎 面 T? 上 的 映射 f: R! x T? 定义 为 


f(z) = (zaz)mod(1)， xz ER., 
有 这 里 a > 0 是 一 个 常数 , (z,y)mod(1) 定义 为 


t=7xmod(l), y=Ymod(l). 
人 / 则 f 的 图 像 如 图 1.22 所 示 , 那里 正方 形 代表 7T?, 其 
上 下 和 左右 两 个 对 边 分 别 等 同 . 容易 验证 , 当 a 是 一 
个 无 理 数 时 , f 将 R! 映 为 轮胎 面 T? 上 进行 无 穷 次 
环绕 的 曲线 . 此 时 f(R!) 是 一 个 浸入 子 流 形 , 而 不 是 
一 个 髓 入 子 流 形 , 这 是 因为 f(R!) 在 T? 上 稠密 , 即 
FRI = 72, 而 Ril=R!. 

显然 , 当 M 是 紧 流 形 并 且 (M, 了) 是 和 N 的 漫 入 子 流 形 时 , 则 (MM, 了) 一 定 是 和 N 
的 艇 入 子 流 形 . 上 面 的 例子 表明 , 当 M 是 非 紧 流 形 时 这 个 结论 不 成 立 . 

子 流 形 M 到 NN 的 浸入 和 藤 入 意味 着 dim M < dim N. 但 是 对 于 FF:M 一 N 
并 且 dim M > dim N 时 , 一 个 自然 的 问题 就 是 对 于 ge NN 在 什么 条 件 下 fi(g) Cc 
M 是 一 个 散 入 子 流 形 . 该 问题 的 解答 本 质 上 就 是 隐 函 数 定理 . 为 了 回答 充 问 题 , 我 
们 换 一 种 方式 来 陈述 隐 函 数 定理 . 该 定理 说 , 如 果 可 微 映射 f : Rn"+ 一 R"(k > 1) 
在 geRn 的 逆 像 f-!1(g) 关 @, 且 对 pe f-1(g) 切 映 射 Df, : Rm"+* 一 R" 是 满 同 
态 , 则 在 p 的 一 个 邻 域 UC R"+t* 内 , f-1i(qg)nU 是 Rn 的 一 个 上 维 租 入 子 流 形 . 
该 隐 函 数 定 理应 用 到 上 述 问 题 便 得 到 如 下 和 定理. 

定理 1.3 令 M 和 NN 是 两 个 Cr 流 形 , dim M 二 n+k(k>1), dimN=n. 
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假设 f : M 一 N 是 一 个 Cr 映射 , ge N, 并且 工 = 广 !(9) 关 @. 若 对 所 有 p e 万 ， 
切 上 映射 万 户 : T,M 一 TON 都 是 满 射 , 则 LC M 是 一 个 艇 入 子 流 形 . 

特别 地 , 当 NN = R! 时 , f : M 一 R1 是 一 个 Cr 函数 . 此 时 D 所 是 ff 在 p 点 
的 梯度 Vf(p), 即 在 局 部 坐标 下 ， 


Vf(p) = {ee.… Be} 


若 对 所 有 的 p e f-1(gq)，Vf(p) 关 0, 那么 由 定理 1.3, f-!(q) 就 是 M 中 的 一 个 
dm MM 一 1 维 散 入 子 流 形 , 或 称 为 余 一 维 骨 入 子 流 形 . 

例如 , 在 图 1.23 中 给 出 的 函数 f : R? -Ri 的 图 像 是 一 个 马鞍 面 , 9 是 一 个 鞍 
点 , 在 这 一 点 f 的 梯度 为 零 : Vf(q) = 0. 此 时 , 以 9 为 高 度 的 水 平面 在 f(z) 的 图 
形 上 所 截 曲 线 到 高 度 为 零 的 平面 R2? 上 投影 就 是 f-1(q), 它 是 一 个 有 和 目 相交 后 的 双 
曲线 , 因而 不 是 一 个 子 流 形 . 而 对 qi 关 g 时 , Vf(q1) 关 0, 此 时 广 !(q) 是 展 中 没 
有 自 相 交点 的 双 曲 线 , 因而 是 R? 中 的 一 个 髓 入 子 流 形 . 


1.2.3 到 RN 中 的 内 入 


Euclid 空间 是 最 简单 和 最 特别 的 流 形 . 它 具 有 全 局 的 坐标 系 和 线性 代数 结构 . 
这 就 使 得 一 般 流 形 到 它 中 间 的 嵌入 问题 变 得 十 分 重要 . 自然 而 叉 基 本 的 问题 就 是 任 
意 一 个 n 维 流 形 M 能 否 幅 入 到 某 个 较 大 维 数 的 RN 中 ? 如 果 可 以 , 是 否 存在 一 个 
与 mn 有 关 的 最 小 维 数 K, 使 得 M 都 可 能 入 到 RK 中 , 并 且 K 与 n 的 关系 如 何 ? 
著名 的 Whitney 嵌入 定理 对 这 些 问题 给 出 一 个 完整 的 解答 . 该 定理 简要 地 说 , 任何 
一 个 n 维 流 形 都 可 Cr 地 漫 入 到 R27-1 中 , 以 及 Cr 地 藤 入 到 R27? 中 , 而 且 2n 一 1 
和 2n 分 别 为 普 适 的 浸入 与 典 入 最 小 维 数 . 在 下 一 节 将 专门 讨论 这 个 重要 定理 . 

这 一 节 首 先 曾 述 M 到 欧 氏 空间 嵌入 的 几何 原理 , 然后 介绍 M 到 RN 的 骨 入 
定理 及 其 证 明 中 所 需要 的 沦 请 鹤 断 引 理 . 
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一 个 n 维 流 形 M 之 所 以 能 够 筷 入 到 茶 个 RN 中 , 其 基本 诛 因 陨 是 M 能 够 分 
解 为 者 干 个 开 球体 (或 财 球体 ) 的 并 集 , 即 


M = 》 Di， 


J 之 1 


其 中 每 个 Di 都 同 胚 于 n 维 开 球体 (或 团 球体 ), 并 且 D; ND; (i 关 7 了 或 为 空 集 , 或 
为 n 维 开 球体 (或 维 闭 球体 , k < n 一 1). 根据 该 原理 就 可 以 解释 和 理解 为 什么 
1M 能够 艇 入 到 某 个 RN 中 的 结论 . 在 下 面 的 分 析 过 程 中 , 取 所 有 D; 为 财 球 体 . 


很 清楚 ，D; 可 代入 到 Rn" 中 .因此 归纳 地 假设 Mn = 多 Dj 可 册 入 到 某 个 
7 一 1 
RK(k 之 n) 中 , 这 里 m > 1, 即 


Pm+1|9Mm NODm i 一 pm: (1.2.10) 


| Pm(p), PE Mm, (1.2.11) 


直观 地 讲 , 由 (1.2.11) 定义 的 映射 yp 将 Mi 磐 入 到 R* 中 , 然后 将 球体 D1 
挤 到 R* 中 . 如 果 wo 不 是 一 个 骨 入 , 则 固定 Mi 在 R* 中 不 动 , 再 将 Dmn41 的 内 部 
Dmi1 — ODmi1NOMn) MWR Vee R 的 上 上 羊 科 间 et > 0) 中 ， 


将 人 nm 十 Dmiri 棱 入 到 R*+!1 中 . 


十 1 
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将 Di 从 R* 拉 开 到 R*+1 并 保持 Mi 在 R* 中 不 动 的 上 述 过 程 , 在 数学 上 
就 是 构造 一 个 连续 函数 


n: NM + Dmii—= RR (1.2.12) 
满足 条 件 
U， bp C Mi, 
- 1.2.13 
nlp) | > U， p EDm+1= Dm+i ~ 2D)m+i [ ) OMn,, 
然后 再 引入 新 的 映射 


| 上 了 十 Dmii 一 一 R*+!l, (1.2.14) 


= {9(p),np)} ER*t, pe Mm + Dma+i 


其 中 o 是 由 (1.2.11) 定义 的 映射 这 个 映射 就 将 Di 拉 到 R*+1 中 . 适当 选 
取 7 和 Pm+1 可 使 得 WU/ 为 一 个 舱 入 . 


重复 上 述 过 程 , 对 任意 N 可 将 Mw - 2 D, 柜 入 到 某 个 RK 中 , 即 存在 嵌入 映 
射 ow : Mw _ RK. 当天 很 大 时 对 于 球体 Dw+ 在 边界 条 件 pw+ilewvrapwt = 


仍 是 嵌入 . 这 样 , 便 使 得 M = 入 Di 可 颈 入 到 RK 中 . 


上 面 是 对 ” 维 流 形 嵌入 到 某 个 较 大 维 数 的 RN 给 出 一 个 直观 解释 . 下 面 将 证 
明 任 一 个 m” 维 紧 流 形 可 藤 入 到 RN 中 . 为 此 目的 , 先 引 入 光 请 截断 引 理 . 注意 到 在 
(1.2.12) 和 (1.2.13) 中 的 函数 7 在 (1.2.14) 的 嵌入 中 起 到 关键 作用 . 光滑 截断 引 理 
就 是 表明 7 的 存在 性 . 

引 理 1.1 令 M 是 一 个 光滑 流 形 , UC M 是 一 个 开 集 . 假设 了 CTU 是 一 个 
非 空 开 集 , 并 且 Vc U 是 紧 集 , 则 存在 Ce 函数 7 : M 一 R! 使 得 

(1)0<n<1 


证 了 明 不 失 一 般 性 我 们 只 在 R* 上 证 明 . 分 两 步 进行 . 
第 一 步 . 令 br C br, 为 两 个 同心 闭 球体 : 


B., ={zE€ER"||zrz|<ri}, 1=1,2, ri<r. 
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第 二 步 . 对 于 Vc U, 存在 有 限 个 同心 开 球 BC BR (1 <i< | 
使 得 {B.| 1 < i < &} 是 V 的 开 有 覆盖. 由 (1.2.15), 对 每 个 7 (1 < 7 < 及) 存在 
717 : Rr 所 满足 0< <1 并且 


则 容易 看 出 该 函数 满足 引 理 要 求 . 

下 面 定 理 说 明 任 一 紧 流 形 都 可 对 入 到 某 个 RN 中 . 事实 上 , 对 于 非 枝 流 形 该 绪 
论 也 成 立 . 这 里 仅 考 虑 紧 的 情况 . 

定理 1.4 令 M 是 一 个 nn 维 C" 紧 流 形 , 则 存在 一 个 正 整 数 N 及 一 个 Cr 映 
射 f: M 一 RN, 使 得 (M, 门 是 RN 的 栓 入 子 流 形 . 
证 明 ”该 定理 的 证 明 是 标准 的 , 其 基本 思想 就 如 前 面 所 述 的 那样 , 通过 截断 函 
数 将 流 形 一 块 一 块 地 精 接 拉 开 到 RN 中 . 
因为 M 是 紧 的 , 存在 一 个 有 限 的 坐标 系 鹤 盖 {(Uj,wpj)i 1 jm}) 即 MM = 


由 : Mi 一 R* 是 一 个 C7 骨 入 . (1.2.16) 
令 Uk nMi 关 2, 则 存在 两 个 开 子 集 Vi 和 Vo 使 得 


VW 二 Vo = M1 + Uk, Vi C M1, Vo C Ur. (1.2.17 ) 
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n1(p) = | 0 pg M n2(p) = | 0 pg UU (1.2.18) 


正如 前 面 所 说 , 在 流 形 的 散 入 问题 中 一 个 最 优美 的 结果 碗 是 Whitney 括 入 害 
理 . 这 一 节 将 遵循 文献 [8] 中 的 方法 来 证 明 紧 流 形 的 Whitney 髓 入 定理 . 该 方法 的 
优点 是 简明 清晰 . 

定理 1.5 令 M 是 一 个 nn 维 光 请 紧 流 形 . 则 M 能 够 光 清 地 漫 入 到 R27 中 及 
光滑 地 藤 入 到 R2?+! 中 . 

注 1.1 定理 1.5 是 Whitney 赚 入 定理 的 最 简单 情形 , 该 定理 的 完整 表述 为 
如 下 形式 : 

Whitney 网 入 定理 令 M 是 一 个 Cr 流 形 , 7 > 0. 则 下 面 结论 成 江 : 

(1) 当 n > 2 时 , M 可 Cr 地 浸入 到 R27?-! 中 , 当 n > 工时 ,可 Cr 地 杠 入 到 
R27 中 , 并 且 2n 一 1 和 2n 分 别 为 最 小 浸入 和 骨 入 维 数 . 

(2) 对 任何 Cr 映射 g : M 一 R27 及 。 > 0, 存在 一 个 C7 漫 入 f:M 一 R27 使 
得 |f(p) 一 g(p)| < ea, Vp € AM 并 且 2n 是 最 小 浸入 通 近 维 数 : 
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(3) 对 任何 Cr 映射 g : M 一 R2n+1l 及 ee > 0, 存 在 一 个 Cr 舱 入 六: M 一 R27+1 
使 得 |f(p) 一 g(p)| <e, vpe M, 并且 2 +1 是 最 小 磐 入 过 近 维 数 . 
定理 1.5 的 证 明 由 定理 1.4, M 可 藤 入 到 茶 个 RN 中 . 只 需 证 明 M 可 进 一 
步 租 入 到 RN-! 当 N > 2n 十 1, 及 浸入 到 RN-1 当 NN > 2n. 
令 M Cc RN, 并 记 RN-i!= {zr € RN| zn = 
" 0}. 对 每 个 单位 网 量 ze RY -R71, |z|=1, 
可 产生 一 个 平行 于 z 的 投影 已 : RY 一 R™Y 
见 图 1.25 所 示 . 该 映射 可 表达 为 


i 该 定理 的 证 明 就 是 寻找 一 个 单位 向 量 z < 
RN 一 RN-! 使 得 映射 
P|m . MM 一 RN-! (1.2.20) 
是 定理 所 需要 的 散 入 和 漫 入. 


由 (1.2.19) 容易 看 出 , 由 (1.2.20) 定义 的 映射 是 单一 的 序 要 条 件 为 单位 网 量 > 
满 正 
2 天 -5 vr,y EM, XAY. (1.2.21) 
此 外 , P|m 的 导 算 子 D; P|m 是 线性 算 子 已 在 M 的 切 空 间 TM 上 的 限制 . 由 
(1.2.19) 可 知 已 的 核 空间 就 是 由 向 量 z 确定 的 直线 . 因此 切 同 量 ye Ts,M 是 在 
DjP|m 的 核 空 间 中 的 充 要 条 件 是 y 平行 于 z. 这 样 映射 P|wm 是 一 个 浸没 的 条 件 
就 是 对 任何 非 零 切 同 量 ye TM 有 


z 天 让， 
y| 


很 清楚 , 单位 向 量 xz e RN 满足 (1.2.21) 的 充 要 条 件 是 z 不 是 映射 gc : M x 
M -人 一 SN-1 的 像 , 这 里 人 = {(z,y) eE M x M| z= y} 是 对 角 线 , o 定义 为 
o(z,y) = (7 一 了 /|z 一 yl. 注意 到 


dm (M x M — A)= 2n(dim S71 N)2n+l1, 


因此 o(M x M A) 在 SN-1 中 不 可 能 是 满 的 . 这 说 明 当 NN > 2n++1 时 , 存在 单 
位 向 量 z e RN 满足 (1.2.21), 即 (1.2.20) 是 单一 映射 
为 了 讨论 条 件 (1.2.22), 取 空 间 


TIM = {ye TM||y|= 1}. 
定义 映射 + : TIM 一 SN-1 为 r(y) =y. 注意 到 


vwy ETMCR"™. (1.2.22) 
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dim TIM =2n—1(dim S$- !, N)2n, 


因此 r(T MD) C SN-1! 是 不 满 的 . 这 意味 着 当 入 > 2n 时 存在 单位 问 量 ze RN 满 
下 (1.2.22), 即 (1.2.20) 是 一 个 漫 没 . 

显然 o(M x M 一 A)UT(TIM) Cc SN-1 是 不 满 的 ( 见 1.4 节 中 的 Sard 定理 ). 
因此 当 N > 2n 十 1 时 存在 ze RN 同时 满足 (1.2.21) 和 (1.2.22), 这 样 映 射 (1.2.20) 
是 一 个 散 入 . 定理 证 毕 . 


1.3” ”Frobenius 定理 


1.3.1 ” 流 形 上 的 向 量 场 与 流 


1.1 节 介 绍 了 流 形 上 切 空 间 的 概念 . 有 了 这 一 概念 后 , 就 可 以 将 R" 中 同 量 场 
的 概念 推广 到 一 般 流 形 上 . 流 形 上 同 量 场 的 一 个 既 直 观 又 具有 物理 意义 的 例子 硕 
是 地 球 表 面 大 气 与 海洋 流体 运动 的 速度 场 , 它 是 二 维 球面 上 的 一 个 同 量 场 . 当 物 体 
的 运动 发 生 在 流 形 上 时 , 其 轨道 是 在 流 形 上 , 但 是 速度 场 却 定义 在 切 空间 中 . 一 个 
单 物体 在 流 形 上 运动 时 , 其 速度 向 量 只 能 处 在 运动 轨道 的 切 空间 中 , 而 无 法 在 流 形 
每 一 点 的 切 空间 上 都 存在 . 然而 在 一 个 流 形 上 运动 的 流体 却 不 同 , 它 的 速度 癌 量 是 
定义 在 流 形 上 每 一 点 的 切 空 间 中 . 同样 , 一 个 物体 和 运动 的 电 奏 在 它们 的 周围 分 别 
会 产生 引力 场 和 电磁 场 , 它们 都 是 问 量 场 . 

抽象 地 说 , 如 果 一 个 nn 维 流 形 M 中 每 一 点 pe M 都 对 应 于 一 个 切 问 量 w 6 
T,M, 那么 所 有 点 的 切 癌 量 可 以 看 作 是 定义 在 M 上 的 一 个 问 量 值 函数 v(p), 运 亲 
数 v:M 一 TM 就 称 为 M 上 的 一 个 向 量 场 . 下 面 给 出 C" 可 微 问 量 场 定义 . 

定义 1.12 令 M 是 一 个 n 维 C7 流 形 (r > 0),v 是 M 上 的 一 个 同 量 场 . 对 
于 M 上 的 两 个 Cr 坐标 系 (U, yp), v 可 表示 为 


一 {ui(Z) ,Un(T)}, TEVCR’, V= 9(UV), 


这 里 w(z) 为 v 在 坐标 系 中 zi 方向 的 分 量 , 它 是 z eV 的 函数 . 如 果 对 每 一 个 M 
上 的 Cr 坐标 系 (U6, wa), 其 分 量 v(1 < i <n) 在 VW = pa(Us) 上 都 是 Cr 函数 


令 v 是 流 形 M 上 的 一 个 C7" 问 量 场 , y(t) C M 是 一 条 过 po € M 的 曲线 ， 
y(to) = po. 我 们 知道 dy(t)/at 是 曲线 在 点 p(= y(t)) 的 切 癌 量 . 如 果 7 在 每 一 反 p 
的 切 同 量 都 等 于 wv 在 p 点 的 值 , 即 


四 由 ， 
| a ~ "(P) (1.3.1) 
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则 y(t) 称 为 向 量 场 v 过 po 点 的 一 条 轨道 . 
等 式 (1.3.1) 在 局 部 坐标 系 中 是 一 个 常 微分 方程 . 事实 上 , 在 坐标 系 (U, p) 中 
由 (1.1.5) 有 


dt z (1.3.2) 
7(0) = Z0， To = yp(po). 


当 7 > 1 时 , 由 常 微分 方程 存在 与 唯一 性 定理 ， 
对 每 一 点 po e M 方程 (1.3.2) 都 存在 唯一 解 
X(t, xz0). 这 就 意味 看 过 每 一 扣 po EM 在 M 上 
的 Cr 问 量 场 v 都 有 一 条 唯一 轨道 y(t, po) C 
M. wv 的 所 有 轨道 集合 


B={yt,p) CMIpeEM,teR} 


称 为 v 在 M 上 的 流 . 例如 , 图 1.26 给 出 的 是 一 
个 作 旋 涡 运 动 的 流体 速度 场 流 的 拓扑 结构 ， 这 
种 结构 在 现实 生活 中 经 党 被 观察 到 . 

1.3.2 回 量 场 的 Poisson 括号 积 


在 引入 Frobenius 定理 之 前 , 先 介 绍 流 形 上 问 量 场 Poisson 括号 积 的 代数 运算 
概念 及 其 几何 意义 . 

令 M 是 一 个 n 维 光 滑 流 形 , (U,zx) 为 M 的 一 个 局 部 坐标 系 . M 上 的 任 两 个 
光滑 问 量 场 w 和 v 在 局 部 坐标 系 下 可 表示 为 


u = {ui(7), ,Un(T)}, 


v = {v1(7),. ,Vn(T)}. 
定义 wu 和 w 的 Poisson 括号 积 为 


一 OV]1 Oui OUun Oun 
一 一 rm . 者 和 者 本 ， 1. 者 
Iu, v| | D z C Oz. Ui 5 ) ) ) / CC Ox. (90) Bx. ) } ) 3 3) 


2 二 ] 


这 里 ，Poisson 括号 积 (1.3.3) 是 在 局 部 坐标 系 中 定义 的 . 由 张 量 分 析 的 知识 可 以 证 
明 用 局 部 坐标 表达 的 Poisson 括号 积 (1.3.3) 实际 定义 了 M 上 的 一 个 全 局 回 量 场 . 
对 于 不 出 悉 张 量 分 析 的 读者 只 需 接 受 这 一 事实 即 可 . 


图 1.26 一 个 作 旋 涡 运 动 的 流体 速度 
场 , 其 轨道 集合 显示 出 旋涡 结构 
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这 里 斋 要 解释 一 下 , 从 局 部 坐标 系 定义 的 癌 量 场 在 一 般 情况 下 不 能 形成 一 个 全 
局 场 . 具体 地 说 , 令 {(U6, pa)| a eT} 是 nn 维 流 形 M 的 一 个 坐标 系 履 凋 , 和 
是 M 上 两 个 向 量 场 , 它们 在 每 个 坐标 系 (Uo, pa) 表达 为 


Ua = {vu?, UV2 Qa ET 
Va = 4107, ,v7}, Qa EI. 
由 wo 和 vo 在 (Uo, pu) 中 可 诱导 出 无 穷 多 个 局 部 问 量 场 . 例如 
Wo = {urv?,. Uo}, aEI 


就 是 (U6, wpa) 中 一 个 向 量 场 . 但 是 {Wo| ae 7} 不 能 拼 成 M 上 的 一 个 全 局 网 量 
场 . 也 就 是 说 , 在 M 上 不 存在 一 个 向 量 场 使 得 它 在 每 个 坐标 系 (U6, pa) 中 的 表达 
式 与 Wo 相等 . 然而 由 (1.3.3) 定义 的 所 有 局 部 问 量 场 却 托 为 M 上 一 个 全 局 场 , 称 
为 Poisson 括号 积 . 张 量 分 析 的 理论 为 局 部 场 形 成 全 局 场 提供 了 基本 判 据 . 

下 面 分析 Poisson 括号 积 的 几何 意义 . (1.3.3) 式 可 写成 如 下 形式 : 


uw, 0 = (vu VY)v — (vu. Vu, (1.3.4) 
其 中 V 为 柳 度 算 于 
而 wu.y 为 | 
DD (1.3.5) 


在 问 量 分 析 中 我 们 知道 , 算 子 w .V 代表 沿 着 vv 方 同 的 方 同 导数 . 因此 (w.V)wv 表 
不 丫 量 场 v 沿 4 方向 的 方 同 导数 . 用 更 为 明确 的 方式 来 说 明 就 是 : 令 y(t) 为 的 


因此 (wv: VV)v 代表 问 量 场 v 沿 着 久 的 轨道 线 y(t) 的 变化 率 . 这 样 , Poisson 括号 积 
(1.3.3) 的 几何 意义 就 是 v 沿 着 v 的 轨道 曲线 变化 率 与 久 沿 着 v 的 轨道 变化 率 之 
差 . 

最 后 需要 指出 ,在 许多 场合 , 特别 是 在 微分 几何 中 一 个 M 上 的 向 量 场 w 就 


是 采用 (1.3.5) 式 来 定义 的 ， 此 时 {到 1 <i< "相当 于 局 部 坐标 系 中 的 基底 


Ox; 
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{ui1,… ,un} 代表 该 基 慰 下 的 系数 . 采用 (1.3.5) 定义 问 量 场 的 优 后 在 于 将 问 量 场 
算 子 化 了 , 它 起 到 方 同 导数 作用 , 从 而 增加 了 它 的 数学 功能 . 太一 方面 , 从 张 量 分 析 


的 角度 看 ,| 过- 上 是 一 阶 反 变 张 量 ,而 {ws} 是 一 阶 协 变 张 量 ( 即 传统 意义 下 的 向 量 
场 ), 因而 六 wz 是 一 个 标量 算 子 . 它 作用 在 一 个 向 量 场 "上 , 即 


仍 是 一 个 向 量 场 . 这 就 很 容易 理解 为 什么 Poisson 括号 积 (1.3.3) 是 一 个 全 局 向 量 
场 , 因为 在 这 种 定义 下 [wv,v] = wv 一 vu 


1.3.3 ” Frobenius 定理 


我 们 知道 , 对 M 上 给 定 的 一 个 向 量 场 v 守 0, 过 每 一 点 Pe M 存在 v 的 一 条 
轨 违 y(t), (to) = po, 满足 方程 


0 


换 句 话说 , 一 个 M 上 的 非 零 向 量 场 在 M 上 每 一 点 p 的 切 空 间 T,M 上 确定 了 一 
个 维 子 空间 L; 一 span {v}, v 过 p 扩 的 轨 违 y(t 是 MM 的 一 个 一 维 子 流 形 , 并 且 
y(t) 上 每 一 点 9 的 切 向 量 都 位 于 Ll 上 . 

我 们 沿 着 这 一 思路 作 进一步 的 推广 , 即 在 M 每 一 点 p 的 切 空 间 T,M 上 都 给 
定 一 个 维 子 空间 LE(1 < 有 < n). 现在 的 问题 就 是 在 什么 条 件 下 对 每 一 反 PE M 
都 存在 一 个 过 p 点 的 大 维 子 流 形 N C M, 使 得 N 上 每 一 点 q 的 切 空间 TN 与 给 
定 的 大 维 子 空间 Ze 重合 : 

TV 一 工 < 


Frobenius 定理 就 是 对 这 一 问题 的 解答 . 

为 了 严格 地 陈述 Frobenius 定理 , 下 面 给 出 几 个 定义 . 

定义 1.13 令 M 是 一 个 n 维 光滑 流 形 . 

(1) 车 对 M 每 一 点 p 的 切 空间 T,M 上 都 给 定 一 个 上 维 子 空间 Ze C T,M, 则 
称 Lt = {Lk CT,M|peM}) 为 M 上 的 一 个 k 维 分 布 ; 

(2) 一 个 M 上 的 维 分 布 L* 称 为 是 光滑 的 , 者 对 每 一 点 PE M 存在 一 个 邻 
域 以 及 U 上 的 个 Ce 向 量 场 v1,… ,wk 使 得 它们 的 线性 扩张 为 


span 1v1(9),... ,Vk(9)} = Le, vg EU. 
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一 个 M 上 的 向 量 场 v 称 为 属于 分 布 L*, 记 为 ve L*, 若 对 每 一 点 pe M 都 
有 v(p) E Ler. 

定义 1.14 AM 上 的 一 个 光滑 分 布 L* 称 为 满足 Frobenius 条 件 , 如 果 对 任 两 
个 癌 量 场 wuve LIL* 都 有 [u,v] e LL". 

M 上 的 一 个 上 维 子 流 形 N C M 称 为 是 分 布 L* 的 积分 流 形 , 如 果 对 每 一 点 
pEM 部 有 TN = 也， 

下 面 给 出 的 是 Frobenius 定理. 

定理 1.6 令 I* 是 M 上 的 一 个 k 维 光滑 分 布 , 则 对 每 一 点 pe M 者 存在 一 
个 过 点 p 的 L* 的 积分 流 形 充 要 条 件 是 L* 满足 Frobenius 条 件 . 

下 面 展示 定理 1.6 的 实质 意义 , 这 些 内 容 也 可 看 作 是 该 定理 的 一 种 证 明 , 虽然 
在 陈述 上 不 是 很 严格 . 

首先 讨论 二 维 情 况 . 令 vi 和 v 是 流 形 M 上 的 两 个 癌 量 场 , 它们 在 M 上 张 
成 一 个 二 维 分 布 L?,， 即 对 每 一 点 p E M, v1, v2 € Lz. 我 们 可 以 看 到 ,过 每 一 后 
DE M, wi 和 和 UD 各 有 一 条 轨道 Y1 和 了 2. 当选 定 其 中 一 个 轨道 例如 1， 则 过 ?1 上 
所 有 点 的 vz 轨道 集合 形成 一 个 二 维 子 流 形 马 , 如 图 1.27(a) 所 示 . 称 该 流 形 为 按 
(1,2) 顺序 向 量 场 w 和 w 给 出 的 子 流 形 . 同 理 , 按 (2,1) 顺序 , 这 两 个 向 量 场 又 给 
出 男 一 个 二 维 子 流 形 驴 , 如 图 1.27(b) 所 示 . 在 一 般 情 况 下 , 这 两 个 子 流 形 马 和 
5 并 不 重合 . 一 个 自然 问题 就 是 在 什么 条 件 下 这 两 个 子 流 形 音 合 ? Frobenius 定理 
告诉 我 们 , 这 两 个 子 流 形 重 合 的 充 要 条 件 是 wu 和 v 满足 条 件 : [v1,v2] e 52, 即 


ul， U2| 一 Q1V1 十 Q2V2， 


其 中 al 和 as 为 M 上 两 个 Cee 图 数 . 


‘71 ~y 


f ‘72 P 72 


(a) (b) 
图 1.27 (a) 过 7 上 所 有 点 的 va 轨道 集合 给 出 二 维 子 流 形 驴 ; (b) 过 ya 上 所 有 点 的 轨 
着 集合 给 出 子 流 形 马 


对 于 一 般 上 维 情 况 ,v1,… ,vx 是 M 上 天 个 向 量 场 , 它们 张 成 一 个 大 维 分 布 L*. 
对 这 些 向 量 场 的 个 下 标 (1 2,.…… ,k) 可 给 出 许多 种 不 同 的 排列 顺序 (i1,:… ,ix). 
对 每 一 种 顺序 这 些 向 量 场 可 按 下 面 方式 给 出 一 个 维 子 流 形 : 过 p 凡 vi, 给 出 一 
个 轨道 1, 过 1 上 每 一 点 由 wv。 的 轨道 集合 给 出 一 个 二 维 子 流 形 史 , 过 5? 上 每 
点 v;。 的 轨道 集合 给 出 一 个 三 维 子 流 形 23. 依次 按 顺序 (i1,… , i) 进行 下 去 , 这 
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些 向 量 场 给 出 一 个 维 子 流 形 2*. 定理 1.6 说 , 所 有 这 些 不 同 顺序 给 出 的 维 子 
流 形 都 重合 的 充 要 条 件 是 


vv ELr, vpeEM, 1<i,j<k. 
为 什么 会 有 这 样 的 结论 呢 ? 下 面 就 二 维 情况 给 予 解释 . 对 于 高 维 情况 , 其 实质 


令 Y1(t) 和 ~y2(t) 分 别 为 v1 和 U2 过 后 p 的 轨道 ， y1(0) 一 ~y2 (0) 一 D. 平面 Lr 
由 v1(p) 和 v2 (Dj 所 张 成 


, 简 记 为 rvi(t) 和 tv2(7)， 因 此 按 顺 序 (1,2) 和 (2,1) 
得 到 子 流 形 2 和 马 在 7 点 无 穷 小 邻 域内 可 表示 为 


21 一 {f7o(t 6<7T<6, -0<t<0), 
22 一 {toz(T)| 一 0<T<0，-0<t<90 


两 个 曲面 驴 和 兄 重合 的 充 要 条 件 为 : 对 任 给 m 和 to (-6 < m, to < 6), 两 个 回 
量 Tovi(to) 和 tov2(70) 的 病 乓 重合, 参见 图 1.28. 这 意味 看 


70721 (to) 一 岂 十 以 1 ， 


toV2(70) = WwW 十 2， 


bo 


tva(0) 


Tovi(to) 


Ly= span {vi(0) ,v2(0)} 
W 


tov2( To) 1 
TWO ) 


图 1.28 马 = 钨 的 充 要 条 件 为 tovz(ro) 与 mul(to) 疹 氮 重合 


其 中 w 是 垂 百 于 平面 23 = span{v1(0),v2(0)} 的 一 个 同 量 , 即 wp, 而 wi, v2 E Ly. 
因此 马 与 马 重合 的 充 要 条 件 为 


或 等 价 地 
(1.3.6) 
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为 一 方面 ， 由 vi(t) 一 v1 (7Y2(t)), v2 (T) 一 v2 (7Y1(T)) 知 ， Ul 沿 看 U2 轨 过 的 变化 率 和 
v2 沿 看 v1 轨道 的 变化 率 分 别 为 


UU] (+) — 1 (0) 和 Uo (7) — UD (0) 


这 样 得 到 


加 TOUI1 (to) -一 tov2 (70 ) 二 tov2(0) — TOU] (0) (1.3.7) 
t070 t070 


由 (1.3.6) 以 及 tov2(0) 一 Tov1(0) e L2, 从 (1.3.7) 可 推 知 两 个 曲面 马 和 多 重合 的 
充 要 条 件 为 Poisson 括号 积 [v1(0),v2(0)] € 芒 . 于 是 在 宏观 尺度 上 两 个 不 同 顺 序 得 
到 的 曲面 香 合 的 充 要 条 件 就 是 对 每 一 点 pe M, wi 与 v2 的 Poisson 括号 积 位 于 Lr 
内 : 

v1(D), v2(P)| € L’, vpEM. 


上 述 过 程 不 仅 从 直观 上 给 出 分 布 天 的 积分 流 形 , 并 且 也 解释 了 为 什么 Frobe- 
nius 条 件 是 积分 流 形 存在 的 序 要 条 件 . 


1.3.4 ”两 种 等 价 的 定理 形式 


Frobenius 定理 有 其 他 三 种 变形 形式 , 它们 分 别 以 & 维 分 布局 部 平 二 化 、 偶 微 
分 方程 存在 性 , 以 及 微分 形式 的 Pfaff 方程 完全 可 积 性 等 方式 出 现 . 在 这 一 小 市 中 
只 介绍 前 两 种 形式 . 

在 前 面 曾 提 到 过 , 对 于 M 上 的 一 个 向 量 场 X, 在 局 部 坐标 系 (U, yp) 下 , 通常 
X 做 表达 为 如 下 形式 : 


一 0 
从 一 ) Qj (7) A ,CO p(p), DEUVU. 
j=1 ” 


下 面 就 采用 这 种 表达 方式 来 陈述 维 分 布 LF 可 局 部 平 直 化 定理 . 
定理 1.7 令 L* 是 M 上 的 一 个 k 维 光滑 分 布 . 则 对 任 一 点 pe Mo, 存在 7 
的 一 个 局 部 坐标 系 (U, p) 及 在 VU 上 属于 L* 的 个 线性 无 关 问 量 场 X? € L*|v， 


使 得 
0 


= Be 
成 立 的 序 要 条 件 为 大 满足 Frobenius 条 件 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 即 若 (1.3.8) 成 立 , 则 [X'i, Xi] = 0. 下 面 采用 揭示 该 
定理 实质 的 方式 来 前 明 充 分 性 证 明 过 程 . 


了 l1<jij<k (1.3.8) 
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当 LIL* 满足 Frobenius 条 件 时 , 由 定理 1.6 知 , 对 每 一 点 ne M,， Ls* 唯一 地 存 
在 一 个 过 p 点 的 积分 流 形 只. 容易 看 出 , 当 M = R* x R"-* 并 且 其 分 布 L* 在 每 
一 所 2EM 的 大 维 切 子 空间 L* 都 与 R* 平行 时 (参见 图 1.29), 则 5L* 与 其 积分 流 
形 5* 重合 , 即 


= (1 区 7 有) 正如 定理 所 要 求 . 定理 1.7 的 证 明 过 程 就 是 找 


到 一 个 坐标 变换 p : U 一 R* x R" 下 使 得 积分 流 形 中 在 p 的 映射 下 在 R” 中 被 
拉平 为 与 R* 平行 的 上 维 平 面 区 域 , 如 图 1.29 所 示 . 
不 妨 将 M 的 局 部 坐标 系 视 为 有 x R"* 的 一 个 开 集 , 使 得 z = (zx,y) EU Cc 
Rn rz ER*, aeERn 并 且 LIL* 过 z=0 的 积分 流 形 中 与 R* 相 切 . 此 时 大 在 
U 中 的 积分 流 形 就 是 一 族 上 维 曲 面 5+ < Rn, 如 图 1.30 所 示 , 它们 可 用 函数 表达 
为 如 下 形式 : 
ZE€ DD Sz= (7,f7,y)), rER*, VERER (1.3.9) 


图 1.29 图 1.30 
这 里 f(z,y) es R"* 是 过 z= (0,y) 点 上 维 曲面 2 的 表达 函数 , 满足 


9(0,y) = 0， (1.3.10) 


(1.3.11) 
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平行 于 R* 的 & 维 平面 区 域 . 再 由 (1.3.10) 可 知 , Jacobi 矩阵 


/an 0 
Pelz) = | * nk 二 gy(2) ) 


是 非 退 化 的 对 xz e U, 当 UU 作为 z = 0 的 邻 域 取得 很 小 时 . 因而 由 (1.3.11) 定义 的 
映射 p: U 一 Rn 是 一 个 坐标 系 . 于 是 定理 得 证 . 
现在 考虑 某 类 一 阶 偏 微分 方程 存在 性 的 Frobenius 定理 . 令 UCcR"= R*x 
R"* 为 z = 0 的 一 个 邻 域 , 坐标 z = (z,y) 为 z € R*, yeRn ce 给 出 UV 上 
kx (n 一 k) 个 C”% 隙 数 Gij(7x,y), 1 <i<k,1<j<n-k. 考虑 偏 微分 方程 
Ou; 
OX; 


其 中 心 = (wi1,… ,un_k) 是 关于 ze R* 的 未 知 函 数 , 其 初始 条 件 为 


~ Gi(z,u), l<i<k, 1<7<n—k, (1.3.12) 


u(xo0) = yo, (zo,yo) EUCR. (1.3.13) 


则 Gi;(z,y) 一 定 满 足下 面条 件 


定理 1.8 问题 (1.3.12) 和 (1.3.13) 在 z = 0 的 一 个 邻 域 UC R* x Rn 内 
有 解 的 充 要 条 件 为 (1.3.14) 在 UV 内 成 立 . 在 此 情况 下 解 是 唯一 的 . 
证 明 ”该 定理 的 本 质 能 够 在 下 面 的 证 明 中 体现 出 来 . 考虑 问 量 场 


X; = ea 1<i<k. (1.3.15) 


容易 验证 , 条 件 (1.3.14) 等 价 于 [X;, X] = 0, V1 < i, r < 上 . 这 些 向 量 场 在 7 中 构 
成 一 个 上 维 分 布 大 = span{ X1,... , Xk}. 因此 由 定理 1.6, 过 (zo,yo) EU 唯一 存 
在 L* 的 一 个 积分 流 形 豆 , 它 是 Uc Rn 中 一 个 上 维 曲 面 . 下 可 在 R* x R* “中 
用 函数 表达 出 来 . 假设 其 表达 式 为 


(1.3.16) 
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注意 到 X; 是 下 的 切 癌 量 . 因此 下 的 y; 分 量 表达 函数 (1.3.16) 关于 zi 的 
侦 寻 数 为 Xi 在 y; 方 癌 的 分 量 与 其 在 zx; 方 同 的 分 量 之 比 , 见 图 1.31 所 示 . 而 由 
(1.3.15) 可 知 , X; 在 y; 方 同 分 量 为 Gi;, 在 zi 方 问 分 量 为 1. 故 有 


Ou; 
OX; 


这 说 明 (1.3.16) 为 (1.3.12) 和 (1.3.13) 的 解 . 证 毕 . 


一 tg 作 7 一 (Grij. 


图 1.31 


1.4 正则 值 与 模 截 性 


1.4.1 Sard 定理 


Sard 定理 是 微分 拓扑 中 的 一 个 重要 定理 . 它 不 仅 在 将 介绍 的 Thom 横 截 性 定 
理 中 , 而 且 在 分 析 中 的 拓扑 度 理论 , 以 及 在 动力 系统 中 都 有 实质 性 的 应 用 . 在 介绍 
Sard 定理 之 前 , 我 们 先 用 直观 的 现象 对 该 定理 作 一 解说 , 以 便 对 其 实质 有 一 个 初步 
理解 

令 Qc R" 是 一 个 开 集 , f : 0 一 Rn 是 一 个 光滑 映射 . 可 再 观 地 将 它 理解 为 空 
间 9 到 Rn 中 一 个 开 集 9 上 的 覆盖 , 如 图 1.32 所 示 . 在 那里 f 将 9 的 子 集 Q1 映 
到 0 十 Q% 上, 将 9 覆盖 到 Q$ 上 ,而 将 Qs 履 盖 到 09 + 904 上 . 并 且 分 别 将 折 登 
线 1 和 ls 映 到 1 和 1; 上. 在 数学 上 , 折 又 线 ll 和 1 上 的 点 称 为 太 的 临界 氮 , 在 
那里 Q 发 生 折 又 . 而 i; 的 像 ! 上 点 称 为 f 的 临界 值 . 从 直观 的 角度 , Li(i = 1,2) 的 
维 数 小 于 n, 因此 f 的 临界 值 在 Rn 中 具有 零 测度 . 这 就 是 所 谓 的 Sard 定理 . 

从 映射 的 角度 , 了 在 临界 点 pe l; (i = 1,2) 处 的 数学 特征 是 什么 呢 ? 从 图 1.32 
可 见 , 9 中 任 一 条 横 线 穿 过 折 登 线 1; 的 曲线 卫 , 其 像 f(L) 在 4 的 临界 值 处 发 生 折 
线 式 的 回转 ， 从 而 切 映射 Df 将 工 在 临界 点 处 的 切 同 量 映 为 零 . 这 意味 看 在 临 淹 
点 处 有 


det Df(z)=0, Vz €l; (i= 1,2). (1.4.1) 
这 里 det 4 表示 窍 阵 4 的 行列 式 . 
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图 1.32 映射 f 将 Q 折 失 覆盖 到 0 上 


这 样 , 就 引出 流 形 之 间 上 映射 的 临界 后 与 正则 操 的 概念 . 
定义 1.15 令 M 入 是 微分 流 形 , f : M 一 入 是 可 微 映射 pe M 称 为 f 
的 临界 点 , 如 果 
秩 Df(p) < dim N. (1.4.2) 


否则 p 称 为 f 的 正则 点 . 若 p 是 f 的 临界 点 , 则 gq = f(p) 称 为 f 的 临界 值 . 而 
q EN 称 为 f 的 正则 值 , 者 广 :(qg) = 2 或 pe f(g) 为 正则 反 ， 

注 1.2 ”从 定义 1.5 可 知 , 当 dim M < dim N 时, M 的 所 有 乓 都 是 映射 
f :MM 一 NN 的 临界 点 . 只 有 当 dim M > dim N 时 , 在 M 中 才 有 可 能 存在 f 的 正 
则 点 . 特别 地 , 当 dim M = dim N 时 , 条 件 (1.4.2) 与 (1.4.1) 等 价 . 

下 面 给 出 的 是 Sard 定理 . 这 里 的 证 明 方 法 来 目 文献 [16]. 

定理 1.9 令 M,N 是 微分 流 形 , dim M =m dim NN =k, f:M 一 NN 是 一 个 
Cr 流 形 . 如 果 7 > max{0,n 一 k}, 则 了 的 正则 值 集合 在 V 中 是 稠密 的 , 因而 f 的 
临界 值 集合 在 N 中 具有 零 测度 . 特别 地 , 当 M 是 紧 流 形 , 或 M C R" 是 有 界 开 集 ， 
则 了 正则 值 的 内 点 集合 非 空 并 且 在 NN 中 是 开 笛 集 . 
证 明 ”这 里 给 出 的 方法 与 经 典 的 证 明 有 所 不 同 , 它 实 际 上 是 将 图 1.32 所 示 的 
直观 现象 翻译 成 数学 语言 过 程 . 其 本 质 是 证 明 M 的 任何 有 界 开 集 在 f 映射 下 , 其 
临界 值 集合 的 维 数 小 于 dim N. 

仅 考 虑 n = 大 的 情况 ,对 于 n 夭 有 的 情形 可 类 似 地 进行 证 明 . 由 于 M 可 分 


解 为 可 数 个 有 界 开 集 之 和 , 即 M = 3 Q;，Q; 同 胚 于 Rn 中 一 个 有 界 开 集 . 因此 ， 
只 要 对 有 界 开 集 Q_c _R" 证 明 f : Q Rom 的 正则 值 内 点 集 是 开 稠 的 ， 则 可 推 知 
1 : M 一 NN 的 正则 值 集合 4 = 门 4; 在 N 中 稠密 , 其 中 4 是 flo, 在 N 中 的 正 
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则 值 集 . 

因为 QC R"* 有 界 , 对 任何 f 的 正则 值 g€ R*,，f-i(g) 在 9 中 只 含有 限 个 点 . 
由 反 函 数 定理 , f(Q) 中 正则 值 是 一 个 开 集 . 而 R* - Fo) 也 是 一 个 开 集 . 因此 只 需 
证 明 了 的 正则 值 在 R* 中 稠密 . 

假如 不 然 , 则 一 定 存在 一 个 开 集 D Cc f(Q), 使 得 D 是 由 /的 临 寞 值 构成 . 由 
于 f-1(D) C Q 是 开 集 , 以 及 QQ 有 界 , 可 取得 D 使 得 Do = f-1(D) 为 连通 开 集 , 即 
有 下 面 性 质 : 

f : Do 一 也 是 满 射 , (1.4.3) 


det Df(z)=0, vz € Do. (1.4.4) 


关于 空间 维 数 n 采用 归纳 法 证 明 . 显然 n = 1 时 定理 成 并 . 否则 , 由 (1.4.4) 可 
知 f'(z) = 0 在 开 集 D。 上 成 立 , 这 意味 着 f 在 D。 上 是 党 值 , 此 与 (1.4.3) 矛盾 . 假 
设 定理 对 n 一 1 > 1 成立, 我 们 将 证 明 对 n 也 成 立 . 

用 反 证 法 . 假设 定理 对 nn 不成立, 则 (1.4.3) 和 (1.4.4) 成 立 ， 我 们 将 吐出 巴 
盾 . 显然 Df 去 0 在 Do。 上 , 否则 f 在 D。 上 是 常 值 映射 . 因此 存在 zo e Do 使 得 
Df(zo) 关 0. 不 失 一 般 性 , 假设 zo = 0 使 得 


f(0) = 0 (1.4.5) 


对 于 线性 映射 Df(0) : X 一 Y (X,Y = R"), 有 两 种 情况 : 
(i) Df(0) 至 少 有 一 个 特征 值 不 为 零 . 此 时 可 取 适 当 坐 标 系 使 得 算 阵 Df(0) 可 


表达 为 下 和 面 Jordan 形式 : 
Df(0) = | A1 1 | (1.4.6) 


其 中 hi 为 m x m 退化 矩阵 , 4 为 (nw. 一 m) x (mn 一 m) 非 退 化 矩阵 , n > mm 
(ii Df(0) 所 有 特征 值 为 零 . 此 时 分 别 关 于 X 和 了 在 适当 坐标 变换 下 , 有 


Df(0) - | 0 4 ) z 1.47) 


其 中 4 是 m xm 非 退 化 矩阵 , 0 < m < xn. 
对 于 情况 (i), 由 (1.4.6), 空间 X 和 Y 分 别 能 分 解 为 两 个 线性 子 空间 的 值 和 
太一 从 1 引信 >， 8 一 六 约克 ,使 得 


dim Xi1 =dim Yi =m, dm 和 2 一 dm yo2 三 刀 一 7 


并 且 有 
A;: Xi 一 ? 二 1,2, 
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这 里 4;(i = 1,2) 为 (1.4.6) 中 的 和 矩阵. 此 时 映射 f :9 一 YY 在 zo = 0 附近 可 表达 


(1.4.8) 


(1.4.10) 


记 B= {(z,B(z))| zx €E Xi, |z| < }, 则 Bc Do 是 同 胚 于 Xi = R™ 的 一 个 m 维 
开 曲 面 , 并 且 在 zo = 0 处 与 Xi 相 切 .在 X 中 作 局 部 坐标 变换 p : 一 XX 为 


T=7, Y=Yy— $B(7), 


则 vw 将 曲面 B 映 到 w=0 的 zx 平面 上 . 此 时 三 变 为 f= (F',G'). 为 了 简单 , 对 
新 坐标 和 f' 省 去 上 一 撤 . 这 样 在 新 坐标 下 


B= {(x,0) € X| rz € Xi, |z| <6} CC Do, 


方程 (1.4.10) 为 
G(7,0)=0, zeEeXi1, |z|<5. (1.4.11) 


这 样 , 由 (1.4.8) 和 (1.4.11), 有 


flp = Ai + hi(:,0): BNMNAX1— Yi. 


由 归纳 假设 , ve > 0, 存在 ze Xi1, |z| < es, 使 得 z 是 flp 的 正则 后, 即 


A 十 Dihil(z, 0) 入 1 一 一 Yi 


是 可 逆 的 . 因而 由 (1.4.8)~(1.4.9) 及 (1.4.11), 有 


Dy , 
A + Dehals, 0) ) z (1.4.12) 


Dfl(z, 0) 一 | 0 Ao 十 D,h2(7,0) 


注意 到 当 z 一 0 时 , Dyhz(7x,0) 一 0, 而 4 是 可 逆 矩 阵 . 因而 当 |z| 充分 小 时 ， 
Df(zx,0) 是 一 个 可 逆 和 矩阵 . 此 与 (1.4.4) 矛盾 . 
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对 于 情况 (ii), 由 (1.4.7), 空间 X 和 了 分 别 能 分 解 为 X= Xi1@X 2 及 Y = 
Yi @ ,使 得 


dm X11 一 dm yo2 =n—-m, dm X= dimY=m, 


并 且 有 4 :Xs 一 六, 这 里 4 为 (1.4.7) 中 矩阵 . 此 时 映射 f 在 zo = 0 邻 域 可 表达 
为 了 = (Ff,G), 其 中 


F(z,y) = Ay+hi(zx,y) E YY, (1.4.13) 


G(T,Yy) = ho(7x,Yy) € Y», (1.4.14) 


F(z, B(7)) =0, ZEAXI，|Z < 0. (1.4.15) 


F(z,0)=0, VZEAXI，|2| < 0. (1.4.16) 
这 样 , 由 (1.4.13) 和 (1.4.15) 有 
flsa 一 ho(:,0) : 已 门人 1 一 了 >. (1.4.17) 


类 似 于 (1.4.12), 从 (1.4.13)~(1.4.17) 可 推 知 


0 A+ Dzh(z,0) ) 


fw 0) | Dsha(x,0) 


是 一 个 可 道 矩 阵 , 对 任何 |z| 充分 小 成 立 . 此 与 (1.4.4) 逆 盾 . 这 样 定理 得 证 . 

注 1.3 若 M 是 紧 流 形 , 则 f : M 一 NW 的 正则 值 集合 K 在 和 N 中 是 一 个 开 
集 . 当 M 非 紧 但 是 有 界 , 即 M 是 紧 时 , K 不 一 定 是 开 集 . 但 是 K 的 内 点 集 不 空 
当 MM 为 无 界 时 , K 不 一 定 有 内 点 . 例如 f :Ri 一 T? 是 从 实数 空间 到 轮胎 面 上 的 
一 个 映射 . 则 了 的 正则 值 集合 为 K = 72 - f(R1'). 当 三 是 遍历 映射 , 即 f(R1) 在 
7” 中 三 密 时 , K 就 没有 内 扩 . 
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1.4.2 ” 横 稚 性 


模 截 性 在 拓扑 学 中 是 一 个 基本 而 叉 重 要 的 概念 . 正如 茶 些 学 者 所 说 的 那样 , 此 
概念 揭示 了 流 形 的 秘密 . 在 严格 地 介绍 横 截 性 定义 之 前 , 我 们 首先 用 简单 的 图 形 来 
说 明 这 个 概念 . 在 图 1.33 中 , 图 形 (a) 所 示 两 条 曲线 在 z 扣 的 相交 是 横 截 性 的 , 而 
(b) 所 示 的 是 非 横 截 性 的 , 它们 在 z 后 相 切 . 


(a) (b) 
图 1.33 


所 娟 模 截 相交 , 人 简要 地 讲 就 是 指 两 个 拓扑 空间 在 某 一 点 z 是 完全 穿越 性 地 相 
交 . 更 严格 地 , 有 下 面 定 义 . 

定义 1.16 令 M 是 一 个 n 维 C7 流 形 (7r zz 1), 政和 长 分 别 为 M 的 
维和 7 维 拓 扑 子 空 间 , K+r = n. 称 52* 与 57 在 点 p € M 是 横 截 相交 的 , 若 
pE DFN 态 是 C7 点, 并且 


T,M = T, Sr + T, 5. (1.4.18) 
也 恕 是 说 , M 在 p 斥 的 切 空 间 是 由 下 和 有 芒 在 p 扣 的 切 空 间 所 张 成 . 用 
Dr Mm, D7 


记 下 与 攻 在 p 点 的 横 截 相交 . 若 政和 下 在 MM 中 只 交 于 一 点 , 即 丈 站 玖 = 
{p}, 并 且 满 足 (1.4.18), 则 称 为 单 横 截 性 相交 . 者 臣 和 臣 是 M 的 拓扑 子 空间 ， 
也 可 同样 地 定义 横 截 相交 性 . : 
上 述 定 义 是 关于 M 中 两 个 子 流 形 有 具有 交 扣 的 横 截 性 概念 . 更 一 般 的 模 截 性 是 
定义 在 流 形 之 间 的 映射 上 , 是 映射 正则 值 的 推广 , 也 将 上 面 模 截 相交 性 包括 其 中 . 
定义 1.17 令 M 和 NN 是 C07 流 形 (r > 1), 4 CN 是 一 个 子 集 ,TrCM 是 
MM 的 一 个 Cr 正则 子 流 形 , f : N 一 M 是 Cr 映射 . 称 f 在 4 上 与 工 横 截 , 如 果 
(1) f(A)NT = ,或 者 
(2) 对 任何 ze f(4)nNT, 有 


Df (TxN ) 十 Teer)l 一 Tr(z)M, 


换 名 话说 , M 在 f(z) 的 切 空间 是 由 工 在 f(z) 的 切 空间 与 Dfs 关于 切 空间 ToN 
的 像 所 张 成 . 若 f 在 4 上 与 工 横 截 , 则 记 为 


了 由 4 工 . 
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当 4= N 时 ,在 条 件 (1) 和 (2) 下 , 称 f 与 工 横 截 , 简 记 为 f 小 TT. 

注 1.4 当 【={ 直 是 M 的 一 个 单 点 时 , f 由 TT 意味 看 g 是 f 的 正则 值 . 而 若 
N = 2rCAM 是 一 个 大 维 子 流 形 , 下 = 玉 CM 是 r 维 子 流 形 ,r+K= dim M, f= 
id : N 一 M 是 包含 映射 , 有 全 nnIXC, 则 六 hhF 就 等 同 于 定义 1.16 的 横 截 相交 
性 . 


1.4.3 ”Thom 模 稚 性 定理 


定义 1.17 给 出 的 是 一 般 意 义 下 横 截 性 的 概念 ， 然 而 横 截 性 最 重要 的 特例 就 是 
A = N 的 情况 , 也 就 是 对 于 给 定 的 子 流 形 下 C M, 上 映射 f : NN 一 M 与 工 的 横 截 
性 . 在 这 种 情况 , 它 的 几何 意义 变 得 十 分 清晰 , 这 就 是 f 的 像 f(N) 与 TT 在 MM 中 
或 者 不 相交 , 或 者 是 横 堆 地 相交 , 就 像 图 1.33(a) 所 示 的 那样. 

注意 到 , 关于 映射 f: M 一 NN 的 Sard 定理 本 质 就 是 零 行列 式 值 det Dj(zo) = 
0 能 够 被 非 零 行列 式 值 Djfz) 关 0 所 逼近 . 类 似 地 , 一 个 与 Tc M 相 切 的 图 形 能 够 
被 与 工 横 截 地 图 形 所 逼近 . 见 图 1.34 所 示 , 图 中 g(N) 与 h(N) 是 与 工 横 截 的, 并 
且 9, 凡 可 示 近 到 与 工 不 横 鹤 的 广 


图 1.34 g(N) 与 h(N) 与 工 横 截 ，FCV) 与 工 不 横 截 , g(N) 和 h(N) 可 远近 到 图 形 f(N) 


这 种 直观 导致 下 面 Thom 横 截 性 定理 . 
定理 1.10 令 和 N,M 是 C7 流 形 (r > 1), TC M 是 一 个 C7 子 流 形 ， 记 
Cr(N,M) 是 所 有 Cr 映射 f: N 一 M 构成 的 空间 . 世 


OC"(N, MIT)={f EC (N,M) f mL}. 


则 C7(N, M,T) 是 C7(N, M) 的 稠密 子 集 . 车 N 和 工 是 紧 的 , 则 Cr(CV, MT) 是 
C7(N, AM) 的 开 稠 集 
证 明 只 对 最 重要 的 情况 : 


dm N=k, dm M=n, dimlT=n—k,k<n 


进行 证 明 , 其 他 情况 的 证 明 是 一 样 的 . 

由 于 N 和 M 能 够 被 可 数 个 局 部 坐标 系 覆 盖 , 因而 只 壳 在 局 部 坐标 系 下 证 明 
该 结果 . 剩余 的 过 程 只 是 用 截断 函数 将 其 组 合成 整体 结果 . 这 样 做 能 更 清楚 地 展现 
定理 的 实质 


1.4 ”正则 值 与 横 截 性 .53 . 


在 局 部 坐标 下 , 人 简 记 
N=R*, M=TxY, T=R"*"*, Y=R". 
这 样 , 映射 f: N 一 M 可 表达 为 


jz) = {F(z), F2(7)}, rz ER,, 
Fi :Uo T= R*"), 
让: U 一 Y(= R*)， UC R*" 有 界 开 集 . 


f 的 图 像 由 图 1.35 所 示 . 


由 定义 1.17 容易 看 出 (也 可 参见 图 1.35) 
fh y=0 是 万 的 正则 值 . 
这 意味 看 要 证 明 该 定理 , 只 需 证 明 集 合 
CT(U,Y,0)={F:U Yly=0 是 玉 的 正则 值 } 


在 C7(U,Y) 中 是 一 个 开 稠 集 即 可 
显然 C7"(U,Y) 是 一 个 开 集 (因为 U 有 界 ). 令 FeCr(U,Y), 并 且 y=0 是 Ff 
的 一 个 临界 值 . 由 Sard 定理 , 对 任意 s > 0 存在 一 个 点 ye EY 使 得 


ye| < &, 
并 且 ye 是 FF 的 一 个 正则 值 . 因此 y = 0 是 函数 
le 一人 一 Up 
的 正则 值 , 即 严 s C7(U, YY,0). 另 一 方面 , 显然 有 


lim Fe = 已 在 C"(U,Y) 中 . 


E—0 
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因此 , C7(U,Y,0) 在 C"(U,Y) 中 是 开 笛 集 . 定理 证 毕 . 
Thom 模 截 性 定理 有 许多 推广 形式 ， 可 参见 文献 [8，37|， 其 中 最 弟 见 的 是 下 面 


Ca(N, M,T)= {f EC (N,M)| f Ma TT}. 


则 C7(N,M,T) 在 C7"(N,M) 中 是 稠密 的 . 又 若 4 和 工 是 紧 的 , 则 C7(N,M,T) 是 
Cr(N, M) 的 开 笛 集 . 

注 1.5， 由 定理 1.10 我 们 很 容易 推 知 , 对 给 定 两 个 M 的 子 流 形 必 和 TT, 在 克 
的 任意 一 个 邻 域 Uc M, 存在 一 个 子 流 形 马 CU 使 得 马 与 工 横 截 


1.5 问 量 从 与 管 形 邻 域 


1.5.1 回 星 从 

在 拓扑 学 中 , 问 量 从 是 中 心 研究 对 象 之 一 , 在 流 形 中 占有 非常 重要 的 地 位 . 所 
谓 向 量 从 , 粗略 地 讲 就 是 在 一 个 流 形 M 上 每 一 点 都 安装 了 一 个 维 线性 空间 V*， 
它 可 形式 地 表达 为 


E = UV， 山 表示 不 交 并 ， 
pDEM 
这 里 V* 就 是 与 后 De M 相关 联 的 维 线性 拓扑 空间 . 
回 量 丛 的 严格 定义 如 下 . 


定义 1.18 令 记 是 一 个 n+k 维 流 形 , M 是 一 个 nn 维 流 形 , V* 是 一 个 维 
人 已 称 为 一 个 以 M 为 底 空间 , V* 为 纤维 x 为 投影 的 网 量 丛 (特别 地 , 当 
= R* 为 实 同 量 空 间 时 , 鳌 称 为 实 同 量 从 , 当 V* = C* 为 大 维 复 空间 时 , 忆 称 为 

和 由， 如 果 存 在 一 个 连续 映射 x :已 一 M, 称 为 五 的 投影 , 满足 
(1) 对 每 一 点 z € M, x-1(z) = V* 是 一 个 与 V* 同 构 的 同 量 空间 , 称 为 是 E 


2) 局 部 平凡 化 对 每 一 点 z e M 存在 一 个 邻 域 Uc M 及 一 个 同 胚 
pp: Ux TV —» 7 (IT 


使 得 roep : U x V* 一 TU 是 一 个 投影 并且 对 每 个 ze 局 gy 在 zx 上 的 限制 
pz : VE 一 x-1(7X) 是 一 个 同 构 . 

此 外 , 如 果 EE 和 M 都 是 Cr 流 形 ,并 且 7: EE 一 M 及 pgp: UxV* 一 x-(U) 
是 Cr 映射 , 那么 五 称 为 是 一 个 Cr 向 量 从 . 在 一 般 情况 下 , 总 是 将 实 网 量 丛 简称 
为 同 量 从 , 也 称 为 R* 从 


1.5 回 量 从 与 管 形 邻 域 . 55 . 


器 量 从 最 简单 的 例子 就 是 平凡 从 , 即 某 个 流 形 M 与 V* 的 乘积 空间 M x V 
而 在 现实 中 我 们 能 够 看 见 的 向 量 从 只 有 几 个 , 如 R"*(n = 2,3), Sl1x R! 和 开 Mabius 
带 , 其 中 R"*(n = 2,3) 和 二 维 圆 柱 面 S1 x R1 都 是 平凡 丛 , 只 有 开 Ma5bius 带 是 非 
平凡 的 , 它 是 唯一 我 们 能 看 见 的 非 平凡 从 

下 面 引 入 两 个 同 量 丛 同 构 的 概念 . 

定义 1.19 令 Bl 和 Eo 是 以 同一 个 流 形 M 为 发 空 间 的 问 量 从 . El 和 Eo 称 
为 是 同 构 的 , 如 果 存 在 一 个 同 胚 


h: Ei1 一 LE» 


使 得 限制 在 每 一 点 ze M 上 , hj : Vk 一 Vk 是 一 个 线性 同 构 , 这 里 VK 是 同 量 从 
BB; 在 zz 氮 的 纤维 空间 . 

因为 通常 的 向 量 丛 无 法 看 见 , 我 们 只 能 通过 一 些 形式 化 方法 得 到 一 些 例子 来 把 
握 回 量 丛 的 特征 . 下 面 举 几 个 徊 见 的 例子 , 可 参见 文献 [22]. 

例 1.1 一 个 Crr zz 1) 流 形 M 上 的 切 空 间 TM 是 最 普通 的 同 量 从 . TM 可 


TM= || TM, 
TEM 


即 TM 是 所 有 M 的 皇上 切 空 间 的 不 交 并 . 换 句 话说 , TM 的 任 一 点 可 写成 (zx,7)， 
其 中 ze M,r 是 MM 在 xz 操 的 一 个 切 同 量 . M 的 投影 映射 x : TM 一 M 定义 为 
X(T,7) = 7X. TM 称 为 M 的 切 丝 . 

如 条 TM 与 平凡 从 同 构 , 那么 M 称 为 可 平行 化 的 流 形 . 例如 ,大 M 是 R" 中 
一 个 开 子 集 , 则 TM = M x R", 因而 M 是 可 平行 化 的 . 

例 1.2 各 MicC 羡 是 一 个 m” 维 光滑 正则 花 入 流 形 ( > n), 则 可 定义 在 M 
上 上 的 一 个 法 网 量 丛 N, 其 中 N 的 每 一 上 操 可 表达 为 


D= (7,v)EN, TEM, v ER* HwviT.M. 


投影 映射 T: N 一 M 定义 为 x(z,v) = zx. M CR* 的 法 从 NN 是 一 个 R*-" 人 人. 

例 1.3 在 1.1.6 小 节 中 介绍 了 实 投影 空间 P", 该 流 形 是 将 5” 的 任 两 个 对 
径 点 {7, 一 zx} 捏 成 一 点 而 成 .从 该 过 程 可 以 引出 一 个 以 P” 为 底 空间 的 RI 从 , 记 
为 yl. y! 是 空间 PP x R"*+1 中 这 样 的 子 集 , 它 是 由 所 有 点 {( 土 x),tz} 构成 , 其 中 
ZE S", t € R1, 其 投影 定义 为 x(( 土 x),tz) = ( 土 x). 这 样 Pn 中 每 一 上 操 ( 士 z) 的 纤 
维 x-1(( 土 x)) 就 是 穿 过 zx 和 -z 的 直线 . 如 此 产生 的 同 量 丛 x 称 为 P" 的 规范 
线 从 . 

事实 上 , 对 所 有 n > 1 线 从 xy! 都 是 非 平 凡 的 . 例如 yi 是 与 Mobius 市 同 构 
的 线 从， 显然 它 与 51 x Ri 不 同 构 .观察 yi 如 何 是 个 开 Ma6bius 市 . 此 时 每 一 反 
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p 二 {( 土 x),tz} 可 表示 为 
p= {( 圭 (cos 0, sin 0)), t(cos0, sin 0)}, (1.5.1) 
其 中 0<09<7, te Ri. 除了 点 
{( 土 (cos 0, sin 0)), t(cos 0, sin 0)} 


一 {( 士 (cos 7, sin7)), —t(cos7, sin 7)}, 


其 他 用 (1.5.1) 所 表示 的 点 都 是 唯一 的 ， 换 名 话说 , Yi 是 将 (9,t) 平面 上 的 带子 
0, 7] x R!1 的 左手 边 {0} x Ri 与 右手 边 {x} x R! 按 相反 定 同 (0, 一 (m 一 国 烙 接 
而 成 . 因此 yi! 是 一 个 开 Mobius 带 , 见 图 1.36 所 示 . 这 个 例子 是 引 目 文献 [22]. 


\ 
(0,2) NN 
0,x|xR! Nea Yi 


例 1.4 类 似 于 P* 上 的 规范 线 从 xy!l, 由 Grassmann 流 形 G(R"**™*) 可 诱导 
出 Gn(R"*+*) 上 的 规范 R* 从 . 我 们 简单 回忆 Gn(R"1*) 吏 是 R™* 中 所 有 过 原 扩 
的 ” 维 线性 子 空间 的 集合 . 也 就 是 说 , 该 流 形 是 将 R*+* 中 每 一 个 过 原 操 的 n 维 线 
性 子 空间 捏 成 一 点 所 成 的 空间 .这样 , 在 G(R"1**) 上 的 规范 问 量 从 y"*(R"1*) 被 
构造 为 


(RN)={XrlXEGn(R  ) 为 一 个 rn 平 面 , 7 € X}. 
投影 映射 x : 加 (En ) 一 Gn(R"T*) 定义 为 


ni(X,7) = X. 


显然 yn = 7 (RT ). 

Rn 从 (Rn+P) 在 向 量 从 起 到 的 作用 与 R*+* 在 Whitney 崩 入 定理 中 起 的 作 
用 相似 , 当 M 是 紧 流 形 时 , 任 一 个 以 M 为 底 空间 的 R* 从 & 可 被 一 个 从 映射 映 到 
yn(ERn+kz) 中 , 只 要 充分 大 . 因而 y*(R"*+*) 也 称 为 万 有 丛 . 这 里 从 映射 的 概念 将 
在 1.5.3 小 节 中 介绍 . 


1.5.2 平凡 从 的 判别 


定义 了 向 量 从 的 概念 后 , 一 个 日 然 的 问题 就 是 如 何 判 定 一 个 问 量 从 是 否 为 平凡 
从 . 为 了 回答 此 问题 , 首先 引入 问 量 从 的 截面 概念 . 


1.5 ”向量 丛 与 管 形 邻 域 . 57 . 


定义 1.20 ” 令 马 是 以 流 形 M 为 底 空间 的 一 个 同 量 丛 . 一 个 连续 映 喘 
S:M— Ek 


称 为 是 EB 的 一 个 截面 , 若 对 每 一 点 Ze M, 5S 的 像 在 x 点 的 同 量 空间 中 , 即 
S(T)= (zirz)，rzEyVy，VzEAh 


截面 9 称 为 非 零 的 , 若 对 任 ze M, 5S(z) 关 (zx,0). 此 外 , 若 5 是 一 个 Cr 映射 , 则 
称 其 为 C7 截面 . 以 后 简 记 9(z) = rz 

显然 , 切 从 上 的 截面 就 是 向 量 场 . 从 物理 学 角度 看 , 目 然 界 中 的 许多 物理 系统 
的 运动 是 限制 在 一 个 流 形 M 上 (例如 , 地 球 表 面 的 大 气 运动 就 可 视 为 在 5* 上 ). 然 
而 描述 这 些 运动 的 物理 量 却 是 被 定义 在 以 M 为 底 空 间 的 某 个 癌 量 从 上 (如 大 
气 运动 速度 场 是 定义 在 5S? 的 切 从 上 ), 因而 它们 是 上 的 截面 . 因此 , 流 形 上 的 加 
量 丛 是 研究 物理 系统 最 自然 的 背景 空间 , 也 是 最 常见 的 是 平凡 从 . 

对 于 一 个 向 量 从 , 称 个 截面 9 ,S, : M 一 是 处 处 线性 独立 的 ,如 
果 对 每 一 点 ZE M, 这 些 同 量 5S1(7z),… ,Sn(z) 在 rz) = VA 中 是 线性 独立 的 . 
然后 有 下 面 定理 . 

定理 1.12 一 个 RK 从 马 是 平凡 的 充 要 条 件 是 在 BE 上 和 存在 有 个 处 处 线性 独 
立 的 截面 S1,:… ,Sx. 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 下 面 证 明 充 分 性 . 令 51,… ,Si 是 已 上 的 有 个 处 处 
线性 独立 的 同 量 从 . 定义 映射 f: M xx 六 一 互 为 


是 一 个 同 构 . 因此 f : M x R* 一 已 是 一 个 同 构 . 定理 证 毕 . 
注 1.6 ”应 用 定理 1.12, 很 容易 证 明 由 例 1.4 给 出 的 例子 具有 局 部 平 性 . 此 外 
也 容易 看 出 5S1 c R? 的 切 从 允许 一 个 非 零 截面 , 也 就 是 说 , 5: 上 和 存在 一 个 处 处 不 
为 零 的 向 量 场 . 因而 $1 是 可 平行 化 的 , 即 TS1 ~ S1 x Ri. 类 似 地 , 一 个 三 维 球面 
3 C RA 拥有 三 个 处 处 线性 独立 的 网 量 场 , 它们 定义 如 下 : 


r ET.S° © (r,7) = 0. 
因此 容易 验证 


因此 三 个 网 量 场 


Si(T) = {7, ri(z)}, l<i<3 
是 处 处 线性 独立 的 . 这 表明 T53 = 53 x R3, 见 文献 [30]. 
1.5.3 ”和 问 量 丛 的 运算 


问 量 丛 在 本 质 上 讲 就 是 不 可 观察 的 , 因此 只 能 靠 形 式 化 的 运算 和 推演 来 把 握 它 
的 特性 . 下 面 介 绍 几 种 常见 的 风量 丛 演算 和 构造 的 方法 , 特别 是 其 中 的 Whitney 来 
和 运算 在 后 面 将 介绍 的 示 性 类 理论 中 占有 中 心地 位 . 

1. Whitney 和 ( 直 和 ) 

两 个 向 量 空间 V* 与 V" 的 直 和 V* @V" 就 是 它们 的 乘积 空间 V* x V7. 例如 
R* @ R" = R*t". 这 种 辣 量 空间 之 间 的 直 和 运算 能 够 被 代 到 相同 辰 空间 的 两 个 厅 
量 从 之 间 的 直 和 运算 , 称 为 Whitney 和 . 它们 定义 如 下 . 

令 I 和 Es 是 以 M 为 底 空 间 的 RLY 从 和 R* 从 ,它们 的 Whitney 和 


bi 中 Fo» 一 | | Vo 中 TD 
PEM 


是 M 上 的 一 个 Ra 从 , 它 的 局 部 平凡 化 是 Bi 与 Bz 局 部 平凡 映射 的 百 和 
1 DBD 2 : U x (V™! OD T7 2 ) 一 全 T (hl OD Fo). 


2. 笛 卡 儿 积 (乘积 ) 
令 pl 和 Es 是 两 个 同 量 从 , 其 投影 为 


Ni: Ei— Mi 71=1,2. 


Bi 和 Eo 的 乘积 Bl x 本 (也 称 为 笛 卡 儿 积 ) 是 这 样 的 癌 量 从 , 其 投影 映射 定义 为 
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3. 诱导 从 ( 拉 回 从 ) 

设 M 和 Mi 是 两 个 流 形 , f : Mi 一 M 是 连续 映射 . 若 已 是 以 M 为 底 空间 
的 问 量 从 , 则 映射 f 可 诱导 一 个 在 Mi 上 的 同 量 从 , 称 为 f 的 诱导 从 或 拉 回 从 , 记 
为 


El=f (EE) 

ll 定义 为 

瓦 ={ueMxBrol=fo (153) 一 一 
其 中 7: 五 一 M 是 投影 . Bi 的 投影 ri : El 一 Mi "| | 
定义 为 

Mi / M 
NT1(7T,v) = 2. 
图 1.37 


这 样 , 可 得 到 一 个 交换 图 (图 1.37), 其 中 f((z,%)) = 
v. 下 面 证 明 Ei = f*(B) 是 局 部 平凡 的 . 

简单 地 , 令 U x R* C 互 是 五 的 一 个 局 部 平凡 化 , 则 f-1(v) 就 是 Mi 的 开 集 . 
再 由 Ei 的 定义 (1.5.3) 可 知 


{(z,v)| reEf- UV), veUx RI}=VxR 


是 Ei 的 一 个 平凡 化 的 开 集 , 这 里 了 = {(z, f(z))| ze f-1(0)} 是 Ff 的 图 . 因此 包 
是 局 部 平凡 的 . 显然 , 如 果 五 是 平凡 从 , 则 产 (五 ) 也 是 平凡 入 

由 拉 回 从 的 概念 , 可 引入 一 个 更 一 般 的 概念 , 即 两 个 同 量 从 之 则 的 从 映射 . 它 
由 下 面 定 义 给 出 . 

定义 1.21 令 记 和 Es 是 两 个 分 别 在 Mi 和 M2。 上 的 癌 量 从 . 一 个 映射 


F: Fi1 一 Eo 


称 为 是 从 映射 , 若 对 应 于 F 有 一 个 映射 f : Mi 一 Mo, 使 得 上映 Ei 的 每 一 个 
z < Mi 的 纤维 V4 同 构 地 到 Bs 在 f(z) 的 纤维 Vk。 上 . 
容易 验证 , 若 下 : Ei 一 Eo 是 一 个 从 映射 , f : Mi 一 Ma 是 对 应 的 映射 ， 则 
Ei 是 同 构 于 f 的 拉 回 从 , 即 Ei ~ f*(E,). 
现在 可 采用 另 一 种 等 价 方法 来 定义 癌 量 从 的 Whitney 和 . 对 于 M 上 的 两 个 同 
量 从 El 和 Ez, 令 
gqg:M— MxM 


是 对 角 藤 入 , 即 对 任 ze M, g(z) = (zz 则 9g 关于 Bi x Bo 的 拉 回 从 就 是 五 ; 与 
Eo 的 Whitney 和 : 
g (Ei X Eb,) 一 Eb1 DB bo. 
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4. 正 交 补 从 


为 了 引入 正 交 补 从 的 概念 , 需要 引入 子 从 和 欧 氏 问 量 从 的 概念 . 令 忆 是 M 上 
的 一 个 RK 从 , 称 E11 CE 是 5B 的 一 个 R" 子 从 (r <), 若 在 每 个 五 的 局 部 平凡 
化 Ux R* 上 有 
FIN(Ux R*)=U x R". 


此 外 , 称 EE 是 一 个 欧 氏 问 量 从 , 若是 实 辣 量 从 并 且 存 在 一 个 函数 
Qa: E@E-;R 


使 得 限制 在 每 个 纤维 上 
ap : Ri x Ri—R, vpeM, 
该 映射 是 R* 上 的 正定 二 次 型 . 此 时 a 称 为 五 的 欧 氏 度量 . 
现在 我 们 能 够 考虑 这 样 的 问题 , 即 给 定 一 个 子 从 El CB 是否 存在 Bi 的 一 个 
补 子 从 Es 使 得 巨 = Ei1@E2? 当 瑟 是 欧 氏 向 量 从 时 , 该 问题 是 肯定 的 . 对 此 有 下 
面 定 理 . 


定理 1.13” 设 马 是 一 个 欧 氏 辣 量 从 , Fi C 忆 是 一 个 子 从 . 则 存在 户 在 E 
中 的 一 个 补 子 从 , 记 为 Bi, 使 得 


EF= 五; 级 五 1 
并 且 限 制 在 任何 纤维 V, @®@ Vy 上 有 
Q(T,y) =0, vrE€EVW, yeEV, 
这 里 a 是 上 的 欧 氏 度量 . 此 时 五 ;- 称 为 Bi 的 正 交 补 . 
证 明令 Vj 为 EE 的 纤维 的 子 空间 , 定义 为 
V; = {z € Fo| Q(z,y) = 0, Vy EV 为 Bi 的 纤维 }. 
然后 令 Ei 是 所 有 T 的 不 交 并 : 


Ei 一 | TV 
DEA4 


剩 下 只 需 证 明 E+ 是 局 部 平凡 的 . 

令 U xR* 是 的 任 一 个 局 部 平凡 化 ,而 UxV 是 Bi 的 局 部 平凡 化 . 由 泥 函 
分 析 基 本 理论 可 知 , 对 欧 氏 空间 R* 中 任何 线性 子 空间 V C R*, 存在 V 的 正 交 锌 
V+ 使 得 R* = V@V+, 即 


UxR*=Ux(Ve@V-). 
这 意味 看 U x V+ 是 Ei 的 局 部 平凡 化 . 定理 证 毕 . 
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5. 子 流 形 的 法 向 量 从 


令 M 是 一 个 光滑 流 形 . 若 M 的 切 从 TM 是 一 个 欧 氏 向 量 从 , 则 M 称 为 光滑 
Riemann 流 形 , 其 欧 氏 度量 a: TM @TM 一 RR 称 为 Riemann 上 度量 , 假设 N 是 一 
个 光滑 Riemann 流 形 , M c N 是 一 个 光滑 子 流 形 . 则 N 的 切 从 TN 在 M 上 的 限 
制 TN|xm 是 M 上 的 一 个 同 量 从 , 而 M 的 切 从 TM 是 TN|x 的 一 个 子 从 . 这 种 情 
绵 下 了 M 的 正 交 补 TM CTNIw 称 为 是 M 在 NN 中 的 法 从 . 由 定理 1.13 立刻 得 
到 下 和 面 定理 

定理 1.14 设 N 为 光滑 Riemann 流 形 , M CN 为 光滑 子 流 形 . 则 存在 TM 
在 同 量 从 TN|x 的 正 交 补 TM+, 称 为 M 在 N 中 的 法 从 , 满足 


TNIx =TM@TM-. 


该 定理 为 子 流 形 的 管 形 邻 域 定理 和 袖口 邻 域 定理 提供 了 基础 . 图 1.38 给 出 子 
流 形 M CN 法 同 量 从 TM+ 的 一 个 几何 直观 . 


图 1.38 流 形 N 上 以 M 为 次 线 的 直 纹 面 就 是 M 在 N 中 的 法 人 TM- 


1.5.4 万 有 向量 从 
有 所谓 的 万 有 辣 量 从 十指 这 样 的 Rn 从 ~y" 使 得 对 任 m 从 同时 入 EB 存在 一 个 从 


为 了 方便 引入 无 努 维 Grassmann 流 形 
Gy = Gn(R™). 


该 流 形 是 由 所 有 RX 中 的 n 维 线 性 子 空间 作为 元 素 构 成 的 集合 , 其 拓扑 是 下 面 序 
列 的 谤 寻 拓 扑 


Gn (R”) C Gn (Rn+ C...C Gn (R™+®) 一 ... 


换 名 话说 ，Gn(R%) 的 子 集 UV 是 一 个 开 集 的 充 要 条 件 就 是 对 任何 k > 0, U 中 
Gn(R™T*) 是 Gn(R"H*) 的 一 个 开 集 . 
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类 似 于 G(R"+*) 上 的 规范 从 y7*(R"+*), 可 以 在 G 上 定义 规范 从 : 
yy CGn x R™ 


是 由 所 有 这 样 的 元 素 偶 (X,z) 组 成 , 其 中 X C R” 是 一 个 n 维 线性 子 空间 , x Ee X 
是 X 中 的 一 个 回 量 . 投影 映射 为 


nT((X,7X)) = X. 


下 面 两 个 定理 断言 , 在 G, 上 的 规范 从 y" 是 一 个 万 有 R" 从 . 这 里 的 证 明 是 
参照 文献 [22]. 

定理 1.15 令 M 是 一 个 允许 有 可 数 个 开 球 覆盖 的 流 形 . 则 任 一 个 在 M 上 
的 R" 从 五 存在 一 个 从 映射 玉 : 五 一 入 . 换 句 话说 , 对 每 一 个 五 存在 一 个 喘 射 
f: M 一 Gn 使 得 互 与 拉 回 从 f*(y") 同 构 . 

证 明 如果 对 于 互 能 够 构造 一 个 映射 


we 


Fr: EF oR , 


使 得 限制 在 每 一 个 EE 的 纤维 万 上, ; : V, 一 R” 是 线性 单一 的 , 则 能 够 构造 从 
映射 玉 : 一 yy” 如下: 


er 


F((p, 7 )) 一 (F'(V), F(r)), V(P， 7 ) Eb. (1.5.4) 


因此 要 证 明 该 定理 , 只 需 构造 映射 F. 下 的 一 个 基本 特征 就 是 将 底 空间 M 映 到 Re 
的 零点 .更 严格 地 讲 , 就 是 下. S(M) = 0, 这 里 S$S: M 一 一 是 已 的 零 截面 , 即 
S(T)= (7z,0) € E, vrEM. 

下 面 构 造 映射 FF : 瑟 一 Ree. 由 假设 , 可 取 {Ui| i = 1,2,:…} 是 M 的 一 个 开 
球 履 着 . 则 lw 是 平凡 的 . 此 外 , M 上 存在 一 个 开 球 履 次 {Vi| i = 1,2,…} 使 得 
iCUi. 令 WicV, 由 引 理 1.1, 引入 截断 函数 


满 征 
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然后 定义 映射 h; : 五 一 Rn 如 下 : 


hi(z)=0, Vx(z) ¢ Vi, 
hi(z) 一 AMi(T(z))hi(z), 当 z = (P， ZT ) EU:xR. 


显然 六 是 连续 的 , 并 且 在 每 个 纤维 上 是 线性 的 . 再 定义 


F: ER"x Rx...~R™”, 


ur 


F(z) = {hi1(z), pa(2) 上 


则 F' 也 是 连续 的 , 并 且 在 每 个 纤维 上 是 线性 单一 的 . 定理 证 毕 . 

注 1.7 ”所 有 紧 流 形 都 具有 可 数 开 球 履 盖 的 性 质 . 此 外 , 夺 M 是 念 索 空间 时 ， 
定理 1.15 同样 成 立 . 拓扑 空间 M 称 为 仿 紧 的 , 若 M 是 Hausdorf 空间 , 并 且 对 每 
个 开 履 盖 {Us。} 存在 一 个 开罗 凑 {Y5} 使 得 

(1) {Va} 是 {Cel 的 一 个 加 细 , 即 每 个 Va 必 被 包含 在 某 个 UV 中 ; 

(2) {Va} 是 局 部 有 限 的 , 即 对 每 一 点 ze M 有 一 个 邻 域 OcC M 使 得 只 有 有 限 
个 Vo 与 O 相交 (Vs 几 O 2). 

根据 Stone 定理 , 每 个 度量 空间 都 是 仿 紧 的 .而 每 个 流 形 可 磐 入 到 RN 中 , 因 
而 可 度量 化 . 故 所 有 流 形 都 是 仿 紧 的 . 

为 了 介绍 下 一 个 定理 , 我 们 需要 介绍 从 映射 的 同 伦 概念 ， 两 个 从 映射 f，9g : 
1 一 Eo 称 为 是 丛 同 伦 的 , 如 果 人 存在 连续 映射 


h: Ei x |0,1|— bE,, 


使 得 对 每 个 te [0,1], hi : Bi 一 Bz 部 是 从 映射 , 并 且 ho = f, hi = g. 

定理 1.16 令 是 一 个 R" 从 , f, g: 一 y" 是 两 个 从 映 喘 . 则 了 与 9 一 
定 是 从 同 伦 的 , 记 为 f ~ g. 

证 明 ”任何 一 个 从 上 映射 下: 瑟 一 六 确定 一 个 映射 


ae 


FPF: E— R™, 


使 得 下 限制 在 EE 的 每 个 纤维 V, 上 是 一 个 线性 单一 映射 . 有 反 过 来 , 按照 (1.5.4) 的 
方式 F 也 确定 一 个 从 映射 下 bo rn. 
对 于 让 9g: 忆 一 yy", 大 对 应 的 f 与 $9 不 反问 ， 训 


f(z) -adz), Va>0 和 zeE,zz#0. 


则 映射 
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定义 了 与 了 之 间 的 一 个 同 伦 郊 : Ex [0,1| 一 Ree 并 且 产 在 五 的 每 个 纤维 上 
是 线性 单一 的 . 这 样 h 确定 了 f 与 g 的 一 个 从 同 伦 


h: Ex|0,1|—Y. 
对 于 一 般 情况 , 取 线 性 映射 4,B : Ree 一 R®%, 使 得 


Af = (f1,0, f2,0, f3,0,.…:) 


其 中 z; 是 ze R” 第 i 个 分 量 . 显然 f 与 4f,， hf 与 B9, Bg 与 9 互 不 反问 . 故 有 
f~Af~By~g. 


这 样 产 生出 从 同 伦 
f~Af~Bf~g 


这 里 Af，Bog : 一 y" 分 别 是 由 4f 与 BG 确定 的 从 映射 . 定理 证 毕 

注 1.8 ”对 于 复 Grassmann 流 形 Gu(Cec), 同样 可 以 定义 规范 复 问 量 从 7"(C)， 
并 且 定 理 1.15 和 定理 1.16 对 y"*(C) 也 成 立 , 即 对 任 在 流 形 M 上 的 复 问 量 从 忆 , 存 
在 从 映射 三: 五 一 YY"(C). 此 外 , 对 任 两 个 从 映射 f, g : 一 Y"(C), f 与 9 同 伦 . 


1.5.5 ” 管 形 邻 域 定理 


当 一 个 曲线 工 能 入 到 三 维 空间 R3 中 时 , 我 们 能 够 看 到 工 在 RS 中 的 邻 域 是 
一 个 实心 管子 的 形状 . 而 一 个 曲面 多 在 R 中 的 邻 域 呈现 出 板 形 区 域 , 它 的 截面 也 
是 管子 形状 . 见 图 1.39 所 示 . 


(a) (b) 


图 1.39 (a) 曲线 工 在 RR 中 管 形 邻 域 ; (b) 曲面 儿 在 R* 的 管 形 邻 域 


数学 上 形象 地 将 图 1.39 中 (a) 和 (b) 的 图 形 分 别称 为 L 和 确 在 RS 中 的 管 形 
邻 域 . 自然 地 , 人 们 希望 将 这 一 现象 引入 到 数学 中 , 也 就 是 问 对 一 个 流 形 M 及 它 的 
任 一 子 流 形 区 C M, 是 否 存在 了 在 M 中 的 一 个 像 管子 形状 的 邻 域 . 这 一 小 贡 的 
内 容 就 是 解答 这 样 的 问题 . 
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在 正式 进入 我 们 的 数学 课题 之 前 , 需要 搞 清 图 1.39 所 示 的 管 形 邻 域 的 直观 概 
念 是 怎样 过 渡 到 严格 的 数学 概念 这 个 过 程 . 从 图 1.39(a) 观察 到 , 曲线 工 在 R3 中 
的 管 形 邻 域 V 局 部 地 看 是 同 胚 于 一 个 乘积 结构 : 


NN 的 每 段 局 部 = 工 的 一 个 线段 x D”， (1.5.5) 


这 里 D? 是 二 维 开 盘 . 由 于 拓扑 上 D? 与 R? 同 胚 , 因此 表达 式 (1.5.5) 从 同 胚 的 意 
义 上 讲 等 价 于 
的 每 段 局 部 = 工 的 一 个 线段 x R*. (1.5.6) 


我 们 发 现 等 式 (1.5.6) 的 右 端 实质 上 就 是 以 工 为 底 空 间 ，R? 为 纤维 的 同 量 从 的 局 
部 平凡 化 . 这 意味 着 曲线 工 在 局 的 管 形 邻 域 N 就 是 一 个 以 工 为 辰 空间, R* 为 
纤维 的 癌 量 从 . 同 理 , 从 图 1.39(b) 可 看 到 , 一 个 在 RR 中 的 曲面 马 的 党 形 邻 域 N 
是 马上 的 Ri 从 . 

将 上 述 过 程 抽象 成 一 般 的 数学 语言 就 是 下 面 管 形 邻 域 的 定义 . 

定义 1.22 令 M 是 一 个 n 维 流 形 , 了 C M 是 一 个 上 维 子 流 形 , BE 称 为 区 
在 M CA 在 万 征 一 个 人 史 为 底 空 间 ，R 为 纤维 的 问 量 从 , 并 


(2) p(B) 是 忆 在 NM 的 一 个 开 邻 域 
一 般 情 况 下 , 也 将 N = p(B) 称 为 了 在 M 中 的 管 形 邻 域 

为 了 引入 管 形 邻 域 定理 , 再 来 观察 管 形 邻 域 的 特征 . 实质 上 , 从 图 1.39 可 看 到 
一 个 子 流 形 允 Cc MM 的 管 形 邻 域 N 是 沿 呈 在 M 的 法 方 同 扩 张 而 成 , 即 NN 是 与 
7 在 M 中 的 法 丛 同 胚 . 定理 1.14 意味 着 管 形 邻 域 的 存在 性 . 而 N 是 沿 看 2 法 方 
向 的 扩张 意味 着 N 在 M 中 可 收缩 到 允 上 . 这 两 点 构成 管 形 邻 域 定理 的 基本 结论 
为 此 , 必须 严格 地 定义 什么 称 为 N 可 收缩 到 确 上 . 

令 X 是 一 个 拓扑 空间 , 4 Cc X 为 一 子 集 . 称 4 是 X 的 一 个 形变 收缩 核 , 大 和 存 
在 一 个 连续 映射 f : XX 一 4 使 得 fla = id, 并 且 


of 和 id: 人 X 一 和信， 


这 里 i : 4 一 X 为 包含 映射 , g ~ f 表示 9 与 f 同 伦 , 即 存在 一 个 连续 映射 
五 : Xxf[01 一 了 使 得 H(.,0)=9, H(,1)=f. 

然后 有 下 面 官 形 邻 域 定理 . 

定理 1.17 令 M 是 一 个 C”% 无 边 流 形 , 了 C M 是 Ce 子 流 形 . 则 存在 5 
在 M 中 的 一 个 管 形 邻 域 N, 并 且 多 是 NN 的 一 个 形变 收缩 核 
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证 明令 {(ypi,0)| 1<<i<o0} 是 M 的 一 个 坐标 系 覆 盖 , 每 个 坐标 
(Hi. U; — Rh 


将 U; C M 同 胚 地 映 到 R* 上 . 因此 , 在 每 个 局 部 坐标 系 (Ui, wi) 下 , 及 = NU;( 假 
设 不 衬 ) 在 p; 作用 下 被 租 入 到 R 中 . 这 表明 如 果 我 们 能 够 证 明 对 任意 维 艇 入 
子 流 形 允 C R"7 (k <n), 习 在 R* 中 存在 一 个 管 形 邻 域 N, 则 定理 中 允 cC M 的 管 
形 邻 域 存在 性 就 被 证 明 . 

令 呈 CC Rn 是 光滑 地 正则 骨 入 ， 则 由 定理 1.14, 允 在 Rn 中 有 一 个 法 丛 一 = 
T5+. 对 任何 上 的 连续 函数 s。 > 0, 记 EB(e) 为 


El(e)={(z,V)eE BIIV|<ezs, 这 里 zez 了 2 是 民 在 7z 氮 法 同 量 }. 


因为 呈 是 光滑 的 , 存在 区 上 连续 函数 s。> 0, 使 得 对 任意 两 个 不 同 点 (z, Vi)，(y， 
VV) e E(e), 两 个 向 量 WV 与 VW 在 R" 中 不 相交 , 见 图 1.40 所 示 . 这 说 明 E(e) 同上 及 
于 五 ,并 且 是 忆 在 Rn 的 一 个 邻 域 . 因此 E(e) 是 民 在 Rm 的 一 个 管 形 邻 域 


(a) (b) 
图 1.40 (a) 忆 光滑 时 , 充分 小 法 网 量 Vi 与 VW 不 相交 对 xz 关 yy; (b) 在 不 可 做 点 zoE 允 的 
邻 域 , (a) 的 性 质 不 成 六 


容易 验证 , 也 是 BB(e) 的 形变 收缩 核 , 这 可 从 下 面 映 射 看 出 
H((z,V),t)= (rz,tV), Vv(r,V)E€EE(e), O<t<l1, 


上 一 忆 介绍 的 同 量 从 就 是 一 类 特殊 的 也 是 最 重要 的 纤维 从 ， 癌 量 从 本 质 上 也 
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可 看 成 是 一 族 参数 化 的 同 量 空间 , 其 参数 空间 就 是 奔流 形 M. 而 纤维 从 是 一 族 在 
M 上 参数 化 的 流 形 . 粗略 地 说 , 一 个 流 形 X 称 为 以 B 为 底 空间 , Ff 为 纤维 的 纤维 
从 ,车 

X = | fF,， | 表示 不 交 并 ， (1.6.1) 


其 中 每 个 思 , 都 是 与 同 胚 的 流 形 . 

我 们 能 观察 到 的 非 向 量 从 的 纤维 从 只 有 两 个 具有 上 典型 意义 : 一 个 是 平凡 从 72 = 
S1 x 5S1 是 一 个 轮胎 面 , 另 一 个 是 非 平 凡 从 K? 为 Klein 瓶 , 见 图 1.41 所 示 . 在 (a) 
中 是 轮胎 面 , ab 边 与 a'b' 边 等 同 , aa' 边 与 bb' 边 等 同 , 在 圆圈 $1 = ab 上 每 一 扣 p 
部 这 有 一 个 圆圈 9， = DD/ 在 (b) 中 是 Klein 瓶 , ab 边 与 cd 边 等 同 , ac 边 与 bd 边 
反 疝 等同 . 在 圆圈 51 = ab 上 每 一 点 p 都 横 截 地 与 一 个 圆圈 5; = pp' 单一 相交 . 


[HT HT 
a D b a D b 
图 1.41 (a) 轮胎 面 T? 的 从 结构 ; (b)Klein 瓶 K“ 的 从 结构 


从 图 中 可 以 看 到 , T? 与 K? 都 是 在 S!1 上 的 一 族 参 数 化 流 形 所 , = S51, 它们 是 
纤维 从 的 一 个 主要 特征 . 此 外 , 注意 到 K? 虽然 不 是 平凡 纤维 从 , 但 是 它 在 局 部 上 
是 平凡 的 , 这 从 51 = ob 在 每 一 点 p 上 都 与 纤维 9， 单 模 截 地 相交 可 以 看 出 . 这 两 
个 性 质 构成 纤维 从 概念 的 主要 特征 . 这 就 引出 下 面 定义 . 

定义 1.23 令 M, B 和 下 都 是 流 形 . M 称 为 是 以 B 为 底 , 了 为 纤维 , 为 投 
影 纤 维 从 , 记 为 (MM 7, B), 车 存在 一 个 连续 映射 x : M 一 B 称 为 投影 , 满足 

(1) 对 每 一 点 ze B, -1(z) = 是 一 个 与 同 胚 的 流 形 , 称 为 M 在 z 的 纤 


维 : 
(2) 局 部 平凡 化 . 对 每 一 点 ze 也 存在 一 个 邻 域 Uc B 与 一 个 同 胚 


pp:UxF— 7 (UV), 


使 得 Xow: U x FF 一 U 是 一 个 投影 , 并 且 对 每 个 ze UU， v9 在 z 的 限制 pj : 也 一 


上 映射,， 则 M 称 为 C” 纤维 从 . 
关于 纤维 从 有 男 一 种 定义 , 其 特点 就 是 体现 作用 在 纤维 F 上 变换 群 G 对 从 续 
构 的 影响 . 下 面 束 是 采用 结构 群 G 的 定义 
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定义 1.24 令 M，B, FF 如 定义 1.23, G 是 作用 在 Ff 上 的 一 个 变换 群 ， 即 
GCf{p: 一 了 yp 是 同 胚 } 是 FF 同 胚 群 的 一 个 子 群 . 则 MM 称 为 以 B 为 搬 , 卫 为 
纤维 , G 为 结构 群 的 纤维 从 , 大 存在 一 个 投影 r: M 一 B 满足 

(1) 局 部 平凡 性 : 存在 B 的 一 个 开 和 覆盖 {Us。}. 对 每 个 a 有 一 个 同 胚 


Pa: LU xz 一 T (IT)， 


使 得 i ow。: Us x FF -，U。 是 一 个 投影 , 且 对 每 一 点 z e Us。, ow 在 zx 的 限制 
pz : Pr 一 nT (7) 是 一 个 同 胚 ; 
(2) 相 容 性 : 对 每 一 点 x €E Us Ua, 下面 同 及 


诱导 的 映射 pws : Us Ue 一 G 是 连续 的 , 称 为 迁移 函数 
事实 上 , 定义 1.23 和 定义 1.24 是 等 价 的 . 定义 1.23 使 我 们 更 容易 对 纤维 从 的 
判定 , 而 定义 1.24 更 利于 对 从 结构 的 研究 和 深入 理解 . 容易 验证 , 定义 1.24 中 的 迁 


移 函 数 pw6 满足 下 面 往 环 条 件 : 


PaB ® PBY ~ Yary: (1.6.2) 


当 在 一 个 B 的 开 覆 盖 {Us。} 上 给 定 一 个 满足 (1.6.2) 的 迁移 函数 族 {yap}, 便 
能 够 在 B 上 构造 一 个 以 F 为 纤维 及 {was} 为 迁移 函数 的 纤维 从 : 


= (UUo x PF)/{(z,Y) ~ (7, Pap (TY)}, 


对 任意 (z,y) Ee Ug x 及 (7z, pa8(T)y) E Ua x 了 ,这 里 ~ 为 等 价 关 系 . 

类 似 于 向 量 从 , 关于 纤维 从 也 可 以 相应 地 定义 截面 、 从 映 喘 、 从 同 构 、Whitney 
和 @、 笛 卡 儿 积 ( 即 乘积 x)、 拉 回 从 等 概念 . 这 里 不 再 重 述 . 我 们 需要 强调 的 一 氮 
是 , 与 向 量 从 不 同 , 一 般 纤 维 从 上 并 非 总 是 存在 截面 . 下 面 的 例子 能 说 明 这 一 氮 . 

例 1.5 令 M= 5 是 在 B= 5S 上 以 = {+1, 一 1} 为 纤维 的 纤维 从 , 其 投 
影 T: M 一 B 如 图 1.42 所 示 . 该 纤维 从 是 由 开 Mabius 带 7{( 见 图 1.36) 上 的 每 
点 纤维 R1 中 取 正 负 单 位 土 1( 即 R! 中 的 单位 球面 ) 所 产生 的 纤维 从 . M 上 的 每 后 
可 表达 为 ( 见 (1.5.1) 式 ) 
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对 任 96€ B= [0,7l/{0 和 ~~}. 显然 5 在 9 = 0 不 连续 : 
S(0)={( 土 (cos 0, sin 0))， (cos0, sin 0)}, 
S(7)=1{( 土 (cos 7,sin7)), (cos”7,sin 7)} 


二 {( 土 (cos 0,sin0))， 一 (cos0, sin0)}, 


D2 M=5S! 


因为 在 BB 中 9=0 与 9 = 7 是 同一 点 , 而 | 
5S(0) 关 S(7). 因此 M 上 无 截面 . 

注 1.9 在 例 1.5 中 给 出 的 纤维 从 M 的 CC > B=5 
纤维 已 = {+1, 一 1} 是 一 个 离散 拓扑 空间 . 通 
常 对 于 一 个 以 为 纤维 的 纤维 从 (M,7,B)， 工作 EB 站 仆人 
如 果 纤 维 玉 是 一 个 离散 空间 , 则 M 称 为 B 。。 ” (中 {PbP2} 鹤 MM 中国 个 太 
上 关于 7 的 复合 空间 , r 为 复合 投 影 

这 个 例子 告诉 我 们 , 一 般 纤 维 从 与 向 量 从 之 间 有 很 大 的 差异 . 一 个 向 量 从 饭 上 总 
是 有 截面 $ : M 一 已 , 这 意味 着 底 空间 M 是 可 典 入 到 总 空间 EB 中 . 然而 , 对 于 一 
般 纤维 从 (M, B, 下), 其 底 空间 B 不 一 定 可 对 入 到 总 空间 M 中 与 纤维 单 模 截 性 相 
交 . 例 1.5 和 图 1.42 很 清楚 地 表明 了 这 一 扣 . 

因此 , 对 于 一 般 纤 维 从 (X,r, 巨 ) 来 说 并 不 总 是 能 表达 成 (1.5.7) 的 形式 . 这 个 
特征 将 纤维 从 分 为 两 大 类 , 由 下 面 定 义 区 分 . 

定义 1.25 ” 令 (X,7,B) 是 一 个 下 纤维 从 . 称 X 是 正则 的 纤维 从 ,关头 可 
表达 为 (1.6.1) 的 形式 , 并 且 在 每 一 点 pe B, X 的 纤维 空间 ,与 B 在 p 点 单 横 
截 性 地 相交 . 否则 X 称 为 奇 性 纤维 从 . 

注 1.10 ”显然 , 一 个 纤维 从 (XX,7,B) 是 正则 性 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 截面 
S: B— AX. 

奇 性 纤维 从 是 很 多 的 . 例如 B 是 一 个 Euler 示 性 数 x(B) 埃 0 的 流 形 (天 于 
Euler 示 性 数 可 见 下 一 章 ), TB 是 B 的 切 从 . 令 M 是 TB 每 个 纤维 空间 TB 上 取 
单位 球面 所 诱导 的 纤维 从 (AM rr 万 ): 


M = {(z,Vi) ETB| IVi| = 1}. 


则 AM 是 一 个 奇 性 纤维 从 , 因为 M 没有 截面 . 

在 后 面 介 绍 的 流 形 共 力 结构 理论 中 将 看 到 ,一 个 纤维 从 (M,7,B) 的 故 空 间 
B 与 纤维 FF 是 M 的 一 对 共 红 偶 充 要 条 件 就 是 M 为 正则 纤维 从 . 正则 与 奇 性 的 分 
类 对 理解 纤维 从 结构 是 有 帮助 的 . 


1.6.2 ”球面 的 Hopf 纤维 化 
纤维 从 也 是 拓扑 学 中 的 重要 概念 之 一 . 学 习 和 研究 拓扑 学 的 一 个 有 效 方法 就 是 
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尺 可 能 地 理解 和 掌握 具有 典型 结构 的 流 形 及 其 特性 . 为 了 这 个 目的 , 在 这 一 小 市 中 
专门 列 出 一 些 在 代数 拓扑 中 有 特殊 作用 的 纤维 从 例子 , 以 便 更 好 地 把 握 这 些 抽象 的 
下 面 介绍 共有 特殊 意义 的 关于 球面 的 Hopf 纤维 化 : 
Gn—l _、 GO<n—1 
| (1.6.3) 
ov 
这 里 n = 2,4,8. 也 就 是 说 对 于 这 三 个 整数 n, 球面 S27*-! 具有 以 Sm 为 展 空 间 以 及 
Sm-1 为 纤维 的 从 结构 . 它 是 由 Hopf 在 1931 一 1935 年 发 现 的 . 
注 1.11 恒 同 映射 id : 51 一 5S1 是 一 个 以 5S1 为 压 及 单个 点 {p} 为 纤维 的 
从 . 除了 n= 2*(k = 0,1,2,3) 这 四 种 情况 的 球面 S27*-! 可 纤维 化 外 , 是 否 对 其 他 
的 n= 2* (k > 3) 也 存在 527! 的 纤维 化 的 问题 由 Adams™ 作 了 否定 的 回答 : 存 
在 7: S2"-1 Sn 的 纤维 从 只 能 是 n = 1,2,3,4. 这 是 一 个 使 人 感到 非常 奇怪 的 
事情 . 
现在 将 分 别 给 出 这 些 例子 . 
1. n 二 2 的 Hopf 纤维 化 
在 复 空 间 C* 中 53 可 表达 为 
Ss 一 { (Z1, Z2) C C”| | 十 22| 一 1}. 


在 1.1.6 小 节 中 的 (1.1.18) 中 我 们 知道 , 53 = Fl 是 个 一 维 复 球面 , 并 且 复 投影 空间 
CP1 是 将 53(= TI1) 上 每 一 个 过 z e 53 点 的 复 圆周 T9 视 为 一 点 所 得 的 商 空间 : 


CP = 592 />， (1.6.4) 
这 里 过 zx e 53 的 复 圆 周 Te 表达 为 
IT» = {Mz A 和 EC, |A= 1}. 
显然 , 对 每 个 ze S53, [9 = S51. 而 由 (1.1.21) 可 知 
CP'=5° 
是 一 个 二 维 球面 . 因此 从 商 空间 (1.6.4) 可 得 到 一 个 投影 


Tn: 9 一 CP(=92)， 
Tr(Xz) 一 [zj ECPI， VMzcEcT>C9”. 
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因为 CPi 的 拓扑 是 由 53 在 (1.6.4) 商 空间 下 的 诱导 拓扑 , 故 由 (1.6.5) 定义 的 投影 
是 在 连续 满 映 再, 并 且 


是 (53,7,CP!) 在 [z| e CP!1(= 5?) 的 纤维 . 
由 定义 1.2.3, 需要 证 明 (3S3,r,CP1) 的 局 部 平凡 化 . 由 (1.1.21) 知 , CP! = 
C + fco}. 因此 可 取 CP! 的 两 个 开 子 集 


显然 p; (i = 0,1) 都 是 同 胚 , 并 且 rowi: Vi x S51 一 VV 是 投影 . 因此 ,对 n=2 由 
(1.6.5) 确定 的 (1.6.3) 是 一 个 纤维 从 . 


2. n 二 4 的 Hopf 纤维 化 


令 万 是 一 个 四 元 数 空 间 . 互 的 定义 可 见 1.1.6 小 节 的 例 1.3. 则 在 五 * 中 5" 可 
表达 为 


9 一 { (WU1, 12 ) C H” UU] ‘U1 十 2 :Uo 一 1 
在 97 上 可 构造 一 个 商 空 间 如 下 : 


万 忆 = 5 /TL,, (1.6.6) 


其 中 I, 为 S7 中 过 点 的 球面 53, 定义 如 下 : 


. 79 . 第 1 章 微分 流 形 


换 人 句 话 说 , 由 (1.6.6) 定义 的 空间 互 P1 就 是 将 每 一 个 过 we 597 的 如 (1.6.7) 那样 的 
三 维 球 面 视 为 一 点 所 成 的 商 空 间 . 不 难 验证 


TyNT,=@， Vu 大 vv 在 S' 中. 


因此 , 从 (1.6.6) 可 诱导 出 一 个 投影 如 下 一 步 : 


T: S'— HP!, 
(1.6.8) 


n(MW)=1u EHP', VMEeT,. 


要 证 明 由 (1.6.8) 确定 的 投影 是 一 个 如 (1.6.3) 的 纤维 从 , 只 需 验证 Pi 与 $4 
同 胚 , 而 局 部 平凡 化 的 证 明 与 n = 2 的 情形 类 似 . 
HP! 可 分 解 为 两 个 不 相交 的 部 分 : 


HP!= Uot+U, 
Uo = {[0, wo|| U2 和 H.}, (1.6.9) 
Ui = {|u1, 22] | Ul 0, U2 € 万 上 


作 映 册 


: U1:— HH 
| fl (1.6.10) 


pu u2]) = v2 /ui1. 


显然 (1.6.10) 是 一 一 满 射 , 因而 妨 与 万 (= R4) 同 胚 . 而 Uw 是 HPi 中 的 一 点 , 记 
为 Un = [ee 这 是 因为 按 (1.6.10), (LVo) = wz/0 = oo. 这 样 ， (1.6.9) 变 为 


厅 P1 = 末 上 +{fool = 54 


因此 , (1.6.8) 就 是 n = 4 的 Hopf 纤维 化 (1.6.3). 
3. n= 二 8 的 Hopf 纤维 化 


利用 Cayley 八 元 数 空间 K, 可 类 似 地 将 5S5 进行 Hopf 纤维 化 . 首先 , 介绍 
Cayley 八 元 数 空间 的 概念 . 
一 个 空间 K 称 为 是 八 元 数 空间 , 右 


K={(u,u)EHxH 万 为 四 元 数 空间 , 满足 下 面 滋 法 规则 }， 
对 任 C 一 (ui U2), C 一 (ul V2 ) C 人 有 


cc 二 (U1V1 一 U272L2 ， U2L1 十 U2D1 )， 
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其 中 记 表 示 ve 五 的 共 轿 数 . 这 里 , 必须 注意 四 元 数 的 乘法 是 不 可 交换 的 . 八 元 数 
空间 是 一 个 不 可 交换 且 非 结合 的 可 除 代 数 . 在 KK 中 ， 


c :二 c/llie*l|， Yec 关 0 在 K 中. 


因此 K 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 
因为 KK 是 非 结合 的 , 不 能 像 n = 2 和 4 的 情况 那样 在 K? 上 作 商 空间 (在 作 
商 空 间 时 , 需要 乘法 的 结合 律 , 即 (a :5b) :c= a.:(b.c)). 但 注意 到 , 对 任 ce ce 天, 有 


(cE)(€) =¢e, VeEz#0. 


正 是 这 种 结合 性 可 产生 S515 的 Hopf 纤维 化 . 
显然 有 


V(c1,c2) € S15. 类 似 于 n = 2,4 的 情况 , 可 以 验证 r 是 一 个 从 投影 ,并且 (9 ,9 ) 
具有 局 部 平凡 性 . 

注 1.12 ”球面 的 Hopf 纤维 化 (1.6.3) 在 本 质 上 是 由 于 复 空间 C, 四 元 数 空间 
有 H, 及 八 元 Cayley 数 空间 K 的 赋 范 可 除 代 数 结构 所 造成 . 也 就 是 说 空间 C, H, K 
的 可 除 代 数 结 构 与 其 对 应 球面 SS CCxC, SCHxH, SYCKxkK 的 可 Hopf 
纤维 化 拓扑 结构 之 间 有 着 不 可 分 割 的 联系 . 所 谓 空间 的 赋 范 可 除 代 数 结构 是 指 一 个 
线性 赋 范 空间 上 有 具有 可 逆 元 素 的 乘积 结构 

注 1.13 ”球面 的 Hopf 纤维 从 (S2"-1,r,S"), n = 2,4,8 都 是 奇 性 纤维 从 , 即 
不 存在 这 样 的 散 入 5S" 一 S27-1 使 得 
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1.6.3” 主 从 与 万 有 从 


我 们 将 注意 力 集中 在 以 G 为 结构 群 的 F 纤维 从 (M7,B) 上 , 参见 定义 1.24， 
在 那里 , 任 一 元 素 p € G, p : 一 了 是 一 个 同 胚 . 现在 , 当下 是 一 个 Lie 群 (或 更 
三 地 , 为 一 个 拓扑 群 ) 时 , 玉 本 喘 就 可 作为 G 的 一 个 子 群 按 下 面 方式 作用 在 F 上 ， 
即 给 定 ge 下, 则 9 与 所 有 ze 下 的 顽 乘 (或 石 乘 ) 


p(Z)=9g.7Z (或 p(Z) 一 了.9) 


产生 下 的 一 个 同 胚 y :下 一 忆 , 称 为 在 Ff 上 的 一 个 左 作 用 (或 右 作 用 ). 

所 谓 的 主 从 就 是 F = G 的 纤维 从 , 此 时 纤维 下 一 定 是 一 个 Lie 群 (或 拓扑 群 )， 
引入 主 从 概念 是 基于 两 个 重要 因素 : 其 一 是 理论 物理 的 规范 场 理论 就 是 建立 在 主 
从 上 的 ; 其 二 是 在 主 从 上 可 建立 分 类 空间 . 

下 面 是 主 从 的 严格 数学 定义 . 

定义 1.26 ” 令 (MM,7,B) 是 一 个 以 G 为 结构 群 的 FF 纤维 从 . 大 五 = G, 并 且 
结构 群 G 是 左 作用 在 纤维 = G 上 , 则 (M,7,B) 称 为 主 G 从 . 

这 里 将 简要 地 介绍 分 类 空间 与 万 有 从 问题 . 根据 纤维 从 的 同 伦 定 理 , 对 于 一 个 
纤维 从 (MM,7, B) 和 一 个 流 形 Bi, 铝 两 个 映射 


fo, fi : 已 1 一 已 


是 同 伦 的 : fo ~ 五 , 则 上 的 拉 回 从 矿 (M) 与 请 (0M) 是 同 构 的 .现在 要 问 
这 样 的 问题 , 即 是 否 存在 这 样 的 纤维 从 (M, r, B), 称 为 万 有 从 , 使 得 对 任意 流 形 Bi 
及 映射 万, 及: Bi 一 B, 大 彤 (M) 与 扩 (M) 同 构 , 则 有 fo ~ 有, 并且 进 一 步 , 对 
每 个 Bi 上 的 纤维 从 (M1,xti, Bi) 是 否 存 在 映射 f : Bi 一 B 使 得 (Mi,7i, Bi) 与 
产 (M) 同 构 . 换 句 话说 , 是 否 存在 一 个 对 应 : 


fh 。 H(B'1,B,) —> K(B'), 
T([f) = [fF*M], vlfle H(B,B). (1.6.11) 


使 得 了 是 一 对 一 满 的 , 其 中 五 (B1, B) 表示 所 有 Bi 到 B 连续 映射 同 伦 类 集合 ， 
K(B) 是 B 上 纤维 从 等 价 类 和 集合. 这 种 流 形 B 称 为 分 类 空间 . 

对 于 向 量 从 来 讲 , 定理 1.15 和 定理 1.16 断言 这 种 万 有 从 和 分 类 空间 是 存在 的 ， 
实 万 有 从 是 (y",7,Gn(R”)), 复 万 有 从 为 (y"*(C),7,Gn(C™”)), 其 分 类 空间 分 别 为 
实 的 和 复 的 Grassmann 流 形 Gn(R>) 和 G(C™). 

对 于 主 从 , 则 有 如 下 定理 是 1 . 

定理 1.18 ” 令 Bi 是 一 个 流 形 , (M7,B) 是 一 个 主 G 从 . 若 M 的 同 伦 群 
mri(M) = 0, Vi < dim B ( 同 伦 群 概念 见 4.1 节 ), 则 映射 (1.6.11) 是 一 对 一 满 的 , 在 
那里 K(Bi) 是 所 有 Bi 上 主 G 从 等 价 类 集合 . 


1.6 纤维 从 .75. 


根据 定理 1.18 有 下 面 定 义 . 

定义 1.27 令 (MM,7,B) 是 一 个 主 G 从 . 大 M 是 n 连通 的 , 即 rk(M) = 
0,Vk 过 n, 则 MM 称 为 G 的 nn 阶 万 有 从 , B 称 为 n 阶 分 类 空间 . 特别 地 , 当 n= oo 
时 , M 称 为 G 的 万 有 从 , B 为 分 类 空间 . 

Milnor 在 1956 年 给 出 一 种 万 有 从 的 构造 方法 , 他 表明 对 任意 拓扑 群 G, 都 可 
构造 出 G 的 万 有 从 和 分 类 空间 , 并 且 当 G 给 定时 所 有 G 的 分 类 空间 都 是 同 伦 等 
价 的 23. 关于 同 伦 等 价 概念 可 见 2.2 节 . 

注 1.14 除了 平凡 从 以 外 , 所 有 的 主 从 都 是 奇 性 的 . 也 就 是 说 , 任何 非 平 凡 主 
从 没有 截面 是. 

下 面 给 出 一 些 典 型 的 主 从 与 G 万 有 从 的 例子 . 

例 1.6 在 Stiefel 流 形 上 的 主 从 . 在 介绍 该 主 丛 之 前 , 先 给 出 一 个 抽象 的 构造 
框 染 , 许多 主 从 都 可 纳入 该 框 染 内 . 

令 M 和 B 是 两 个 流 形 , G 是 一 个 可 以 左 作 用 在 M 上 的 Lie 群 . 这 里 所 博 的 
左 作 用 即 G 与 M 之 间 存 在 一 种 左 乘积 关系 : 


gqg:TEM, vgqgE€EG, TEM, 


g:T= 二 xX， Vz EM 合 g 是 G 的 单位 元 . (1.6.12) 
如 果 流 形 B 是 M 关于 G 作用 下 产生 的 商 空间 : 
B= M/G = {Izl| [zl 表示 x ~ oz 的 等 价 类 , ze M, geGl (1.6.13) 


则 可 产生 一 个 G 为 结构 群 的 主 从 . 


这 里 + : M 一 B 为 投影 : r(z) = [zl. 当 M 是 一 个 Lie 群 , G C M 是 一 个 子 群 时 ， 
G 与 M 之 间 就 存在 (1.6.12) 式 的 左 乘 关 系 . 

现在 应 用 上 面 的 构造 回 过 来 讨论 在 B = VW.(E") 上 的 G 主 从 , 这 里 Ep" 取 这 
三 种 空间 R*,，C"*，H" 中 的 一 个 . 令 J(E") 是 En* 上 保 距 变 换 群 , 可 具体 表示 为 


J(R") = O(n), J(C") =U(n), J(H")= 5,(n). (1.6.15) 


我 们 知道 , J(E") 是 一 个 Lie 群 ,， J(E"m-*) 按 如 下 方式 可 视 为 J(E") 的 子 群 : 对 任 
意 4 C J(E"-*)，A 可 表示 为 
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其 中 于 为 阶 单位 矩阵 , 4%_4 为 Er 上 的 mm 天 阶 正 交 矩阵. 显然 G = J(E"-*) 
在 M = J(E") 有 一 个 如 (1.6.12) 的 左 作 用 . 再 由 (1.1.39) 式 可 知 


Vi(E") = J(E")/JI(E™"). (1.6.16) 
这 样 , 根据 主 从 构造 (1.6.13) 和 (1.6.14), 由 (1.6.15) 和 (1.6.16) 得 到 下 面 的 G 主 
从 : 
O(n — kk) — O(n) U(n—k)— UVU(n) Su (Nn —k)— Sp(n) 
| | | (1.6.17) 
Vr ( 有” ) Vr(C™) Vi (HY™) 
由 (1.1.40), 也 可 得 到 
SO(n—k)— SO(n) SU(n—k)— SU(n) 
| | (1.6.18) 
VR") Vi (C") 


时 (1.6.17) 和 (1.6.18) 变 为 球面 上 的 主 从 . 
例 1.7 Grassmann 流 形 上 的 主 从 . 我 们 知道 , Stiefel 流 形 V.(E") 是 E" 中 
所 有 维 正 交 标 染 构成 的 流 形 , 即 


Vk(E”)= {(e1,..* ,er)| ei € E™, (ei,e€j) = 05 小 
显然 , 作为 J(E") 中 子 群 , J(E*) 可 左 作 用 在 Vi(E"*) 上 : 
Ae= (Aei,::: ,Aer) EV(E"), vAEJE), ecE (五 
于 是 在 G = J(E*) 作用 下 , 在 M = WVW(B") 上 可 产生 一 个 商 空 间 : 
M/G = V.(E")/J(E"). (1.6.19) 


再 由 1.1.6 小 节 中 例 1.5 可 知 (1.6.19) 是 Grassmann 流 形 Gk(E"). 这 样 , 由 (1.6.19) 
得 到 下 面 在 Gk(E") 上 的 J(E*) 主 从 


O(k) 一 Vr(R") U(k) 一 Vr(C™) Sp(k) 一 Vr(H™) 
| | | (1.6.20) 
Gx(R") Gxkr(C™) Gxr(H™) 


此 外 , J(E*) x J(E"-*) 按 如 下 方式 构成 J(E"7) 的 一 个 子 群 : 


1.6 纤维 从 .77. 


因此 J(E*) x JEn" 一 ) 可 左 作 用 在 J(E") 上 产生 一 个 商 空间 
J(E™)/ {JI(E") x J(E™")}. (1.6.21) 


由 (1.1.43) 可 知 , 商 空间 (1.6.22) 是 Er 上 的 Grassmann 流 形 . 因而 从 (1.6.22) 得 
到 如 下 Gk(E") 上 的 主 从 : 


O(k) x O(n —k) = O(n) U(k) x Un—k)— UVU(n) 
: | 
CE) CR | (1.6.22) 
Sp(k) Xx op — k) = p(n) 
| 
Gnr(H”) 


例 1.8 正 交 群 O(n) 的 万 有 从 .由 纤维 从 同 伦 群 正 合 序列 可 以 推 知 ( 见 3.1 
小 节 ), Stiefel 流 形 V(R") 是 nn 一 kk 一 1 连通 的 , 即 


Ti( Vk (RY )) 一 0， vi<n—-k—1. (1.6.23 ) 


再 由 (1.6.20), (VK(R"7), ,Gk(R")) 是 一 个 O(k) 主 丛 . 因此 定理 1.18 说 明 (Vi(R")， 
Xx,Gk(R")) 是 O(k) 的 n 一 k 一 1 阶 万 有 从 , Gk(R") 是 nn 一 上 一 1 阶 分 类 空间 . 

由 上 述 有 限 阶 的 万 有 从 空间 可 构造 O(k) 的 万 有 从 空间 如 下 : 从 包含 序列 RK C 
R*+1 C RK+2 CC ... 可 导出 Grassmann 流 形 的 包含 序列 


G(R*) C GE(R'tT!) C Gr(R*1*) CC.... (1.6.24) 
同 理 可 得 Stiefel 流 形 的 包含 序列 
VE(R*) C VRE) C Vi(R*T2) C.... (1.6.25) 


由 (1.6.24) 和 (1.6.25) 可 分 别 产 生 无 穷 维 的 大 阶 Grassmann 流 形 和 阶 Stiefel 尝 
形 如 下 : 


Vi = (| VR"). (1.6.26) 


并 规定 G 和 Vi 的 拓扑 为 弱 拓 扑 , 即 VC Gk 是 开 集 当 且 仅 当 【mn Gi(R") 十 
Gx(R") 中 开 集 (对 所 有 n > k)， 由 投影 r : WW(R") 一 Gk(R") 可 请 导出 投影 
fr: 一 Gy, 使 得 ( 诉 ,7,Gx) 是 一 个 O(k) 主 从 . 由 (1.6.23) 和 (1.6.25) 可 推 知 


Ti( Vk ) 一 0. Wh 之 0. 
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因此 (Vi,7,Gx) 是 一 个 O(k) 的 万 有 从 , Gn 是 分 类 空间 . 
例 1.9 西 群 U(n) 的 万 有 从 . 由 (1.6.20), 向 量 从 (WV(C"7),7,Gx(C"7)) 是 一 个 
U(k) 主 从 . 此 外 , WV.(C") 是 2(n 一 k) 一 1 连通 的 : 


ni(Vi(C”))=0, Wi<2(n—k)—1. 


因此 (VW.(C"),x,Gx(C")) 是 一 个 Uk) 的 2(n 一 k) 一 1 阶 主 从 , Gi(C") 是 2(n 一 k) 一 1 
了 分 类 空间 . 类 似 于 (1.6.26) 有 


是 一 个 U(k) 的 万 有 从 ， CC 惩 分 关 工 癌 - 


主人 从 ， 并 且 Vi (HY™) 是 ， an —k)—1 连通 的 ， 
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弄 清 流 形 的 拓扑 结构 及 其 与 流 形 上 各 种 函数 (如 疝 量 场 、 微 分 形式 等 ) 性 质 之 
间 的 内 在 联系 始终 是 拓扑 学 主要 方向 . 其 中 , 在 流 形 上 建立 各 种 拓扑 不 变量 ( 即 在 
同 胚 变换 下 不 变 的 数学 结构 ) 以 便 对 流 形 结 构 的 理解 、 区 分 和 分 类 是 代数 拓扑 的 
基本 手段 和 方法 . 同调 群 就 是 流 形 上 最 重要 的 拓扑 不 变量 之 一 . 

在 流 形 中 , 遇 到 的 最 基本 的 问题 就 是 如 何 判 定 两 个 流 形 是 否 同 胚 . 对 于 二 维 流 
形 , 由 于 我 们 能 够 看 得 见 所 以 比较 简单 .然而 对 于 n > 3 维 的 流 形 , 这 个 问题 就 变 
得 非常 不 平凡 了 , 因为 直接 证 明 一 个 同 胚 映射 是 否 存在 在 数学 上 是 一 条 走 不 通 的 
路 . 在 同 胚 意义 下 对 流 形 进 行 分 类 是 很 自然 的 事情 , 这 就 要 求 我 们 必须 走 别 的 直路 ， 
例如 寻找 各 种 流 形 上 拓扑 不 变量 来 达到 目的 ， 有 许多 拓扑 不 变量 似乎 能 够 帮助 我 
们 , 如 流 形 的 维 数 、 流 形 伦 入 到 R" 的 最 小 n 值 等 . 但 是 我 们 发 现 其 中 许多 不 是 过 
于 平凡 揭示 不 出 什么 深刻 的 东西 , 就 是 太 难 无 法 计算 . 这 表明 一 个 好 的 拓扑 不 变量 
必须 具备 三 个 条 件 : (1) 不 平凡 , (2) 可 计算 , (3) 使 用 的 概念 不 能 过 于 复杂 . 拓扑 学 
中 满足 这 三 个 条 件 并 且 有 具有 普遍 性 的 拓扑 不 变量 就 是 同调 群 和 同 伦 群 . 

代数 拓扑 起 源 于 Poincaré 和 Betti 等 人 的 工作 , 他 们 首先 将 空间 与 一 系列 群 联 
系 起 来 . Poincaré 引入 了 一 种 群 , 称 为 拓扑 空间 的 基本 群 , 也 就 是 今天 的 一 维 同 伦 
群 , 而 Betti 第 一 个 建立 了 同调 群 . 同 伦 群 的 优点 是 概念 简单 , 缺点 是 计算 较 难 . 而 
同调 和 群 则 相反 , 计算 比较 容 黎 但 是 概念 相对 而 言 要 复杂 和 抽象 一 些 . 

这 一 章 介 绍 同调 理论 . 主要 包括 (下 ) 同调 群 、 上 同调 群 、 同 调 正 合 序列 , 以 及 
对 偶 性 . 这 里 处 理 的 方法 与 通常 所 采用 的 完全 不 同 . 为 了 能 够 很 好 地 揭示 同调 理论 
的 实质 , 我 们 建立 了 流 形 共 斩 结 构 理论 . 该 理论 的 核心 部 分 就 是 同调 群 的 几何 化 定 
理 及 正则 紧 流 形 的 对 称 性 定理 . 通过 这 些 定理 , 我 们 不 仅 能 够 清楚 地 理解 同调 理论 
的 实质 , 而 且 也 能 加 深 我 们 对 流 形 结构 的 理解 . 

这 一 章 的 主要 安排 大 致 如 下 : 在 2.1 节 中 首先 用 简单 的 几何 现象 和 例子 说 明 
什么 是 下 同调 群 , 它 的 元 素 的 几何 意义 是 什么 . 然后 采用 单纯 宅 分 方式 定义 单纯 同 
调 群 . 由 于 采用 的 是 方 体 训 分 , 从 而 简化 和 方便 了 单纯 同调 群 的 拓扑 不 变性 的 证 明 . 
最 后 引入 奇异 同调 群 的 概念 , 并 证 明 它 与 单纯 同调 群 之 间 的 同 构 性 . 

2.2 节 主 要 是 建立 流 形 的 共 轿 结构 理论 . 包括 引入 共 斩 元 以 及 正则 流 形 的 概念 ， 
对 共 斩 元 进行 分 类 , 然后 建立 同调 群 的 几何 化 定理 . 应 用 该 定理 不 仅 能 够 简化 对 乘 
积 空间 的 Kiinneth 公式 和 万 有 系数 定理 的 证 明 , 更 主要 的 是 能 帮助 理解 为 什么 会 
有 这 样 的 定理 . 
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2.3 太 和 先 给 出 上 同调 群 的 几何 化 定理 , 以 明确 上 同调 群 的 实质 . 然后 用 标准 
的 形式 化 方式 定义 上 同调 群 , 并 对 几何 化 定理 给 予 证 明 . 最 后 对 上 、 下 同调 群 引入 
来 积 结构 . 在 那里 我 们 看 到 关于 上 积 结构 , 上 边缘 算 子 6 具有 反 寻 人 律 性 质 , 即 


6(XxY)=6XxY+(-1)" "Xx 6Y 


然而 关于 下 积 结 构 , 下 边缘 算 子 9 一 般 不 具有 这 种 性 质 , 除了 正则 对 侦 积 这 种 特殊 
情况 . 这 就 反映 了 上 同调 的 乘积 更 具有 上 自然 性 . 

2.4 节 主 要 是 介绍 同调 群 序 列 的 正 合 性 质 , 以 及 如 何 使 用 它们 去 计算 一 些 流 形 
的 同调 群 . 同样 地 , 采用 共 轿 结构 的 观点 处 理 使 问题 变 得 更 多 理解 . 

2.5 节 证 明了 正则 紧 流 形 的 共 罗 对 称 性 定理 , 包括 带 边 与 不 带 边 的 流 形 . 应 用 
这 些 定理 来 证 明 Poincaré 对 偶 定 理 和 Lefschetz 对 偶 定理 就 变 得 非常 简单 明了 . 最 
后 介绍 球面 配对 拓扑 空间 的 Alexander 对 偶 定 理 , 作为 应 用 推出 Alexander 分 离 
定理 . 

这 里 再 次 强调 , 本 书 中 新 建立 的 共 斩 结 构 理 论 , 并 非 仅 仅 是 为 了 更 好 地 理解 同 
调理 论 , 它们 本 身 具 有 一 定 的 理论 价值 , 特别 是 正则 流 形 的 共 斩 络 构 对 称 性 定理 和 
同调 几何 化 定理 , 它们 代表 了 一 种 不 同 的 数学 思路 . 事实 上 , 其 理论 价值 在 后 面 将 
介绍 的 共 斩 元 的 球面 定理 及 流 形 最 小 分 解 公式 中 可 以 再 次 体现 
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2.1.1 同调 群 的 实质 


为 了 能 够 很 快 地 掌握 同调 群 的 本 质 , 我 们 将 先 采 用 非 形式 化 的 直接 方式 介绍 同 
调 群 概念 , 然后 再 用 轮胎 面 T? 作为 例子 简单 地 说 明 经 典 的 同调 群 定义 的 整个 思路 
与 过 程 . 这 样 做 的 优点 是 先 在 头脑 中 建立 直观 的 了 解 , 以 便 在 后 面 抽象 的 形式 化 过 
程 中 每 一 步 都 知道 要 干什么 , 以 及 为 什么 要 这 样 做 . 

从 简单 的 球面 与 轮胎 面 的 对 比 ( 见 图 2.1) 就 可 发 现 , 这 两 个 流 形 的 拓扑 结构 有 
本 质 的 不 同 . 表 观 上 看 , 其 差别 是 5? 上 没有 洞 , 而 T? 有 一 个 . 细心 分 析 就 可 发 现 ， 
这 个 区 别 在 数学 上 就 是 球面 上 任 一 个 圆圈 31 在 52 中 都 一 定 围 一 个 区 域 , 即 对 每 
个 SLCc 32 都 存在 一 个 闭 盘 B c 52 使 得 该 圆圈 是 B 的 边界 : 91 = 0B. 然而 转 
胎 面 上 却 不 同 , 在 其 上 有 两 种 圆圈 在 T? 上 不 围 区 域 : 一 个 是 经 度 圈 , 另 一 个 是 纬 
度 圈 . 

再 仔细 观察 又 可 发 现 , 虽然 一 个 经 度 圈 (或 一 个 纬度 圈 ) 在 T? 上 不 围 区 域 , 但 
是 两 个 不 同 的 经 度 图 (或 纬度 圈 ) 却 在 T? 围 出 一 个 区 域 . 这 说 明 任 两 个 经 度 圈 (或 
纬度 圈 ) 在 反映 T? 的 拓扑 结构 方面 没有 差异 , 它们 属于 同一 类 . 然而 , 任 一 个 经 
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度 图 与 一 个 纬度 圈 绝 对 不 可 能 在 72 上 围 出 一 个 区 域 来 , 因此 它们 是 属于 两 个 不 同 
的 类 


£7 
er | | 


数学 上 , 流 形 中 的 这 种 紧 的 ( 闭 的 ) 不 围 区 域 的 可 定 同 子 流 形 类 , 称 为 可 定 同 非 
边 紧 子 流 形 类 , 就 是 同调 群 的 生成 元 . 例如 在 轮胎 面 上 , 零 维 可 定 问 非 边 紧 子 流 形 
类 就 是 一 点 pe T? 产生 的 类 四 , 因为 任 一 不 同 点 pi 与 p 在 7? 能 围 一 个 线段 . 7? 
上 有 两 个 一 维 可 定向 非 边 紧 子 流 形 类 , 而 T? 本 身 是 一 个 二 维 可 定 同 非 边 紧 子 流 形 . 
这 样 , T? 的 上 维 (0 < k < 2) 实 系 数 同 调 群 , 记 为 Hi(T?, RR), 是 如 下 群 : 


) 
Hi(T*, R) = {Qiel 十 Q2ez| Qi € R', ei = [0i],i= 1,2} R”, 
H2(T’, R)= {aezs| a € R', es = [T°|} ~ R,, (2.1.1) 
其 中 [oi] 代表 经 度 疾 类 , [os] 为 纬度 图 类 . 
同 理 可 得 5S2 上 的 & 维 同调 群 为 
Ho(S’, R)= {aeo| a € Ri, eo = [pl} ~ RR, 
Hi(S’, R)=0, 
H2(S*, R)={ae2s| aeERI es = [S|} >R. (2.1.2) 
事实 上 , 对 于 一 般 n 维 紧 流 形 M, 其 同调 群 就 是 用 可 定向 的 非 边 紧 子 流 形 类 


作 生 成 元 , 然后 用 某 个 加 法 变换 群 G 作 系 数 所 生成 的 群 . 例如 取 G = Ri 为 实数 群 
时 , 所 有 维 实 系 数 同 调 群 为 


Hi.(M,R)=0, Vk>n, (2.1.3) 


即 Hi (MM, R) 是 与 一 个 mx 维 线 性 空间 RT™*(0 < kk < n) 同 构 的 群 , 而 当 >n 时 
规定 Hi (MM, R) 是 零 群 . 在 (2.1.3) 中 , 基底 {e*,… ,er } 是 M 中 所 有 维 可 定 同 
非 边 紧 子 流 形 类 , 也 称 为 自由 紧 子 流 形 , 见 2.2 区 
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上 面 的 例子 和 解说 使 我 们 对 同调 群 有 了 一 个 直观 的 了 解 , 也 融 是 知道 什么 是 同 
调 群 及 其 元 素 的 客观 实在 是 什么 . 可 能 人 们 会 进一步 地 问 , 建立 同调 群 的 目的 是 什 
么 ? 事实 上 , 正如 开始 的 引言 所 述 , 最 初 建立 同调 群 的 目的 就 是 在 拓扑 空间 上 建立 
拓扑 不 变量 , 即 两 个 同 胚 的 拓扑 空间 具有 同 构 的 同调 群 . 这 样 , 如 果 两 个 拓扑 空间 
有 不 同 的 同调 群 , 那么 这 两 个 拓扑 空间 一 定 不 同 胚 . 例如 , 在 (2.1.1) 和 (2.1.2) 中 看 
到 , 轮胎 面 7T? 与 球面 52 的 一 维 同调 群 不 同 构 , 因此 72 与 5? 不 同 胚 . 而 随 看 辣 
调理 论 的 进一步 发 展 , 越 来 越 清 楚 地 表明 同调 群 的 意义 已 远 远 超出 最 初 的 期 望 . 

接 下 来 的 问题 就 是 如 何 形式 化 地 定义 同调 群 , 使 其 具有 演绎 和 计算 的 功能 . 因 
为 按 (2.1.3) 方式 的 定义 , 只 能 知道 同调 群 的 实在 意义 , 却 无 法 计算 它们 (除了 那些 
能 看 见 或 直观 想象 的 流 形 ), 更 无 法 证 明 它 们 是 拓扑 不 变量 . 下面 就 以 轮胎 面 为 例 
子 介绍 同调 群 形式 化 定义 过 程 

在 原始 的 创立 者 头脑 内 , 首先 已 想象 出 如 (2.1.3) 那样 定义 的 同调 群 的 模式 . 剩 
下 来 要 做 的 是 如 何 创 立 工 具 去 实现 它 . 这 个 工具 就 是 拓扑 空间 的 单纯 谢 分 . 考察 图 
2.2 所 示 的 轮胎 面 上 的 方 体 谢 分 ， abc 与 azboco 边 等 同 ， aala2 边 与 cclcs? 边 等 同 , 四 
个 二 维 方 体 Pi (1 < i < 4) 将 7T? 履 盖 , 它们 规则 地 同 定 向 地 排列 , 称 为 T? 的 一 个 
单纯 前 分 . 


图 2.2 7” 被 四 个 二 维 方 体 规则 地 同 定 问 排列 地 上 柳 兰 


现在 的 目标 就 是 找到 了 2 中 团子 流 形 在 单纯 谢 分 中 的 特性 , 并 用 数学 方法 将 它 
们 表现 出 来 . 在 图 2.2 中 可 观察 到 , 作为 财 子 流 形 , T? 可 用 四 个 二 维 方 体 T; (1 < 
i < 4) 覆盖 , 使 得 每 个 边 都 是 严格 两 个 二 维 方 体 的 面 . 例如 ab = azba 边 束 是 Ts 与 
Ti1 的 公共 面 . 此 外 , 当 对 每 个 方 体 取 定 定 问 后 (例如 , 在 图 2.2 中 取 反 时 针 方 问 为 
正定 向 ), Pi 每 个 面 的 定向 边 被 确定 , 并 且 每 条 边 作 为 两 个 方 体 公 共和 面 时 一 定 是 一 
个 正 向 面 和 另 一 个 反 向 面 , 如 bb; 就 是 Ts 的 正 同 面 , Ts 的 反 回 面 . 这 些 特征 采用 
数学 表达 磺 是 
T* =Ti 十 FT。 十 Ts 十 工 4 (2.1.4) 
其 中 加 号 有 两 层 含义 : 其 一 是 集合 的 求 和 , 其 二 是 每 个 方 体 取 正定 向 , 然后 将 T; 的 
边缘 90; 按 正 回 与 负 回 面 加 减 求 和 , 例如 


OL 1 一 0Q101 十 bib» 一 a20» 一 W1492,， (2.1.5) 
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其 中 加 号 为 正 向 面 , 负 号 为 负 向 面 . 此 时 T? 作为 无 边 流 形 的 基本 特征 就 被 表达 式 
(2.1.4) 及 如 (2.1.5) 的 边缘 运算 9 按 下 面 运算 体现 出 来 : 


OT* = Or + OT, + OTs 十 DFT4 
一 (a1b1 十 01D。 一 02zDo2 一 Q1Q2 ) 十 (bici 十 C1C2 一 ba2c2 b1b2) 


十 (ab 十 bb 一 ab 一 aal) 十 (pc 二 ccl 一 bcl 一 bo1). (2.1.6) 
注意 到 
ab=azb», bc= bc2, aal = cc1, Q1Q2 = C1C2, 
则 (2.1.6) 变 为 
OT* = 0. (2.1.7) 
同 理 , 对 于 一 维 闭 子 流 形 , 例如 T2 上 的 经 度 图 
O01 一 QQ1 十 ala2， Q 王 ao， (2.1.8) 
茶 取 边缘 运算 , 如 
O(aail) = a1l 一 a， ai 为 aal 正 问 面 , a 为 负 问 面 ， (2.1.9) 
则 从 (2.1.8) 及 如 (2.1.9) 的 运算 可 得 
O01 一 al 一 QQ 十 ao 一 al 一 0， a= a. (2.1.10) 
对 于 任何 一 顶点 , 例如 p = ae 7T?, 作为 零 维 闭 子 流 形 , 定义 
Oa = 0. (2.1.11) 


从 上 述 分 析 及 关系 式 (2.1.7), (2.1.10) 和 (2.1.11) 可 知 , T? 中 的 所 有 可 定 问 闭 
子 流 形 在 T? 中 的 单纯 前 分 中 的 特征 就 是 在 边缘 算 子 9 的 作用 下 为 零 , 而 任何 市 
边 的 子 集 在 9 作用 下 不 为 零 . 同时, 在 上 述 的 过 程 中 , 已 经 将 单纯 剖 分 中 的 每 一 
维 的 方 体 都 赋予 了 两 层 意义 , 即 作为 集合 它们 是 T? 中 的 子 集 , 而 为 一 方面 作为 如 
(2.1.4)~(2.1.11) 中 的 运算 元 素 , 它们 又 是 代数 对 象 . 这 接 下 来 的 一 步 就 是 将 T*? 如 
图 2.2 所 示 的 单纯 剖 分 赋予 代数 结构 , 也 就 是 以 其 中 的 每 一 个 方 体 作 为 一 个 独立 的 
生成 元 , 以 某 个 可 交换 加 法 群 G 为 系数 , 这 里 取 实 数 群 G = R! 作 系数 群 , 扩张 成 
如 下 的 群 : 
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其 加 法 运算 定义 为 
3 Qier 十 > Bier 一 > (a 十 Bi)er 
然后 定义 边 绿 算 子 
D :CE(T”, R) — Cr_i1(T”, RR) 
如 下 : 


是 由 7T? 中 所 有 可 用 大 维 方 体 组 合 而 成 的 闭 子 流 形 作 基 底 生 成 的 群 . 事实 上 , 它们 
在 图 2.2 所 示 的 单纯 前 分 下 可 表达 如 下 : 


2F2(T2 R)={a0| ae RI o =T1+T2+Ts+Ta), 
12 

10T , 尽 )= (> aiail ai ER, oi 和 下 而 给 出 的 一 维 站 了 流 形 | , 
i=1 


Zo(T™, R) = Oo(T™, R) 三 {alal 十 Qoa 十 Q301 十 Qab| Qi; EE R'}, (2.1.12) 


Il = OT1 一 ab 十 bb 十 ba 十 aoal， 02 = 二 0L> = bici 十 C1iC2 十 c2b2 十 b201， 


03 = Ol3s = ab + bbi+t biai + a1d, 04 = Os4 = bc cei +t cib1 + b1b, 
os 一 0 十 bb1 十 bcl 十 clc2， oe = ccl 十 c101 + bi1b2 十 bo2a2， 

07 二 QQ1 十 Q10b1 十 b102 十 b2c2， og = cb + bbi+t biai1 + Qa1Q2, 

09 = ab + bc, 010 = Q101 十 bic1) 

011 一 QQ1 十 Q1Q2， 0lo = pb] 十 0102. 


虽然 (2.1.12) 中 的 群 将 T? 中 所 有 可 用 单 形 表达 的 团子 流 形 全 部 包括 在 内 , 但 
是 它们 不 是 拓扑 不 变量 , 甚至 在 T? 的 另 一 种 单纯 正 剖 分 下 它们 的 群 结构 都 会 发 生 
变化 ， 特 别 地 , 它 与 我 们 头脑 中 所 希望 建成 的 群 (2.1.1) 的 模式 完全 不 一 样 , 除了 
k = 2 维 情况 , 在 那里 Zo(T?, R) ~ H2(T?, R) 是 同 构 的 . 

但 是 仔细 地 考察 可 以 发 现 ， 如果 将 (2.1.12) 的 Zi(T?,R) 中 可 以 围 一 个 区 域 
的 任 两 个 闭 子 流 形 视 为 等 价 , 然后 再 按 等 价 类 作 商 群 ， 那么 由 此 产生 的 商 群 就 与 
(2.1.1) 的 群 同 构 了 . 再 详细 叙述 这 个 过 程 如 下 . 
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首先 , 在 20 中 看 到 , 任 两 个 顶点 , 例如 a 和 bi1, 它们 是 两 个 一 维 方 体 ab 十 bbi 
之 和 的 线段 边界 , 也 就 是 说 , a 与 b 围 出 一 个 区 域 ab 十 bb1. 因此 , 按 上 述 等 价 意 义 
下 a 与 b1 等 价 , 记 为 a ~ bi. 换 句 话说 ， 


i ~ 外 全 存在 0 € C1(T’,R) 使 得 ac = e; 一 ei (2.1.13) 


因此 群 Zo 按 (2.1.13) 等 价 意义 下 的 商 群 就 是 以 任 一 项 点 作 代表 的 等 价 类 生成 的 
群 , 它 与 (2.1.1) 的 Ho(T?, R) 同 构 : 


Zo(T”, R)/{e? ~ ec)} = {alall a EER} Ho(T”, R). (2.1.14) 


则 由 (2.1.15) 可 推 知 


Z1(T*“, R)/{ 按 (2.1.16) 的 等 价 } = {ai[o9| 十 Q2|o11| CQ1, OD 和 R} 
~ Hi(T”, R). (2.1.17) 


细心 的 读者 会 问 , 在 (2.1.17) 中 怎么 不 见 等 价 类 [os] 和 [oe].， 其 实 由 等 价 关 系 
(2.1.16), 从 图 2.2 可 以 看 出 


bc 十 CC1 一 bp01 十 bic1, ol 一 bc 十 CC1 一 bbi 一 bici. 
对 此 有 
os 二 Qb 十 (bb1 十 bici ) 十 C1C92 
一 Qb 十 (bc 十 ccl) 十 clc2 


一 (Qb 十 bc) 十 (ccl 十 clco2 ) 


二 09 十 011,， 注意 CQ1 一 CC1, Q102 一 C1C2. 


86 . 第 2 章 同调 理论 


同 理 有 o6 = cll 一 09. 因此 (2.1.17) 中 只 有 ce 和 coil 的 等 价 类 是 独立 生成 元 . 
显然 Za(T?, R) 中 的 o = 并 Ti 不 围 任何 区 域 , 因此 有 


ozwo 在 和 (IT 有 中 避 oo 一 ak OCr41(T”, R). (2.1.19) 


即 边缘 算 子 9 的 像 空 间 9Ck41(T?2, R) C Zr(T?,R) 是 子 群 . 换 句 话说 , 边缘 鼻子 具 
有 如 下 性 质 : 
0* =0. (2.1.20) 


其 实 上 述 性 质 (2.1.20) 在 直观 上 是 显然 的 , 它 的 意思 是 任 一 个 十 1 维 区 域 的 边界 
都 可 由 维 闭 子 流 形 组 合 而 成 .这样 , 由 (2.1.19) 可 知 这 些 商 群 (2.1.14), (2.1.17) 
和 (2.1.18) ( 仍 记 为 Hi(T?, R)) 可 表达 为 


Hi(T”, R) = Zi(T”, R)/Bi(T”, R), (2.1.21) 


其 中 Bi(T”, R) = 9Ck(T”, RR) 是 Zk(T”, RR) 的 于 群 

以 上 论述 以 轮胎 面 为 例 提供 了 早期 建立 同调 群 概念 的 整个 思路 与 方法 的 全 过 
程 . 接 下 来 的 内 容 就 是 正式 地 介绍 定义 同调 群 的 整个 形式 化 过 程 , 其 基本 步骤 大 致 
如 下 : 

(1) 在 拓扑 空间 M 上 建立 单纯 谢 分 , 相应 地 引入 可 剂 分 空间 、 单 纯 形 以 及 单纯 
复 形 的 概念 ; 

(2) 在 单纯 复 形 上 引入 以 可 交换 加 法 群 G 为 系数 的 链 群 , 记 为 Ck(M,G), 并 且 
在 这 些 链 群 之 间 定 义 边 缘 算 子 : 


O :Cri(M,G) — Cr(M,G), Ok< dimM, 
使 得 9 具有 如 (2.1.20) 的 性 质 . 
(3) 在 链 群 上 定义 闭 链 群 Zi (1M,G) 和 边缘 链 群 Bk(M,G) 为 
Zr(M,G)= {0o€C(M,G)| O00 = 0}, 
Br.(M,G)= {0 € Cnr(M,G) 3 € Crt s.t. o = Ol}, 
由 (2.1.20) 知 Bi(M,G) C Zr(M,G) 是 子 群 , 然后 定义 Zr(M,G) 关于 Bi(M,G) 
的 如 (2.1.21) 那样 的 商 群 为 M 上 以 G 为 系数 群 的 同调 群 , 记 为 Hi(M ,GG): 


(4) 最 后 证 明 Hi(M,G) 与 M 上 所 取 单 纯 谢 分 的 方式 无 天 , 并 且 Hi(M,G) 是 
拓扑 不 变量 , 即 对 任何 与 M 同 胚 的 拓扑 空间 N，Hi(N,G) 与 Hi(M,G) 同 构 . 
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2.1.2 ”可 剂 分 空间 的 单纯 复 形 


在 拓扑 空间 M 上 进行 单纯 前 分 的 传统 方法 是 三 角 谢 分 , 也 就 是 说 将 M 分 解 
成 如 图 2.3(a) 所 示 的 那样 的 三 角 体 组 合 , 使 得 这 些 三 角 体 每 两 个 不 是 交 于 空 集 , 就 
是 在 它们 的 公共 面 上 相交 , 这 称 为 规则 相处 . 这 里 采用 方 体 进 行 裔 分 , 联 如 图 2.3(b) 
所 示 那 样 . 这 两 种 放 分 在 建立 同调 群 方面 是 等 价 的 . 但 是 方 体 削 分 在 表述 方面 我 们 
认为 是 更 简 蛙 一 些 . 


(a) 
图 2.3 (a) 三 角 痢 分, ci 是 三 角 单 形 ; (b) 方 体 放 分 , Pi 是 方 体 单 形 


令 M 是 一 个 n 维 拓扑 空间 . 称 T* 是 M 上 的 一 个 上 维 方 体 , 若 
[大 一 
是 一 个 能 入 , 这 里 I* = [0,1 是 R* 中 的 一 个 维 方 体 . T* 可 表达 为 
IT™* =I (t,ti), O<ti<1l(l<igk). 


M 上 的 一 个 上 维 方 体 有 2k 个 k 一 1 维 面 , 它们 都 是 一 1 维 方 体 , 即 T* 在 每 个 坐 
标 t; 方向 都 有 两 个 面 : s = 0,1, 它们 表达 如 下 : 


D5T“ :2 一 NM s=0,1, 
D5T 一 L(t1,..: ,bi—1, S, tit1l,* , tk ), 


(2.1.22) 


M 上 的 方 体 T* 和 它 在 志 坐标 方 同 边 界 方 体 90T* 和 O14T* 的 直观 图 像 由 图 2.4 表 
示 . 归纳 地 ,& 维 方 体 T* 边界 上 的 所 有 gq 维 面 (0 < gq < 有) 都 是 一 个 g 维 方 体 . TT* 
的 像 在 M 上 看 上 去 不 一 定 像 个 方 体 . 
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拓扑 空间 M 上 的 上 维 方 体 TT* 也 称 为 k 维 单 形 . Te 的 边界 9T* 是 由 各 种 gq 
维 方 体 (0 < g < 一 1) 组 合 而 成 , 这 种 边界 上 的 9 维 方 体 称 为 下 的 9 维 面 . 两 个 
单 形 FT? 和 TY 称 为 在 M 中 规则 相处 , 如 果 它 们 的 交 


OO， 或 
它们 的 公共 面 . 


M 上 的 两 个 单 形 T4 和 TY 被 认为 是 相等 的 , 如 果 作 为 M 中 的 集合 它们 的 像 相等 : 
TY(7) = TS(I*), 即 与 映射 的 形式 无 关 . 

下 面 引 入 单纯 复 形 的 概念 . 

定义 2.1 令 M 是 一 个 拓扑 空间 . 如 果 M 上 存在 一 个 由 单 形 构成 的 集合 , 记 
为 K, 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) 车 单 形 TC K, 则 工 的 任 一 个 9 维 面 也 属于 K; 

(2) K 中 任 两 个 单 形 在 M 中 规则 地 相处 ， 
则 K 称 为 M 的 一 个 单纯 复 形 . 若 工 C K 作为 子 集 也 是 一 个 复 形 , 则 称 为 K 的 子 
复 形 . 特别 地 , 名 K 中 元 素 作 为 集合 履 首 M: 


M= (JP 
LEK 

则 K 称 为 M 的 一 个 单纯 谢 分 (或 方 体 放 分 ), 记 为 M = |K|. 此 时 M 称 为 可 齐 分 
空间 . 

M 上 的 单纯 复 形 K 中 的 元 素 , 即 单 形 , 有 两 重 身 份 : 作为 M 的 子 集 它 是 M 
上 的 几何 对 和 象 , 作为 K 的 单 体 它 可 作为 一 个 代数 对 象 . 

令 KK 是 一 个 复 形 . K 的 全 体 维 数 和 g 的 单 形 构成 KK 的 一 个 子 复 形 , 叫做 K 
的 9 维 骨架 , 记 为 Ka. 当天 = K" 时 , K 称 为 n 维 复 形 . 零 维 骨架 KK'0) 中 的 单 形 
称 为 KK 的 顶点 . 

例如 , 当 K 是 一 个 n 维 方 体 T" 及 其 所 有 面 构成 的 复 形 , 则 KK 的 mn 一 1 维 骨 
架 K"-1 就 是 方 体 边界 9Tr" 上 的 一 个 单纯 剖 分 . 

注 2.1 可 前 分 空间 非常 普遍 . 所 有 的 流 形 都 是 可 齐 分 的 , 这 是 因为 任 一 个 流 
形 上 都 允许 存在 一 个 球体 覆盖 , 即 若 M 是 一 个 n 维 流 形 , 则 存在 M 的 一 个 可 数 
开 履 盖 {U;}, 使 得 任何 有 限 个 元 的 交 Ui, nn U， 都 与 一 个 n 维 开 球 同 胚 2. 特 
别 地 , 当 M 是 紧 流 形 时 , M 上 可 取 到 一 个 有 限 开 球 覆盖 . 这 意味 着 一 个 紧 流 形 M 
是 有 限 可 襄 分 空间 , 即 M 的 单纯 谢 分 KK 的 元 素 是 有 限 的 . 

议 M 和 是 两 个 拓扑 空间 , 而 


FT NT9? = | 


f:M— N 
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是 一 个 同 胚 . 者 KK 和 工分 别 是 M 和 NN 的 单纯 剖 分 , 即 M = |K|, N = |Ll, 并 且 
f 可 诱导 出 一 个 从 KK 到 工 上 的 一 一 对 应 映射 


TT— f(T)eL, vlexk, 


则 K 与 工 称 为 同 构 的 复 形式 . 
2.1.3 ”单纯 同调 群 


令 M 是 一 个 nn 维 可 齐 分 空间 , K 是 M 的 一 个 单纯 谢 分 , 又 设 G 是 一 个 可 交 
换 加 法 群 . 记 Cx(M,G) 是 以 KK 的 上 维 骨 架 K* 中 元 素 为 基 展 , 以 G 为 系数 所 张 
成 的 群 , 表达 如 下 : 


Cx(M, Cr ) 一 (Ter Qi EG, 1;Ee re ， 


这 里 于 asT; 是 有 限 个 元 素 之 和 , 即 只 有 有 限 个 ui # 0, 加 法 运算 定义 为 


DoTi+ >_ BiTi= > (oi + Bi)Ts 


1 


此 时 , C4(M,G) 称 为 M 上 复 形 K 的 上 维 链 群 , 其 元 素 称 为 k 维 链 
下 面 在 Cx(M,G) 上 定义 边缘 算 子 . 若 工 : 产 一 M 是 一 个 大 维 方 体 , 则 可 定 
义工 的 边缘 链 9T 如 下 : 


oT = > (-1)'(OT — iT) (2.1.23) 


其 中 60r 和 691T 如 (2.1.22) 所 定义 . 将 (2.1.23) 的 边缘 算 子 线性 延 拓 到 链 群 的 元 素 


如 下 : 
O [> a | 一 >》 oiOT;, 
则 可 导出 链 群 的 一 个 同 态 , 称 为 边缘 同 态 : 
O :Cr(M,G)— Cr_i1(M,G). (2.1.24) 


注 2.2 ”因为 G 是 加 法 群 , G 中 每 个 非 零 元 素 都 有 正 负 号 土 . 男 一 方面 , 就 如 
在 2.1.1 小 节 中 介绍 的 那样 , 可 赋予 M 的 单纯 前 分 K 一 个 定 同 . 于 是 维 链 群 中 
的 每 一 个 单 链 aT e C4(M,G), 车 a >0 则 ar 可 几何 地 解释 为 a 个 正定 问 的 单 形 
,而 -ar 则 为 a 个 负 定 向 的 工 

注 2.3 ” 当 在 单纯 剖 分 K 上 指定 一 个 定 同 后 , Te 的 一 1 维 面 相对 I* 就 有 
正 向 面 和 负 向 面 . T* 在 每 一 个 i 方向 都 有 两 个 面 09T* 和 OiT*, 其 中 一 定 有 一 个 
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是 正 向 面 , 而 另 一 个 是 负 向 面 . 这 就 为 边缘 算 子 定义 (2.1.23) 的 几何 解释 提供 了 方 
便 : 9T* 的 意义 是 了 所 有 正 回 面 与 负 回 面 的 代数 和 . 

对 于 由 (2.1.23) 所 定义 的 边缘 同 态 (2.1.24), 我 们 希望 具有 如 (2.1.20) 那样 的 
性 质 . 这 了 吏 是 下 面 的 引 理 . 

引 理 2.1 由 (2.1.23) 所 定义 的 边缘 同 态 (2.1.24) 满足 性 质 (2.1.20), 也 就 是 
说 , 对 任何 维 链 co e Ck(M,G) 部 有 9(6c) = 0. 

证 明 ”只 需 对 任意 有 维 方 体 工 证 明 


3(aT) = 0. (2.1.25) 
首先 , 对 k= 1 和 2 进行 计算 有 个 感性 认识 . 当 k= 1 时 , 有 
or =T*(1) — TT (0). 
而 零 维 单 形 的 边缘 为 零 . 因此 8(6T1) = 0. 当 上 k=2 时 , 由 (2.1.22) 可 知 
oT? = TT?(1,t2) — TT*(0,t2) + IT*(t1,0)— I*(ti,1). 


k—l 
> -VI(O0T + — O70T — 0;0;T). 


1 二] ?7 一] 


再 由 (2.1.22), 对 任 7 < 及 s=0 或 1 有 
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因此 , 对 7 < i 可 得 


于 是 得 到 


这 就 是 (2.1.25). 引 理 证 毕 . 
现在 引入 下 面子 群 


Zr(M, Cr ) 一 {a C Cxr(M. G)| Oo = 0}, 
Bi(M,G) = {o € Ci(M,G)| o = 066 对 某 个 € € Ci4i(M, G)}, 


这 里 Zi(1M,G) 称 为 k 维 闭 链 群 ， Bi (MM,G) 称 为 大 维 边缘 链 群 , 其 元 素 分 别称 为 团 
链 与 边缘 链 . 由 引 理 2.1, Bx (M,G) 是 Zr(M,G) 的 子 群 : 


Bi(M, Cr ) C Zr(M, G). 


因为 Zr(M,G) 和 Bi(M,G) 都 是 可 交换 群 , 因此 可 以 在 Zi(MM,G) 上 作 关 于 Bi(M， 
G) 的 商 群 . 这 碗 是 M 上 的 同调 群 , 它们 定义 如 下 . 

定义 2.2 令 M 是 一 个 可 剂 分 空间 , K 是 M 上 的 一 个 单纯 谢 分 .又 设 
Zr(M,G) 和 Bi(M,G) 分 别 是 单纯 前 分 K 上 以 可 交换 加 群 G 为 系数 的 有 维 团 
链 群 和 边缘 链 群 . 则 下 面 商 群 : 


Hi(M,G) = Zr(M,G)/Bi(M,G), 0<k<dimM., 
Hi(M,G)=0, vk> dim M 


定义 为 M 上 以 G 为 系数 的 单纯 同调 群 ，Hi(M,G) 称 为 k 维 同 调 群 

从 定义 2.2 可 以 看 出 , 当 G = Ri 是 实数 群 时 ,Hi (MM,G) 就 是 2.1.1 小 市 中 所 
介绍 的 同调 群 , 并 且 它 的 本 质 就 如 (2.1.3) 所 描述 . 同时 也 可 知 Hx(M, R) > R™. 我 
们 自然 要 问 , m 是 否 为 一 个 有 限 数 ? 当 M 是 有 限 可 剖 分 空间 时 (或 M 为 一 个 有 肾 沉 
形 ), m 一 定 是 有 限 的 . 而 当 M 是 无 限 可 齐 分 空间 时 (或 为 非 索 流 形 ), m 也 可 以 是 
无 穷 大 . 例如 , 一 个 具有 无 穷 多 个 孔 的 二 维 环 面 , 其 一 维 同 调 群 就 是 无 穷 维 的 . 
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群 的 结构 是 同调 群 的 基本 问题 . 下 面 的 定理 就 是 这 方面 的 基本 结 采 . 以 后 总 是 
用 Z 表示 整数 群 , Zu。 表示 q 阶 有 限 循环 群 , 即 


Za 一 {0, 十 1 ,十 dl a+b=k mod (+q)}. 


所 谓 a 十 b= 二 kk mod (g) 碗 是 指 当 a 二 b=mgq+k(0<k<g,m 为 整数 ), 则 在 Da 
中 wu 十 = 大 

令 M 是 一 个 紧 流 形 , 因而 M 上 的 单纯 前 分 K 是 有 限 的 . 此 时 K 上 的 链 群 
Ci(M,G)，Zr(M,G)，Bx(M,G) 都 是 有 限 生 成 群 . 因此, 么 流 形 M 上 的 单纯 同调 
群 Hi(M,G) 也 是 有 限 生 成 群 . 根据 代数 学 中 有 限 生成 群 的 基本 结果 , 对 于 同调 群 
的 结构 有 如 下 定理 . 

定理 2.1 令 M 是 一 个 紧 流 形 . 则 M 的 & 维 单纯 同调 群 有 如 下 直 和 分 解 : 

Hi(M,R)=R'B:..:@R =R", m= ph, 


~ 
Bk 


Hi(M,7Z) = 2Z@:...@2Z92, 和 .9Z (2.1.26) 


Bk 


这 里 Bi > 0 是 Hi(M,G) 的 维 数 , 称 为 上 维 Betti 数 , Z, 称 为 Hi (M,Z) 的 抄 子 
和 群 ， 它 是 阶 数 为 Di 的 有 限 循 环 群 ， Di 整除 Pit+1-: 

注 2.4 ”在 定理 2.1 中 关于 Hi (M,Z) 挠 子 群 的 结论 : p; 整除 pi.1, 并 不 意味 
看 Hi.(M,Z) 不 含 这 样 的 抄 子 群 : 


pl 中 po ， 其 中 D1 不 整除 D2. 
事实 上 , 由 群 论 的 知识 可 知 , 当 pi 与 pz 互 素 时 , 有 
ni OD bp, ~ bp, D 一 D1D2. (2.1.27) 


因此 定理 2.1 的 结论 是 在 群 的 同 构 意义 下 的 . 
为 了 更 好 地 理解 关系 式 (2.1.27), 下 面 给 出 一 个 例子 . 我 们 知道 


现在 取 Z2 @ Zas 中 元 勾 按 下 陈 排列 : 


C0 一 (0, 0)， C1 一 (a1, 51)， C2 一 (0, b2), 
C3 一 (a1, 0), C4 二 (0, b1), C5 一 (a1, b2). 
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容易 验证 , e; 的 运算 满足 下 面 关 系 : 
E0 十 6 三 61 6 十 6j 三 6Ek 这 里 i 十 7 = mod (6). 
因此 {e;| 0 < 7 < 5} 与 Z6 群 同 构 . 这 就 推出 
po DB Za TT be. 

在 定理 2.1 中 注意 到 , (2.1.26) 中 整 系数 同调 群 Hi(M,Z) 中 含有 Z, 找 子 群 . 
在 (2.1.3) 中 知道 , Hi(M, RR) 的 生成 元 5 是 M 的 一 个 可 定 问 广义 非 边 紧 子 流 形 . 
实际 上 , Hi(M, R) 的 生成 元 也 是 Hi (M,Z) 中 自由 子 群 Zm(m = dim H(M, R)) 的 
生成 元 . 我 们 自然 要 问 , Hi (M,Z) 的 Z, 挠 子 群生 成 元 的 实质 意义 是 什么 ?及 用 链 
群 及 其 边缘 算 子 9 的 概念 就 可 解释 这 一 问题 . 实质 上 , 一 个 维 Z, 找 子 群 的 生成 
元 5* 是 一 个 上 维 可 定向 紧 子 流 形 , 并 且 按 如 下 意义 是 p 配 边 的 , 通俗 地 讲 , 吏 是 
D 个 5 可 以 在 M 中 国 一 个 KE 上 +1 维 区 域 . 数学 上 严格 地 讲 , 吏 是 存在 M 中 一 个 
kk 十 1 维 子 空间 TC M, 并 且 


使 得 
OT = 二 p5*，p 为 Z 的 阶 数 ， 


这 里 9 为 链 群 上 的 边缘 算 子 . 此 时 , 可 定 辐 广义 非 边 紧 子 流 形 世 个 定义 为 区 在 M 
中 对 任何 p > 1 都 不 是 bp 配 边 的 , 也 称 为 区 是 目 由 紧 子 流 形 . 在 2.2 证 将 更 详细 地 
讨论 这 个 话题 
2.1.4 ”单纯 同调 群 的 拓扑 不 变性 
建立 了 单纯 同调 群 后, 接 下 来 要 做 的 事 就 是 证 明 Hi(M,G) 与 M 上 所 取 的 单 
纯 剖 分 方式 无 关 , 并 且 它 是 一 个 拓扑 不 变量 . 实际 上 , 当 证 得 Hi(M,G) 与 M 的 前 
分 无 关 时 , 再 证 明 同 调 群 的 拓扑 不 变性 就 变 得 简单 了 . 这 是 因为 对 M 上 的 任 一 早 
纯 剖 分 K, 在 同 胚 映射  : M 一 N 作用 下 , 诱导 出 N 上 一 个 单纯 前 分 L, 使 得 K 
与 工 同 构 , 这 里 工 可 表示 如 下 : 
L={TIT= for,Te kK)}. 
进一步 , 单纯 复 形 的 同 构 
f:K—oL, f(T)= /fol 
诱导 出 链 和 群 、 财 链 和 群 及 边缘 链 和 群 之 间 的 同 构 
fa : Cx(M,G) — O(N,G), 
fi : Zr(M,G) — Zi(N, GG), 
f. : Br(M,G) — Br(N,G). (2.1.28) 
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然后 , 从 (2.1.28) 的 同 构 诱导 出 M 与 N 同调 群 之 间 的 同 构 


(2.1.29) 


因此 , 剩 下 来 要 做 的 事情 就 是 证 明 埃 .(M,G) 与 M 上 的 剖 分 方式 无 关 . 首先 从 
直观 的 角度 来 观察 这 一 点 .由 (2.1.3) 可 知 , Hi(M, R) 的 生成 基 是 由 M 上 所 有 
维 自 由 紧 子 流 形 类 组 成 因此, 只 要 能 够 证 明 M 的 任何 单纯 训 分 K 可 以 者 新 M 
的 每 一 个 自由 紧 子 流 形 类 , 便 可 证 得 (MR) 与 KK 无关. 所谓 K 才 盖 M 的 紧 子 
流 形 类 是 指 对 任 & 维 紧 子 流 形 5* C M, 在 等 价 类 [5*] 中 都 存在 一 个 代表 元 , 仍 
记 为 5*, 使 得 

2 一 TY 十 .二 IT， I*rEeK, 1l1<&igm. (2.1.30) 


这 个 表达 式 的 直观 意思 是 5* 可 用 K 中 的 大 维 方 体 规则 地 排列 而 成 . 事实 上 ,大 KK 
能 和 窗 益 M 的 每 个 紧 子 流 形 类 , 则 M 的 所 有 上 自由 紧 子 流 形 类 都 可 表达 成 如 (2.1.30) 
的 形式 , 因而 可 作为 K 上 的 闭 链 成 为 Hi (MM, RR) 的 生成 元 基底 . 因为 自由 紧 子 流 形 
类 的 个 数 与 上 无关, 故 Hk(M, RR) 与 K 无 关 . 

下 面 给 出 单纯 同调 群 的 拓扑 不 变性 定理 .该 定理 的 证 明 就 是 建立 在 上 面 分 析 
的 基础 之 上 , 是 将 直观 的 感觉 转化 为 形式 化 的 数学 过 程 . 为 了 保证 清晰 匈 懂 , 其 中 
步骤 有 些 跳 跃 . 

定理 2.2 令 M 是 一 个 n 维 流 形 . 则 M 的 单纯 同调 群 Hi(M,G) 与 M 的 
单纯 前 分 K 选取 无 关 . 特别 地 , 若 f : M 一 N 是 一 个 同 胚 , 则 可 诱导 出 一 个 同 构 


fi: Hi(M,G) — Hi(N,G), Vk>0, 


这 里 f 就 如 (2.1.29) 所 定义 的 那样 

证 明 ”只 需 证 明 Hi(M,G) 与 单纯 谢 分 无 关 . 为 了 简单 , 不 妨 只 对 M 是 蛇 流 
形 进 行 . 该 证 明 分 为 下 面 三 步 进行 . 

第 一 步 . 在 M 上 作 加 细 再 剖 分 . 令 K 是 M 的 一 个 单纯 谢 分 ，M 上 的 男 一 个 
剖 分 天 ' 称 为 天 在 第 ;个 方 回 的 加 细 再 前 分 , 者 对 K 中 每 个 n 维 方 体 T: 严 一 M 
在 志方 癌 再 作 如 下 方 体 训 分 : 


I’ =Totj:I"—» M, j=1,2, 1&ign, (2.1.31) 
其 中 &; : I" 一 JI? 是 一 个 嵌入 , 定义 为 


ca(Im) = {a bemo<te<l, 
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即 cj 将 I? 同 胚 地 映 到 I" 中 0<t< ; 的 半 个 方 体 上 .而 6 将 1" 映 到 > < 如 <1 
的 另 半 个 方 体 上 . 方 体 I* 上 前 分 (2.1.31) 的 几何 直观 如 图 2.5 所 示 , 而 K 的 i 方 
向 加 细 再 痢 分 , 记 为 D;K, 如 图 2.6 所 示 . 


TE 一 一 一 > 
0 1 1 lt, 
2 


图 2.5 &i1 将 I* 映 到 IT* 中 阴影 的 一 半 上 , &i2 将 I* 映 到 男 一 半 上 


C d C e dd 
一 一 一 
| I 

K DK 


图 2.6 图 中 虚线 表示 i 方 站 再 训 分 面 


第 二 步 . 证 明 同调 群 在 加 细 再 谢 分 下 不 变 . 分 别 记 Hi(K) 和 Hi(DiK) 为 M 
上 前 分 K 和 它 的 加 细 齐 分 D;K 的 同调 群 . 显然 作为 链 群 


Ck(K) CC Cr(DiK). (2.1.32) 


这 里 的 包含 是 在 如 下 意义 : 若 单 形 o e K 在 加 细 章 分 中 没有 变 , 例如 像 在 图 2.6 中 
单 形 o = ac, 则 有 
CI € Crk(K) ~—>0 Cxr( DiK ); (2.1.33) 


若 o 被 前 分 为 两 个 单 形 (在 D;K 中 , o 或 者 不 变 , 或 者 被 谢 分 为 二 ), 例如 像 图 2.6 
中 0 二 ab = ae 十 ec, 则 定义 


o ECA(K)So= ot+0 € Cr(K), (2.1.34) 


其 中 oi 与 os 是 o 训 分 出 的 两 个 单 形 . 
由 (2.1.33) 和 (2.1.34) 定义 的 包含 关系 (2.1.32) 意味 着 K 的 闭 链 群 与 边缘 链 


Zr(K) C Zr (DiK), (2.1.35 ) 


ar 


Bi(DiK) = Br(K)+ Bi,, (2.1.36) 
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这 里 Bk 是 如 下 定义 的 边缘 链子 群 


即 Bi 是 由 加 细 章 分 D;K 中 所 有 前 分 为 二 的 大 十 1 维 单 形 边缘 的 基底 所 生成 . 从 
(2.1.36) 可 以 推 知 


Zr (DiK)/Bi(DiK) = Zr(DiK)/BK(K). (2.1.37) 
由 (2.1.35) 和 (2.1.37) 可 知 
Hi(K) C Hi(DiK). 
再 根据 (2.1.37), 如 果 证 明 对 任意 生成 元 ce Zi(DiK), 存在 5 € Zk(K) 使 得 


oo 一 GE€ Bi(DiK)， 即 0o 与 9 同调 ， 记 为 o ~ 6， (2.1.38) 


那么 兢 证 得 Hi(K) ~ Hi (DiK). 
关系 式 (2.1.38) 可 用 挤 到 K 上 方法 证 得 . 我 们 知道 闭 链 群 的 生成 元 都 可 取得 
是 如 下 形式 : 
go = 二 帮 十 … 十 Tm， Ii(1<i<m) 是 k 维 单 形 . (2.1.39) 


同时 在 图 2.6 看 到 所 有 虚线 所 标的 单 形 , 如 ee', 与 K 中 垂直 于 & 和 轴 的 单 形 相 邻 且 
平行 . 这 两 点 就 很 清楚 地 保证 了 (2.1.38) 的 成 立 . 下 面 还 是 具体 地 给 出 (2.1.38) 的 
证 明 方 法 . 

令 o € Zr(DiK) 是 一 个 如 (2.1.39) 所 表示 的 财 链 . 假设 o 的 茶 一 片段 


0 一 十 [十 TH1 十 DJ+2 十 IJ+3 十 
是 如 图 2.7 所 示 , 那里 虚线 代表 加 细 齐 分 面 ， 
[十 2 一 CC2CL3， Ta3 一 W304 (2.1.40) 


代表 DiK 中 的 维 单 形 , 而 


/ 
人 -一 C1LC243L1 


是 D;K 中 一 个 上 十 1 维 单 形 . 显然 
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1 ; 十 | 十 Lj+2 十 1 j+3 一 (I 十 a1Q1 十 a1 a3 十 0Q3Q4 ) (2.1.42 ) 
=Q1Q2 十 Q2Q3 一 Ql1a] 一 Q1Q3 
一 Qla2 十 az2a3 十 aaa1 十 Q1al 


-8A (由 (2.1.41)， A € DiK. 


注意 到 
[j++aia’ 十 aia3s 十 asa4 € Ck(K), 


则 对 o 的 每 个 片段 采用 类 似 于 (2.1.42) 的 挤 到 入 上 就 可 证 得 (2.1.38) 
第 三 步 . 最 后 证 明 M 上 任 两 个 单纯 剖 分 K 与 工 产 生 的 同调 群 同 构 . 由 第 二 
步 归 纳 地 可 知 , K 的 同调 群 与 K 的 任意 次 加 细 裔 分 


DK = D;...D;K 


产生 的 同调 群 相同 . 因为 M 假设 是 紧 的 , 若 对 i= 1,… ,n 各 个 方 回 都 循环 加 细 齐 
分 , 则 当 mm 一 oo 时 mm 次 加 细 衣 分 DK 的 所 有 单 形 直径 趋 于 零 . 这 意味 看 对 任 
意 Hi(L) 的 一 个 生成 元 TC M, 存在 闭 链 ce Zr(DW™K) 使 得 


lim om = 二 了， 作为 M 上 集合 ， (2.1.43) 


ri— OO 


并 且 om 在 Zr(DW™K) 中 不 同调 于 零 (对 m 充分 大 ), 否则 可 推出 工 在 Zi(DWK) 
中 同调 于 零 (对 ! 充分 大 ). 反之 亦 然 , 对 任 生 成 元 ce Hi(K) 存在 闭 链 Te 
Zr(DWL) 使 得 

lim Tv 一 aa， 在 M 中， (2.1.44) 


而 且 Tj 不 同调 于 零 . 关系 式 (2.1.43) 和 (2.1.44) 给 出 Hi.(K) 和 Hi(L) 之 间 一 个 
一 一 对 应 , 这 意味 着 
Hi(K) 一 Hi(L). 


因此 M 上 同调 群 艳 (M,G) 与 M 上 单纯 剖 分 方式 无 关 . 定理 证 毕 . 

注 2.5 ”这 里 关于 同调 群 所 采用 的 处 理 方法 与 传统 方法 在 技术 上 有 两 个 方面 
的 差别 : (1) 传统 的 是 三 角 剖 分 , 这 里 使 用 的 是 方 体 剖 分 ; (2) 传统 方法 是 在 多 面体 
上 直接 进行 单纯 剖 分 , 而 我 们 采用 方 体 映射 的 方法 . 尽管 在 有 些 书 中 也 采用 过 方 体 
判 分 和 映射 方法 , 但 是 关于 同调 群 拓扑 不 变性 的 证 明 仍 是 古典 方法 . 而 在 这 里 关于 
定理 2.2 的 证 明正 是 利用 了 方 体 映 射 训 分 的 优点 , 整个 过 程 直观 简单 . 关于 古典 的 
不 变性 证 明 , 可 参见 文献 [2, 12, 27, 36]. 该 方法 的 核心 是 建立 单纯 前 分 的 重心 重 分 
(相当 于 这 里 的 加 细 齐 分 ) 以 及 映射 的 单纯 盟 近 . 整个 过 程 很 复杂 
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2.1.5 Euler 示 性 数 及 Euler-Poincaré 公式 


有 了 同调 群 的 拓扑 不 变性 , 就 可 以 从 M 的 单纯 复 形 K 引入 一 个 重要 的 拓扑 
不 变量 , 称 为 Euler 示 性 数 . 这 个 不 变量 最 早 是 Euler 在 1750 年 在 多 面体 上 发 现 
的 . 图 2.8 给 出 两 个 球面 多 面体 , 它们 看 起 来 很 不 相同 . 但 是 Euler 发 现 , 如 果 将 它 
们 的 顶点 数 ro 减 去 棱 数 mm, 再 加 上 面 数 r。, 则 这 两 个 多 面体 所 得 数 都 是 2, 即 


70 一 71 十 72 = 二 2. 


图 2.8 


这 个 数 被 发 现 对 所 有 球面 多 面体 都 成 立 , 同样 对 一 个 轮胎 面 的 多 面体 进行 观察 , 这 
个 数 ro -ri +ra = 0. 并 且 只 要 是 一 个 同 胚 于 轮胎 面 的 多 面体 , 这 个 人 I 就 不 变 . 进 
一 步 研究 发 现 , 对 二 维 多 面 体 K, 这 个 数 


X( 玫 ) 三 7o 一 71 十 72 (2.1.45 ) 


是 一 个 拓扑 不 变量 

由 (2.1.45) 定义 在 二 维 多 面 体 上 的 数 称 为 Euler 示 性 数 ， 它 可 以 推广 到 任意 一 
个 紧 流 形 上 . 下 面 给 出 它 的 一 般 定义 . 

定义 2.3 令 M 是 nn 维 紧 流 形 (也 可 是 一 个 有 限 可 宅 分 空间 ), K 是 M 的 一 
个 单纯 剖 分 . 记 m (0 <k<n) 是 天 中 大 维 单 形 的 个 数 , 则 


X(M) = 》 (一 TD) mx (2.1.46) 


k=0 
定义 为 M 上 的 Euler 示 性 数 . 
如 果 直 接 从 定义 (2.1.46) 很 难 验证 Euler 示 性 数 的 拓扑 不 变性 . 然而 下 面 定理 
给 出 的 Euler-Poincaré 公式 将 (2.1.46) 与 同调 群 的 Betti 数 联 系 起 来 , 使 得 Euler 
示 性 数 的 重要 性 变 得 更 突出 了 . 
定理 2.3 nn 维 紧 流 形 M (或 有 限 可 剖 分 空间 ) 的 Euler 示 性 数 满 足下 面 Euler- 


Poincaré 公式 
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这 里 Bi = dim Hn(MM,R) 是 MM 的 k 维 Betti 数 . 
证 了 明 ” 简 记 Ck，2Zk，Bk 和 Hi 分 别 为 实 系 数 的 上 维 单 纯 链 群 、 闭 链 群 、 边 毕 
链 群 , 及 同调 群 . 由 定理 2.1, 它们 都 与 欧 氏 空间 同 构 . 因此 , 由 下 面 的 关系 : 
Ck = Lk DB Ck/ Lk, 
Lx = Br DLr/ Br = Br DHE, 
Cxk/Zk 二 Bk_1 (因为 6(Ck/2Zx) = Bk-1); 


可 以 推 得 


dim Cr = dim Zr + dim (Ck /Zk) 一 dm ZLx + dim Br_i1, 
dm 大 一 dm Br dim Her. 


因为 dim Cx = AM 中 上 大 维 方 体 个 数 , 则 


dim Ck 二 7k， dim Hr 一 Ok. 


于 是 有 
rk = Bx + dim Bx + dim Bri1. 
注意 到 dim BB, 一 0, dim B_i 一 0, 可 得 


也 


>》 (一 1]) Dj 


上 一 0 


<、 
S 
| 


这 就 得 到 Euler-Poincaré 公式 . 
2.1.6 ”奇异 同调 群 


前 面 介 绍 了 单纯 同调 群 , 现在 介绍 奇异 同调 群 . 后 者 的 优点 束 是 它 可 定义 在 所 
有 拓扑 空间 , 而 前 者 只 能 定义 在 可 剂 分 空间 . 此 外 , 奇异 同调 群 的 定义 简单 , 它 所 涉 
及 到 的 概念 较 少 , 并 且 拓 扑 不 变性 的 证 明 非 常 简单 . 然而 它 的 缺点 也 很 突出 : 抽象 
和 和 不易 从 它 发 现 新 的 定理 , 如 Euler-Poincaré 公式 等 . 两 种 同调 群 在 可 剂 分 空 国 上 
是 同 构 的 . 

令 M 是 一 个 拓扑 空间 . 在 M 上 定义 一 个 有 维 奇 弄 单 形 束 是 给 定 一 个 连续 
上 映 射 


[大 一 


这 里 I* = [0,1 是 一 个 维 方 体 ,下 不 一 定 要 求 是 散 入 (这 就 是 叫 奇异 的 原因 ). 
设 G 是 一 个 加 法 交换 群 , 记 Sx(M,G) 为 M 上 所 有 维 单 形 作 生 成 元 , 以 G 
为 系数 群 所 生成 的 群 : 


9 第 2 章 同调 理论 


Sx(M., G ) 一 {Der Qi E G, ] ， 为 M 上 k 给 厅 腊 单 形 ， ) k 之 0， (2.1.47) 


这 里 aiT; 是 有 限 个 元 素 之 和 , 加 法 运算 为 


此 时 , Si (MM,G) 称 为 M 的 大 维 奇 异 链 群 , 其 元 素 为 & 维 奇 异 链 . 这 里 两 个 奇异 单 
形 Ti 与 Ts 称 为 相等 是 指 映射 相等 , 这 与 单纯 复 形 的 情形 不 一 样 . 
类 似 于 单纯 链 群 , 在 奇异 链 群 S14 (1M,G) 上 定义 边缘 同 态 


O :Si(M,G)— Sr_i1(M,G), (2.1.48) 
如 图 (2.1.23), 即 对 上 维 单 形 工 : I* 一 XX, 定义 


OT = > (-1)(To&? -Toé,), (2.1.49) 


Ei (ti ,tri1) = (ti til, s,ti, ,tk—1). 


如 同 引 理 2.1, 对 于 边缘 同 态 (2.1.48) 容 匈 验证 


0* = 0. (2.1.50) 

现在 必须 注意 ， 如 果 按 照常 规 那 样 ， 从 (2.1.48) 和 (2.1.50) 直接 定义 奇 懂 同 
| 的 核 
Hi(M,G) 一 砚 顶 | 


就 会 出 现 这 种 事情 , 即 当 M = p 是 一 个 点 时 , 由 于 对 任 大 维 常 值 单 形 工 : 1* 一 p， 
在 (2.1.49) 作用 下 6T = 0, 因而 工 是 Hi(M,G) 的 生成 元 , 即 


‘+:C ori(M,G)C Sk(M,G) C Skr1(M,G ) (CC …' ， 


因此 为 了 避免 上 述 困境 出 现 , 必须 从 Si(M,G) 中 抹 去 Si_1(M,G). 换 句 话说 , 需 
要 作 商 群 如 下 : 


yt 


Ci(M,G) = Si.(M,G)/Sik_1(M,G). (2.1.51) 
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显然 9 限制 在 Cx(M, G) 仍 是 一 个 同 态 : 
0 :GM,G) — Cr_i(M,G). 


现在 由 (2.1.50) 可 以 定义 奇 弄 同 调 群 如 下 . 
定义 2.4 令 M 是 一 个 拓扑 空间 . 则 在 M 上 可 定义 以 G 为 系数 群 的 同调 
和 群 , 称 为 育 开 同调 群 , 如 下 : 


Zi(M, G ) 一 {a C Cx (M, G)| Oo = 0 上 
Bi(M,G)= {o € COC.(M,G)|o = 00, 90€ Cri(M,G)}. 


下 面 证 明 奇 异同 调 群 的 拓扑 不 变性 及 伦 型 不 变性 . 

令 M 和 是 两 拓扑 空间 , f : M 一 入 是 个 连续 映射 . 显然 , 对 M 上 的 一 个 
k 维 单 形 工 : 天 一 M foT:I*- NN 是 N 上 一 个 k 维 单 形 , 并 且 将 的 边缘 
映 为 foT 的 边缘 , 即 


它 可 诱导 出 同调 群 之 间 的 一 个 同 态 
fs : Hr(M,G) — Hy(N,G). 


显然 映射 的 诱导 同 态 有 如 下 性 质 : 
(1) 恒 等 映 射 id : M 一 M 诱导 出 恒 等 同 态 


id : Hi (M,G) — Hx(M,G): (2.1.52) 
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(2) 两 个 映射 f:M 一 N,g :NN 一 六 的 复合 fo9:M 一 XX 诱导 出 复合 同 态 


从 上 面 的 性 质 立 刻 可 以 证 得 下 面 奇异 同调 群 的 拓扑 不 变性 定理 . 
定理 2.4 令 j:M 一 是 一 个 同 胚 , 则 了 的 诱导 同 态 


fs : Hi(M,G) — Hi(N,G) 


是 一 个 同 构 . 因而 Hi(M,G) 是 拓扑 不 变量 . 
证 朋 ”因为 f:M 一 NN 是 同 有 夭 , 故 有 


fof '=id:N—o oN, fiof=id:M—M. 
因此 有 (2.1.52) 和 (2.1.53) 可 知 


frof-!=id,: Hi(N,G)— Hi(N,G), 
frlof,=id,:H:(M,G)— H:(M,G). 


这 就 证 明了 f: Hx(M,G) 一 Hx(N,G) 是 一 个 同 构 . 定理 证 毕 . 

为 了 证 明 Hi(M,G) 的 伦 型 不 变性 ( 比 拓扑 不 变性 更 一 般 的 结果 ), 下 面 介 绍 映 
射 的 同 伦 及 拓扑 空间 伦 型 等 相关 概念 . 

定义 2.5 设 fo, 有 :MM 一 NW 是 两 个 映射 . 称 fo 与 有 是 同 伦 的 , 记 为 
fo ~ 五, 者 存在 一 个 连续 映射 五 : M x [0,1] 一 N, 使 得 


H(zx,0) = fo(z), 万 (zZ1) = 万 (Z)，VYZE AM 


此 时 , 五 (z,t) 称 为 fo 到 i 的 一 个 伦 移 . 

同 伦 的 概念 是 拓扑 空间 中 的 子 空间 连续 形变 现象 的 抽象 . 从 定义 容易 看 出 , 看 
io 与 有 i 同 伦 , 则 的 像 fo(M) 在 NN 中 可 以 连续 地 形变 到 户 的 像 有 (M) 上 . 例 
如 ,一 根 像 上 及 筋 缠 绕 在 一 个 轮胎 面 上 就 可 看 作 是 一 个 映 峰 


f:5: 一 全 


生活 经 验 告 诉 我 们 , 缠 了 几 轿 的 橡皮 筋 在 不 扯 断 条 件 下 在 轮胎 面 上 只 能 连续 形变 
到 仍然 是 绕 了 n 图 的 另 一 种 状态 . 也 就 是 说 , 代表 两 种 橡皮 圈 颖 经 的 映射 fo， 有 i : 
91 一 72 是 同 伦 的 , 其 基本 条 件 就 是 fo 与 有 的 缠绕 圈 数 相等 , 同 伦 是 拓扑 学 中 基 
本 概念 之 一 , 在 下 一 章 将 专门 讨论 这 个 方面 的 诛 题 . 

有 了 同 伦 概念 后 , 就 可 以 介绍 两 个 拓扑 空间 的 同 伦 等 价 的 概念 , 它 是 同 胚 概念 
的 推广 . 所 谓 伦 型 不 变性 就 是 指 两 个 同 伦 等 价 的 拓扑 空间 之 间 的 同调 群 是 同 构 的 . 
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定义 2.6 ”大 两 个 拓扑 空间 之 间 存 在 一 对 映射 1:M 一 六 及 9:N 一 M, 使 
得 两 个 复合 映射 fog 与 go f 都 与 恒 等 映 射 同 伦 
fog~id:NoN, gof~id:M ooM. 
则 称 M 与 入 是 同 伦 等 价 , 或 者 说 它们 有 相同 伦 型 , 记 为 M ~ N. 
显然 , 若 M 与 N 同 胚 , 则 M 与 N 是 同 伦 等 价 . 但 是 同 伦 等 价 并 不 意味 看 同 


胚 . 例如 一 个 ” 维 圆 盘 D” 就 与 一 个 点 p 同 伦 等 价 . 这 是 因为 D” 能 够 连续 收缩 
到 D" 中 一 点 p, 即 存在 一 个 同 伦 五 : D" x [0,1] 一 D", 使 得 


H(z,1)=7, H(7x,0)=w, vzrE€ED.. 
这 样 , 常 值 映 射 f : D" 一 p 及 包含 映射 g :p 一 D" 满足 同 伦 等 价 关 系 : 


fo0g=id:p—=7, 
gof=H(.,0) 和 H(.,1)=id:D”"—D.. 


从 这 个 例子 可 以 看 到 , 若 N CcC M 是 一 个 子 流 形 , 并 且 M 可 连续 收 绚 到 N 上 , 则 
M 与 N 是 同 伦 等 价 的 . 例如 M x D" 就 与 M 同 伦 等 价 . 

下 面 引 理 在 证 明 同 调 群 伦 型 不 变性 是 关键 的 , 它 表 明 一 个 同 伦 诱导 出 同调 群 之 
间 相 同 的 同 态 . 

引 理 2.2 令 f~g:M 一 NW 是 一 个 同 伦 , 则 它们 次 导出 相同 的 同 态 


f. = 9; : Hi(M,G) — Hxi(N,G). 


该 引 理 从 直观 上 看 是 显然 的 . 实际 上 , 当 M 是 流 形 时 , Hi(M,G) 的 生成 元 也 
是 可 定向 非 配 边 的 紧 子 流 形 . f ~ o : M 一 NW 的 直观 意思 是 , 对 任 一 个 M 上 的 
子 集 忆 CM， f(5) 与 g(5) 在 N 中 可 用 一 个 管子 了 将 它们 俩 过 起 来 , 也 就 是 
说 ，F(2) 与 9(2) 可 沿 着 这 个 管子 连续 形变 到 对 方 , 见 图 2.9. 当 忆 CC M 是 一 个 
可 定向 非 配 边 的 紧 子 流 形 时 , [ 悦 e 到 (MM,G). 而 FDI) 与 9(2) 是 管子 的 边界 
8T = (2)Ug(C), 这 表示 /DZ) 与 9(2) 在 一 个 同调 类 中 , 即 


f(D) = [9g(5)| 在 Hi(N,G) 中 
这 就 是 引 理 2.2 的 结论 . 


帮 亏 ) 
g(5) 


图 2.9 当 f 之 g 时 , (2) 与 g() 是 一 个 算 子 了 的 边界 
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引 理 2.2 的 证 明 令 玖 (zs) 是 f 与 g 的 一 个 同 伦 , ze M 0 < s < 1. 则 对 
M 上 任 一 个 大 维 单 形 了 : I* 一 M, 可 以 定义 N 上 一 个 上 十 1 维 单 形 I: Fr+l 一 N 为 


L(t1, * , tx, 8) ~Hol = H(T(ti, “* , tk ), §). (2.1.54) 
对 于 (2.1.54) 进行 线性 扩张 便 得 链 同 态 
H :COC.(M,G) — Crri(M,G). 


容易 看 出 , 对 每 个 单 形 工 : I* 一 M, 有 


O(Hol)=H(I,1)— H(1,0)— H(OL,s) 
~=gol—-fofT— Ho ol, 


从 引 理 2.2 立刻 可 证 得 同调 群 伦 型 不 变性 定理 
定理 2.5 五 MSN 县 有 相同 伦 型 ， 则 MM 与 入 的 奇 天 同调 群 同 构 . 


由 引 理 2.2 可 知 


A:T*"—M., (2.1.55) 


作 单 形 , T* 是 R* 中 连接 k 十 1 个 顶 上 后 e0, el,… ,ek 
所 构成 的 三 角 体 , eo = 0 为 原点 ,ei 为 天 中心 方 
同 单位 同 量 , 见 图 2.10 所 示 . 然后 用 所 有 如 (2.1.55) 
定义 的 三 角 映 射 A 作 基 发 生成 & 维 奇 弄 链 群 


同样 地 引入 边缘 同 态 
9 :5 10M,G) — Si(M,G), 


满足 02 = 0. 不 像 方 体 情形 , 对 于 三 角 奇 异 链 群 可 直接 引入 同调 群 如 下 : 


ker{0 : Sk(M,G)— Sk_1(M,G)} 
0) Tn{0: Sen(M,G) — Se(M, GG) 


可 以 证 明 三 角 奇 异同 调 群 与 方 体 奇异 同调 群 是 同 构 的 , 即 15 
H;(M,G) ~ Hi(M,G). 


三 角 奇 异同 调 群 可 直接 由 (2.1.56) 方式 定义 的 根本 原因 永 是 有 维 闭 链 群 不 是 
k 十 1 维 闭 链 群 的 子 群 , 即 对 三 角 奇 异 链 来 讲 ， 


Zk(M, G) ¢ Zk+1(M, G). 


注 2.7 ”如果 记 Dx(WM,G) 是 直接 从 (2.1.48) 和 (2.1.50) 定义 的 方 体 奇异 同调 
群 , 那么 Di(M,G) 与 定义 2.4 的 同调 群 Hi(M,G) 之 间 有 如 下 关系 : 


Dr.(M, G ) Ho(M,G) ® Hi(M,G) OD .…- 四 天 (AM G )， vk 过 0. 


2.1.7 ”单纯 同调 群 与 奇异 同调 群 的 同 构 


单纯 同调 群 与 奇异 同调 群 看 上 去 非常 不 同 . 单纯 同调 群 的 闭 链 是 由 拓扑 空间 
MM 像 积 木 那 样 分 解 的 积木 块 组 合 而 成 , 而 奇异 同调 群 的 元 聚 却 是 由 方 体 到 M 上 
的 映射 构成 ， 此 外 , 我 们 也 能 看 到 当 M 是 紧 流 形 时 , 单纯 闭 链 群 与 单纯 边缘 链 群 
Zr(M,G) 与 B.(M,G) 都 是 有 限 维 的 , 然而 , 对 于 奇异 闭 链 群 Zi(MM,G) 和 奇异 边 
缘 链 群 Bi(M,G) 来 讲 , 它们 的 维 数 却 是 不 可 数 的 . 但 是 , 数学 上 却 证 明 它 们 的 商 
空间 是 同 构 的 : 


(2.1.56) 


Zr(M,G) _ Zr(M,G) 
Br(M,G) Bi(M,G) 
这 就 是 下 面 的 单纯 与 奇异 同调 群 同 构 定理 . 
定理 2.6 ” 设 M 是 可 剖 分 空间 , 则 单纯 同调 群 与 奇 开 同调 群 同 构 


Hi(M, Cr ) 一 Hi (M, G ). 


下 面 的 分 析 过 程 用 以 解释 为 什么 Hi(M) 与 Hi(M) 同 构 , 它 主要 用 来 揭示 奇 
异同 调 群 的 本 质 及 其 与 单纯 同调 群 之 间 是 如 何 相 关联 的 . 该 过 程 分 下 面 几 步 进行 ， 
那里 总 是 假设 M 是 一 个 n 维 连通 可 定 同 紧 流 形 . 
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第 一 步 . 首先 考察 上 = 0 的 情况 . 此 时 
H(M,G) = Co(M,G) = {Dciei}, 
这 里 e; e M 代表 映射 T9(0) = ei (70 = 0). 而 
Bo(M,G) = 0C1(M,G). (2.1.57) 


因为 对 一 个 固定 的 点 eo € M, 每 一 个 不 同 的 扣 e1 € M (el 关 eo), 存在 一 个 音 形 
I! :了 Ti 一 M, 命名 得 [1(0) = eo, T1(1) = el, 即 


DT 一 C1 一 €0. 


也 就 是 说 , ei 与 eo 在 Ho(M,G) 中 是 同一 个 同调 类 . 因此 , 零 维 奇异 同调 群 与 零 维 单 
纯 同 调和 群 是 一 样 的 , 它们 都 由 M 上 菜 个 点 eo 作 生 成 元 而 产生 的 群 , 即 Ho(M,G) ~ 
Ho(M, G). 

z 第 二 步 .& = 的 情况 . 根据 边缘 同 态 9 的 定义 , n 维 奇异 闭 链 群 Zi (1M,G) 中 
不 同调 于 零 的 生成 元 o( 即 [ao] 关 0 在 五 ,(M,G) 中 ) 一 定 满足 


| Tm (2.1.58) 
M = Um Ti(1") 
并 且 有 
mm; 与 下 规则 相处 ， v1 < i, jm (2.1.50) 
[i = 二 了 ; (作为 函数 相等 )， 在 Ti 中 Ty 和 


这 两 个 性 质 (2.1.58) 和 (2.1.59) 将 n 维 奇异 闭 链 生 成 元 ce 2Z(M,G) 赋予 了 两 种 
身份 , 其 一 可 将 o 看 成 是 单纯 放 分 的 m” 维 闭 链 (尽管 其 中 单 形 可 退化 ), 其 二 可 将 o 
视 为 M 到 M 上 的 映射 o : M 一 M, 其 中 M = UmjIr 是 由 所 有 n 维 方 体 I? 按 
I; : I* 一 M 的 编号 与 (2.1.59) 提供 的 衔接 条 件 拼 起 来 的 n 维 多 面 体 , 它 与 M 同 
胚 . 因此 从 本 质 看 , o 的 第 二 种 身份 就 是 一 个 M 目 身 上 的 映射 : 


oo:M—M. (2.1.60) 
它 是 满 映射 , 并 且 与 恒 等 映射 同 伦 
o id. (2.1.61) 


对 于 单纯 闭 链 群 2 (2M, G) 来 讲 , 只 有 一 个 生成 元 co, 而 且 单 纯 边缘 链 群 Bi,(M， 
G) 是 零 群 , 即 


Zn(M,G)= {aoo| a € G}, 
B,(M,G) = 0. (2.1.62) 
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另 一 方面 看 , 奇异 闭 链 群 Zi,(M,G) 有 无 穷 个 满足 (2.1.58) 和 (2.1.59) 的 生成 元 ， 
而 Zi(M,G) 的 生成 元 co 只 是 和 (M, G) 中 无 穷 个 生成 元 中 的 一 个 . 这 看 上 去 
Zn(M,G) 与 Zn(M,G) 是 非常 不 同 . 然而 细心 分 析 单 纯 链 群 与 奇异 链 群 两 者 概念 
的 差异 就 可 发 现 , ” 维 奇 异 边缘 链 群 妃 ,(M, G) 不 为 零 : 


Bn(M,G) = OCn,11(M,G) #0. 
此 外 , 根据 Ci (MM,G) 的 含义 , B,(M,G) 可 分 为 两 个 子 群 直 和 


0 G) = Bn (M, G) ® Bn,(M, G), 
ni (M,G) = tc 一 0l 一 0o|l 00, 01 € Zn (M, G) 不 同调 于 零 }， 
名 (MG) = Bn(M, G)/ Bn (M, G). 


类 似 于 (2.1.60) 的 观点 , Bu (MM,G) 从 实质 上 讲 可 表达 为 
Bn,(M,G) = {05| 57:MxI— M)}. 


由 (2.1.60) 和 (2.1.61), 对 任 两 个 不 同调 零 的 n 维 闭 链 o1, o2 e Zi(M,G), 它 
们 是 同 伦 的 . 因此 存在 2 e B, (M,G) 使 得 


9 了 = 01— 0o2. 
因此 H,(M,G) 只 有 一 个 生成 元 oo e Zi(M,G). 这 就 得 到 
H,(M,G) ~ Hn,(M,G). 
第 三 步 . 考虑 0 < k < n 的 情况 . 由 定义 可 知 
Ci(M,G) CC(M,G), Zr(M,G) CZr(M,G), Bx.(M,G) C Bi(M,G) 


都 是 子 群 . 因而 有 
Hi(M,G) C Hi(M,G) 为 子 群 关系 . 


此 外 , 对 生成 元 [cl € 了 (MM,G), [ol 类 0, 作为 维 奇异 闭 链 o 可 表示 为 
0 一 TY 十 … 十 FT ， 


使 得 N = UmI*(I*) C M 是 一 个 维 可 定 同 闭 子 流 形 , 并 且 TY (1<igm) 
也 满足 条 件 (2.1.59), 以 及 N 在 M 中 不 围 区 域 单线 同 调 群 的 实质 可 知 N 代 
表 Hi(M,G) 的 一 个 生成 元 . 如 同上 = n 的 情况 那样 , 可 以 证 明 , 当 [oil] [oo 
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在 Hi(M,G) 中 时 , ca 与 oo 的 代表 子 流 形 Nm 和 Na 在 M 中 不 围 区 域 , 因而 
和 Ni] 关 [N2] 在 Hk(M,G) 中 . 这 就 推出 


H.(M,G) ~ Hi.(M,G), VO<k<n. 


第 四 步 . & > nn 的 情况 . 由 于 Ci (MM,G) 中 不 含 这 些 单 形 Te Si_1(M,G), 因此 

容易 验证 
Zi(M,G) = Br(M,G), Vk>n. 

因而 有 Hi(M,G) =0 vk>0. 

到 此 , 定理 2.6 的 证 明 思 路 全 部 完成 . 在 整个 分 析 中 , 把 握 定 理 2.6 的 关键 后 就 
是 两 氮 : 

(1) 将 Hi(M,G) 的 每 个 生成 元 忆 视 为 M 中 的 一 个 可 定 同 非 边 么 子 流 形 ; 

(2) 将 Hi(M .G) 的 每 个 生成 元 go TI 二- .十 Tm 的 像 集合 


5 = UT TT") 


也 作为 M 的 一 个 大 维 可 定向 非 边 紧 子 流 形 看 待 . 然后 在 Hi(M,G) 与 Hi(M,G) 
之 间 建 立 一 一 对 应 关系 . 
根据 定理 2.6, 以 后 不 加 区 别 地 记 Hi(M,G) 为 维 同调 群 . 


2.2 ” 流 形 的 共 罗 结构 与 同调 几何 化 定理 


2.2.1 流 形 的 共 斩 元 


理解 拓扑 学 的 关键 在 于 理解 流 形 的 拓扑 结构 ， 关 于 流 形 结构 方面 已 有 丰富 的 
知识 . 特别 是 , 关于 二 维 流 形 的 分 类 已 完全 清楚 . 人 们 也 进一步 知道 , 对 于 n>3 维 
以 上 的 流 形 分 类 不 可 能 有 像 二 维 流 形 那样 完整 和 简洁 的 结果 . 但 仍 有 像 Thom 配 
边 理 论 及 Thurston 关于 三 维 流 形 的 分 类 这 样 的 工作 . 关于 流 形 结构 方面 有 著名 的 
CW 复 形 、 纤维 从 等 重要 概念 , 又 有 关于 同调 球 的 Poincaré 猜想 (已 被 完全 证 明 ) 这 
样 基 础 性 的 工作 . 然而 所 有 这 些 理论 对 全 面 理解 拓扑 学 提供 的 帮助 都 是 有 限 的 . 这 
一 节 提 出 正则 流 形 及 其 共 恩 结构 的 概念 , 其 动机 就 是 为 全 面 理解 同调 论 、 同 伦 论 、 
示 性 类 等 理论 与 概念 的 实质 提供 一 个 统一 的 框架 , 本 书 的 整个 主线 就 是 以 此 理论 展 
开 的 . 

首先 从 流 形 的 共 斩 元 定义 开始 . 令 M 是 一 个 n 维 流 形 , 荆 C M 是 一 个 上 维 
子 空间 . 只 称 为 是 M 的 一 个 大 维 结构 元 , 若 

(1) 号 作为 拓扑 空间 是 无 边 的 , 即 允 的 任 一 点 都 是 内 后; 

(2) 忆 可 分 解 为 可 数 个 大 维 闭 盘 Di (1 = 1,2,…) 使 得 


二 |)D;， 并且 D; nD;= 6D;n6D; 是 r (< 一 1) 维 闭 盘 ; 
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(3) 忆 在 M 中 是 不 可 收缩 的 , 同时 也 不 存在 kk 十 1 维 拓扑 空间 B 使 得 
80B= 5. 


令 刀 与 马 是 MM 的 两 个 同 胚 结构 元 . 马 与 马 称 为 是 等 价 的 . 如 果 它 们 在 M 中 
是 同调 的 , 它们 的 等 价 类 记 为 [ 马 ]. 

定义 2.7 MM 的 一 个 上 维 结构 元 等 价 类 [5*] 称 为 一 个 维 共 辆 元 , 简 记 为 
5*, 耕 存 在 一 个 n 一 上 维 结构 元 等 价 类 TFT" 使 得 在 每 一 点 pe 2 都 存在 一 个 
TeE [IT"*], 使 得 TIT? 与 在 p 点 相交 并 且 是 横 鹤 的 , 即 


中 TVpeE (2.2.1) 


此 时 5* 与 FT 称 为 互 为 对 偶 的 共 箔 元 . (5*,T"*) 称 为 M 的 大 维 共 斩 偶 , 对 
k<n—k. 

任何 流 形 M 都 有 一 对 平凡 的 共 斩 偶 , 即 零 维 共 斩 偶 (p, M), 这 里 pe MM 为 一 
所 的 等 价 类 . 令 (2 TI- 是 M 的 一 对 共 斩 偶 .定义 M 中 的 一 个 n 维 子 空间 
J* xTL"-K 如 下 : 


DT "= UeprIr ® (Tr "如 (2.2.1)). (2.2.2) 


对 于 一 般 流 形 , kx Tm-k 关 M. 例如 一 个 亏 格 g > 2 的 环 面 972, 它 的 任 一 对 共 思 
偶 ( 允 1,T1) 的 ixT1 是 一 个 去 掉 一 个 圆 盘 的 轮胎 面 , 见 图 2.11 所 示 . 但 是 兄 *T1 
的 财 包 可 以 是 一 个 轮胎 面 了 2 


好 -一 CS 


了 4， *I 
部 


图 2.11 


当 M = 2 x*TI"m-k 时 , 称 (2.2.2) 是 2 与 T"* 的 一 个 对 偶 积 . 共 胃 偶 5* 与 
r"-* 的 对 偶 积 2 * T"-* 可 分 为 四 种 类 型 ， 

(1) 平凡 积 5* x Fn 一 2 

(2) 以 2+ 为 底 空间 , F"-* 为 纤维 的 非 平凡 纤维 从 , 这 是 一 个 正则 从 

(3) 交叉 从 乘积 结构 . 这 种 结构 将 在 下 面 定义 

(4) 无 规则 乘积 . 不 属于 上 述 三 种 情况 的 就 叫做 无 规则 乘积 

如 果 一 个 纤维 从 x : M 一 呈 是 正则 的 (有 截面 的 ), 则 (5,T) 一 定 是 M 的 一 
对 共 斩 偶 , 这 里 工 为 M 的 纤维 . 

下 面 给 出 交叉 从 乘积 结构 的 严格 定义 . 
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定义 2.8 ” 令 M 是 一 个 nn 维 流 形 , 5* 是 M 的 一 个 大 维 子 流 形 , Tm" 为 一 
个 n 一 k 维 拓 扑 空间 . 称 M 是 一 个 以 5* 为 底 空间 , Tm"-* 为 纤维 的 交叉 从 , 若 对 
每 一 氮 p € 元 ,都 人 存在 Te [I"*] 使 得 


间 ), 称 为 相交 流 形 (空间 ). 

下 面 给 出 几 个 交 又 从 的 例子 

例 2.1 实 投影 空间 P" 当 n > 2 时 都 是 
以 Pk (1 < kn 一 1) 为 碟 空间 , P" 为 纤维 的 
交 又 从 , 其 相交 流 形 为 P"“-!. 例如 在 图 2.12 
中 可 以 看 到 P?2 的 交叉 从 结构. 

例 2.2 复 投 影 空 间 CP" 对 n > 2 都 是 以 CP* (1 < < n 一 1) 为 展 空 间 ， 
CP"-* 为 纤维 的 交叉 从 , 其 相交 空间 为 CP"-*-1. 要 看 清 这 一 点 , 有 必要 回忆 一 下 
复 投 影 空间 CP" 的 定义 , 即 CP" 是 C" 中 闭 球 体 


B“" 一 b> EAE <1|(z1,:.. ,Zn) E "| , 
2 一 工 
将 其 边界 9B2 = 92n -1 上 过 点 z e 0B?7 的 圆周 


St={ly=1y= Mz, 入 =e 0<0 < 27)} 
捏 成 一 扣 所 得 的 空间 . 直观 地 讲 
Cp" — Bn 4+-CPp"-1 — Bn +0B’"/S", 


这 里 B2n 是 球体 B2n 的 内 部 . 于 是 , CP" 就 是 B2n 内 部 在 其 边界 9B2" 按 商 空 
间 9B2"*/S1 = CP"-1 粘 合 成 的 流 形 . 因此 CP"?-1 上 每 一 皮 p 就 是 9B2" 上 的 如 
(2.2.1) 那样 的 圆 区 


D 一 [SeCPn"-1，5SleDB2. 


容易 看 出 每 一 点 p = [SI <e CP"-1 的 圆圈 51 在 B2* 围 了 一 个 过 球 心 的 圆 盘 
D2. 因而 D2/151 就 是 CP" (=B2 +CP"-!1) 中 与 CP"-1 在 p 点 横 截 相交 的 球面 


2.2 ” 流 形 的 共 辆 结构 与 同调 几何 化 定理 . 11L1 . 


I NIgG=2z0, Vp@AAq, %o 为 B77 的 球 心 . 


对 于 CP" 的 其 他 共 斩 偶 (CP*,CP"*) 可 类 似 地 进行 考察 . 
例 2.3 ”透镜 空间 L3(N,k) 是 一 个 以 51 为 底 空 间 , N 重 透 镜面 TX 为 纤 
维 从 的 交叉 从 , 其 相交 流 形 为 51. 这 里 NN 重 透 镜面 2, 是 一 个 二 维 拓扑 空间 , 定 
义 为 

FT2 = B/{z ~ ze/N| zeC, |z|= 1)}, 


这 里 B* = 二 {|z|<1lzeCc} 是 一 个 二 维 单 位 圆 盘 . 
关于 T2 可 参见 图 2.13, 在 那里 ，ai,az,…… ,aN 
部 是 同一 个 扩 , aiaz,azaa,…… ,aN_iaN 是 9B” 上 
N 一 1 个 圆周 . N 重 透 镜面 T7 就 是 将 B? 边界 上 
Qa142,… ,QaN_1aN 这 些 圆 周 按 图 中 定向 等 同 起 来 
所 得 商 空 间 . 显然 N = 2 时 的 透镜 面 [2 就 是 投 图 2.13 NN 重 透 镜面 [3 
影 空间 P*. 
只 对 L3(3,1) 进行 讨论 , 其 他 情况 可 类 似 看 出 . 图 2.14 是 一 个 三 维 透镜 空间 
73(3,1) 的 示意 图 , 在 那里 bd 一 de=eb=51 是 
a 三 个 相互 等 同 的 圆周 , 中 心 轴线 ac = S51 是 一 


个 圆周 球面 上 曲线 bc = da, dc = ea, ec = ba. 
图 中 的 三 重 透 镜面 T? 是 以 圆周 ac 为 公共 边 的 
:一 三 个 扇形 面 Aabc，Aadc，Aaec 构成 


NN I = Aabc+ Aadc + Aace. 


图 2.14 ”透镜 空间 L3(3, 1) 及 与 圆周 5S1 = 在 (=d = e) 扩 单 模 截 地 相 


交 . 当 T? 绕 ac 轴 从 5 点 旋转 = 角度 时 , 就 得 


到 L3(3,1) 的 以 51 = bd 为 底 空间 , TY 为 纤维 的 交叉 从 结构 , 其 中 ac = 595: 轴 吏 是 
73(3,1) 的 相交 流 形 , 可 表达 为 
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从 图 2.14 中 也 可 以 看 出 , 当 以 T3 为 底 空间 , S51 为 纤维 作对 偶 积 时 ， 
L*(3,1)= Ts3*S! 
就 是 一 个 不 规则 从 的 乘积 结构 . 事实 上 , 以 球 中 赤道 面 
[3 = Abod+ Adoe + Aeob 


为 底 空 间 ， 以 穿 过 赤道 面 连结 a 和 e 点 的 5S1 为 纤维 , 就 可 看 到 在 球面 上 每 个 后 
b = d = eeET2 有 三 个 不 同 的 51 与 T3 在 b 点 横 截 相交 , 这 三 个 51 是 


1=ab+i+bc, 2 =ad+dc, 3= aettec. 


特别 地 , 也 (i = 1,2,3) 之 间 互 为 相交 : 
iM =bc=da, oNMSs=dc=ea, M2 = ab = ce. 


因此 , T3 * S1 不 是 一 个 区 又 从 . 
2.2.2 ”正则 流 形 


令 X 是 一 个 维 可 前 分 空间 , K 是 X 的 一 个 单纯 谢 分 . K 的 所 有 维 单 形 
oi 的 和 o = 2 0 是 X 的 一 个 基本 链 , 即 o 的 所 有 单 形 ci 作为 集合 规则 地 排列 并 


日 履 盖 X. 为 了 方便 , 在 不 引起 混淆 的 情况 下 总 是 用 X 代表 它 的 基本 链 . 因而 边 
缘 算 子 9 就 可 作用 在 X 上 . 对 于 一 般 拓扑 空间 


OX 一 Qi 十 "。。 十 QCml ， CQ 7 C Wy 为 整数 ， (2.2.3) 


其 中 每 个 TT; (1 < j < m) 是 一 个 一 1 维 紧 拓 扑 空间 . 在 (2.2.3) 中 , 若 所 有 系数 为 
Qi| 关 1 (<igm), 则 XX 按 通 常 意义 是 无 边 的 , 否则 是 禹 边 的 . 

由 定义 2.7 可 知 , 流 形 M 的 每 个 共 斩 元 都 是 无 边 可 齐 分 空间 . 因此 , 对 于 共 斩 
元 来 讲 在 (2.2.4) 中 的 每 个 系数 都 满足 |aj| 去 1. 

下 面 引 入 正则 流 形 的 概念 . 

定义 2.9 令 M 是 一 个 流 形 , 是 M 的 一 个 大 维 紧 共 斩 元 . 如 果 下 面条 件 
成 立 , 则 M 称 作 是 一 个 正则 流 形 . 

(1) M 所 有 紧 共 斩 元 及 其 组 合 为 其 同调 群 提 供 完 备 的 生成 基 

(2) 作为 基本 链 , 如 果 


D2 =ailit+…++amlm, oaij 天 0 工科 7 世人 也 ， (2.2.4) 


则 每 个 (1 < 7 < m) 都 是 M 的 k 一 1 维 紧 共 罗 元 ; 


2.2 流 形 的 共 斩 结 构 与 同调 几何 化 定理 .113 . 


(3) 在 (2.2.4) 中 , 者 m > 2, 则 民 一 定 是 mm 个 满足 下 面条 件 的 共 暂 元 X1,:… ， 
Xm 的 对 仿 积 


天 于 正则 流 形 依次 给 出 几 个 注解 . 

注 2.8 ”我 们 所 熟知 的 流 形 都 是 正则 的 . 因而 正则 流 形 是 非常 普 过 的 , 它 足 以 
用 来 揭示 流 形 的 本 质 特 征 . 事实 上 , 我 们 推测 所 有 流 形 都 是 正则 的 , 只 是 证 明 这 一 
点 有 些 困 难 . 

注 2.9 ”定义 2.9 中 的 条 件 (3) 意味 着 在 (2.2.5) 中 的 共 斩 元 吨 满 息 


0D25 = (—1)? Xi1*...* Xj_1 * OX;*:..* Xm. 


j=1 


换 句 话 讲 , 在 (2.2.5) 中 的 对 偶 积 * 关于 边缘 算 子 9 满足 关系 
O(X*Y)=OX*Y+(-1)X*O0Y, k=dimX. (2.2.6) 


它 称 为 反 导 关系 . 在 对 偶 积 * 中 平凡 积 x 满足 反 导 关系 (2.2.6). 然而 , 交叉 从 乘积 
与 无 规则 乘积 一 般 不 满足 反 导 关系 . 我 们 不 知道 是 否 存 在 满足 (2.2.6) 的 非 平 凡 正 
则 纤维 从 . 满足 (2.2.6) 的 乘积 叫做 正则 共 思 积 . 

注 2.10 ”一 个 流 形 M 的 共 因 元 2 的 拓扑 结构 具有 下 面 的 基本 特性 : 


9 了 =0 今 了 是 M 的 可 定向 子 流 形 , 
9 了 =2 今 了 是 1M 的 不 可 定 辣 子 流 形 (T 是 共生 元 )， 
92 = afF(a > 3) 全 了 不 是 子 流 形 , 它 是 财 球 体 巨 在 
边界 9B 上 关于 a 个 等 价 流 形 下 c 0B 作 的 商 空间 . 


为 了 对 共 斩 元 有 个 直观 地 了 解 , 现在 给 出 两 个 例子 . 

例 2.4 我 们 知道 , 实 投影 空间 Pn 中 每 一 个 大 维 实 投影 空间 P* C P" 是 一 
个 共 恩 元 . 由 例 2.1 可 知 , 它 的 配偶 共 斩 元 为 pz"-*, 每 一 对 共 斩 便 (P*, P"*) 在 
Pn 中 按 交 又 从 积 进行 配对 . 当 n = 2m 为 偶数 时 , 共 斩 偶 (2m,Tm) 中 2m 与 Tm 
等 价 , 即 2m(= Pm) 与 T™(= Pm) 在 Pn 中 是 同 伦 的 . P* 有 二 1 个 共生 元 , 其 
集合 为 

{P°, Pl,... ,Pn1 (2.2.7) 


关于 边缘 算 子 9 的 作用 下 , 它们 满足 关系 
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例 2.5 类似 于 实 投影 空间 , 复 投 影 空间 CP" 的 所 有 共 斩 元 是 由 它 的 子 空 间 
CP* (0 <k<n) 构成 


{CP",CP)Y,... ,CP"}. (2.2.9) 
而 2n 十 1- 维 透镜 空间 L*"1+1 (p, Q) 有 如 下 结构 : 
LcCcLicLc...cL"t (2.2.10) 


其 中 L2*+1 = L2*+1(p,Q@) 是 2k 十 1 维 透 镜 空 间 , L2* 是 2k 维 球体 ( 闭 盘 )B** 在 边 
界 0B2* 上 将 N 个 等 价 的 透镜 空间 L2*-1 粘 在 一 起 作 的 商 空 间 . 在 9 的 作用 下 ， 
它们 有 如 下 等 式 : 


(2.2.11) 


因此 CPn" * L2mt+1(p, @) 的 共 恩 元 为 (这 里 * 为 广义 俏 卡 儿 积 ) 
{CP**L"|IO0O<k<n,O0<r< 2m+1), (2.2.12) 


并 且 有 
O(CP* * LL")=OCP" *L" + (-1)*CP" * OL" 
~CP" * OL". (2.2.13) 


后 面 将 看 到 , 这些 共 轿 元 集合 (2.2.7)，(2.2.9)，(2.2.10) 及 (2.2.12) 在 公式 (2.2.8)， 
(2.2.11) 和 (2.2.13) 作用 下 将 分 别 产生 出 空间 P", CP", Lti(p,@) 及 CPm +# 
L2"+1(p,@) 的 所 有 同调 群 . 

前 面 引 入 了 正则 流 形 的 概念 及 其 共 思 f 结 构 . 现在 要 考虑 流 形 在 一 些 运算 下 共 
轿 元 的 变化 规律 . 首先 在 上 面 已 见 到 对 偶 积 的 流 形 之 间 运 算 , 特别 是 三 义 苗 卡 儿 积 ， 
它 是 保 共 斩 元 不 变 的 . 此 外 还 要 引入 一 种 运算 , 称 为 两 个 流 形 的 烙 接 和 |. 

设 M 与 N 是 两 个 nn 维 流 形 . 所 谓 M 与 NN 的 粘 接 和 , 记 为 M#N, 是 一 个 这 
样 的 流 形 , 它 由 M 和 NN 各 控 去 一 个 n 维 开 球体 (开盘 )D, 然后 沿 看 Mi = M 一 DD 
与 Ni = NN 一 DD 的 边界 同 胚 地 粘 合 而 成 . 它 严 格 地 定义 如 下 : 


M#N = (MiUNi)/{rz ~ h(z)| x € OMi)}, 
这 里 h :9M1 一 ONi 是 一 个 同 胚 . 显然 , 对 一 个 n 维 球面 有 
S™#M=M. 
对 n 维 流 形 M, 记 Ki(M) 为 M 的 所 有 维 紧 共 轿 元 集合 


Kx(M) = {54| 为 M 的 k 维 紧 共 罗 元 }, 


2.2 流 形 的 共 斩 结 构 与 同调 几何 化 定理 115 . 
则 K(M) = UR_oKr(M) 为 X 所 有 共 频 元 集合 . 注意 到 , 对 所 有 正则 紧 流 形 M， 
Kx(M) 与 Ki_k(M) 之 间 存 在 一 种 对 偶 关 系 

5* Tr“ (5*,T"*) 为 共 斩 偶 . (2.2.14) 


这 种 由 共 斩 偶 诱导 的 紧 流 形 M 上 共 思 元 集合 之 间 的 对 侦 关 系 是 导致 同调 群 之 间 
对 偶 的 根本 原因 . 在 2.5 节 中 将 详细 讨论 这 个 课题 . 

令 M 与 NN 是 两 个 正则 紧 流 形 . M * N 是 广义 笛 卡 儿 积 ( 即 满足 关系 (2.2.6)). 
则 KUM * N) 与 KCM), K(N) 之 间 满 足下 面 关 系 


K(M * N) = K(M)® KN), (2.2.15) 


这 里 @ 表示 集合 之 间 的 张 量 积 , 即 


yEK(M)TEeEK(N)—> Dx*I ERKM*N). 


K(M#N) 与 KK(M), K(N) 之 间 , 当 M 与 N 中 有 一 个 是 可 定 问 时 , 有 


九 一 二 


K(M#N)= > (Ki(M)+ Kx(N)) + {p, M#N), (2.2.16) 


一 1 


其 中 {p, AM#N] 为 平凡 偶 . 当 M 与 N 都 是 不 可 定 同时， 


九 一 2 


K(M#N)= 》(KCk(OM)+KCk(N)) + {p, M#N}+ Kn_1(M#N). (2.2.17) 
k= 二 1 
关系 式 (2.3.14)~(2.2.17) 对 理解 流 形 的 同调 理论 很 有 帮助 . 其 中 ,(2.2.14) 反映 
了 Poincaré 对 偶 定 理 的 本 质 , (2.2.15) 能 够 揭示 Kiinneth 公式 及 关于 纤维 从 同调 群 
的 Leray-Hirsch 定理 的 实质 . 
最 后 , 我 们 进一步 分 析 正 则 流 形 的 拓扑 结构 . 从 同调 球 开 始 , 一 个 n 维 流 形 M 
被 称 为 是 同调 球 , 如 果 M 具有 S" 一 样 的 同调 群 


Z, k= 0,n, 


(2.2.18) 
0, kA 0,n. 


Hi(M, 2) 一 | 


由 著名 的 Poincaré 猜想 , 当 M 是 同调 球 并 且 单 连通 时 , 即 一 维 同 伦 群 为 零 
ni(M)=0, n>1, (2.2.19) 


则 MM 与 ” 维 球面 S” 同 胚 . 该 猜想 已 被 完全 证 明 . 历史 上 它 由 三 个 人 在 不 同时 期 分 
别 完 成 . Smale 在 1961 年 证 明了 n> 5 的 情形 . 对 n = 4 的 情况 是 由 Freedman 在 
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1980 年 证 得 . 最 后 , 俄国 数学 家 Perelman 在 2003 年 完成 了 n= 3 的 证 明 (n= 1,2 
是 平凡 的 )， 

当 n > 3 时 上 面 Poincaré 球面 定理 仅仅 在 条 件 (2.2.18) 下 是 不 够 的 , 单 连通 性 
条 件 (2.2.19 ) 是 不 可 缺 的 . Poincaré 本 人 在 1904 年 举 出 一 个 例子 表明 , 存在 一 个 三 
维 同调 球 用, 它 的 基本 群 mi(2) 0. 以 后 总 是 将 zi (5") 关 0 且 满 下 (2.2.18) 的 n 
维 流 形 称 作 Poincaré 同调 球 . 

因为 任何 紧 流 形 M 都 是 由 同调 球 在 各 种 对 偶 积 * 与 粘 接 求 和 方式 组 合 而 成 
(正则 流 形 的 定义 正 是 这 种 结构 特征 的 反映 ), 因此 可 以 获得 下 面 结 论 , 事实 上 该 结 
论 是 下 面 介绍 的 下 同调 几何 化 定理 的 推论 . 

注 2.11 对 一 个 流 形 M, 若 M 存在 非 平 凡 紧 共 斩 元 , 则 记 


k= 二 min {m| 327 是 M 紧 共 斩 元 ,mm > 1}. 


那么 , 所 有 维 共 圈 元 5* 一 定 是 同调 球 . 特别 地 , 当 M 是 单 连 通 时 , 5* 就 是 
维 球面 . 
该 定理 将 在 4.2.1 小 和 中 再 次 出 现 . 它 很 好 地 揭示 了 Hurewicz 定理 的 本 质 . 


2.2.3 ” 共 斩 元 分 类 与 同调 类 的 几何 化 


引入 了 正则 流 形 的 概念 后 , 我 们 将 对 其 紧 共 斩 元 进行 分 类 , 以 便 在 紧 共 轿 元 与 
同调 群 之 间 建 并 联系 . 
令 oqi,… ,am 是 m 个 整数 . 若 p> 1 是 这 m 个 整数 的 最 大 公 因 子 , 则 记 


D = (Q1,.… ,Qm). (2.2.20) 


定义 2.10” 令 M 是 一 个 正则 流 形 . 对 M 上 的 紧 共 轿 元 建立 如 下 分 类 . 
(1) 一 个 大 维 共 斩 元 r 称 为 自由 的 , 如 果 9r = 0, 并 且 不 存在 任何 十 1 维 拓 


扑 空间 X C M 使 得 
OX 一 QT，Q 天 0; 


(2) 对 于 非 自 由 共 白 元 , 它 可 表达 为 者 干 共 斩 元 的 正则 对 偶 积 
OX; 一 QO0j, Qi 大 0, Oj 是 共 斩 元 ， (2.2.21) 


若 r=0, 则 工 称 为 模 -p 上 共 斩 元 , OT 称 为 模 -p 下 共 斩 元 (或 链 , 奋 人 > 2), 大 
m 二 0, 则 工 称 为 模 -gq 下 共 斩 元 , 而 


6T 一》 1) -1B ni ke YR ki = dim Tri 
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称 为 模 -9 上 共 呢 元 ( 链 ), p = (al am) gq = (Bi1,… ,Pr); 
(3) 寿 7,m 关 0, 则 OT 称 为 模 -2 下 共 配 元 ( 链 ), 而 


称 为 模 -gq 上 共 斩 元 ( 链 ). 这 里 定义 的 6 就 是 后 面 (2.3.8) 所 定义 的 上 边缘 算 子 . 
(人 rr>2 个 上 共生 元 ( 链 )6 玉 ,6 玉 或 下 共 轿 元 67i,:… ,0 称 为 线性 相关 
的 , 钴 存在 一 个 共 斩 元 ( 链 )X 使 得 


OX = Qi1Y1 十 .… 十 QrYy， 


或 者 
OX =i+ + hrYr, 


否则 它们 称 为 线性 独立 的 . 

以 下 面 例子 来 说 明定 义 2.10. 

例 2.6 考察 透镜 空间 ZL3(p,1) 和 LL3(g,1) 的 乘积 3(p,1) x (gq,1) 及 其 所 
有 共 恩 元 类 别 . 在 例 2.5 中 知道 透镜 空间 的 共 斩 元 为 


L*(k, 1 ) -一 {LY, Li, LY, Ly }, k — Pp,d,) 


其 中 97 = 0, 9Ll = 0, 912 = EL 913 = 0. 由 公式 (2.2.15), L3 x L3 的 各 维 共 
饶 元 集合 及 为 


fo = {L;, x Lo}, 

= {Ls x Lo, Ly x 1)}, 

fo = {Ls x Ls, Ls x Lo, Ly x Loa}, 

fF3= {Ls x La, Lp x La, Lp x La, Lp x La), 
fa = {Ly x Lo, Ly x Los, Lo x La}, 

T5 = {Ly x Ly, L, x La), 

7F6 = {Ly x Lo)} 


118. 第 2 章 同调 理论 


所 有 下 共 轿 元 ( 链 ) 为 
1 0 0 1 | 1 ] 、 3 3 1 
LixIo, IoxL!, LixLl, LixL3, I3xL, 


9(7s xX L2) 一 DZ X 也 十 q75 Xx Le (下 共 斩 链 ). (2.2.23 ) 


由 (2.2.22), 所 有 上 共 斩 元 可 分 类 为 


模 - (pz,9g) 上 共 斩 元 : Ls x Ly. (2.2.24) 


模 - (p,q) 下 共 思 元 ( 链 ): Lj x Lo， pLy x Li+gqLs x Lo. (2.2.25) 


现在 , 根据 同调 群 的 概念 , 从 定义 2.10 可 以 推 得 下 面 共 斩 元 与 同调 群生 成 元 基 
底 之 间 关 系 定 理 , 称 之 为 下 同调 几何 化 定理 . 

定理 2.7 令 M 是 m” 维 正则 流 形 . 则 M 的 同调 群 Hi(M,G) 与 M 的 共生 
元 之 间 有 如 下 关系 : 

(1) 实 系 数 同 调 群 Hi(M, R) 的 生成 元 基 是 由 M 的 所 有 维 日 由 共 思 元 组 成 . 
这 与 (2.1.3) 的 定义 是 一 致 的 . 

(2) 对 于 整 系数 同调 群 ， 丰 (AM 2Z) 可 表示 成 目 由 子 群 及 及 所 有 模 -9 找 子 群 


则 及 的 生成 元 基 是 由 所 有 自由 共 斩 元 构成 , 也 。 的 生成 元 基 是 由 M 的 所 有 的 模 
_g; 线性 独立 下 共 轿 元 ( 链 ) 组 成 , 即 


Bn = M 的 上 维 上 自由 共 轿 元 数 ， 
Tg; 一 M 的 上 维 模 一 gq; 线性 独立 下 共 斩 元 及 链 总 数 . 


(3) 当 G = Zu。 群 时 , Hi(M, Za) 的 生成 元 基 是 由 M 所 有 大 维 目 由 共 祁 元 , 及 
(7,q) 关 1 的 模 -7 线性 独立 的 上 和 下 共 恩 元 及 链 组 成 
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注 2.12 ”在 后 面 展开 的 内 容 中 将 会 看 到 , 按 定 义 2.10 方式 关于 正则 流 形 M 
的 共 斩 元 进行 分 类 将 会 越 来 越 强 地 显示 出 它 的 优越 性 . 特别 地 , 根据 定理 2.7 从 
(2.2.22) 和 (2.2.24)~(2.2.25), 立刻 得 到 [3(p,1) x 3(g,1) 的 同调 群 旭 下 : 


注 2.13 注意 到 , 2n 维 流 形 M2n 的 一 对 m” 维 共 斩 倡 (27",T"), 当 它 的 对 侦 

积 2m *x Fn 是 个 交叉 从 结构 时 , 作为 瓦 (Mn ,Z2) 的 一 个 生成 元 37 = FT"( 即 2 

与 FT" 同 伦 ). 反 过 来 , 若 H,(M?"7,Z) 的 维 数 是 一 个 奇数 , 则 可 推 知 M27 中 存在 共 

弦 偶 (27,T") 使 得 57*T" 是 一 个 交叉 从 结构. 这 也 可 体现 在 M2?7 的 Euler 示 性 
数 上 . 若 x(M2") 是 一 个 奇数 , 则 M2?7 中 一 定 存在 具有 交叉 丛 结构 的 共 斩 偶 . 

应 用 定理 2.8, 很 容易 在 正则 流 形 的 同调 群 上 建立 乘积 ( 环 ) 结构 . 令 mm, mo 是 

MM 的 两 个 共 斩 元 . 若 M 中 存在 一 个 共 轿 元 TT 使 得 (ro) 是 工 的 一 对 共 斩 偶 , 则 

(71, 72) ET. (2.2.26) 
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显然 , 对 于 给 定 的 两 个 共 示 元 wt 和 xs, 如果 满足 (2.2.26) 的 工 存在 , 则 工 是 唯一 
的 . 令 
H,(M, R) = Ho(M, R)®@ Hi(M, R)®@-.…. 
记 
4=f{fFTilT 为 M 的 所 有 目 由 共 圈 元 }. 
然后 在 A 上 建立 乘积 运算 如 下 , 对 任何 Ti1,Ts。€ A, 定义 


pT - | Tr， 车 存在 TE 4 使 得 (Ti1,T2) CT ‘2.2.27) 
0， 人 否则. 
将 4 上 的 乘积 线性 扩张 到 五,(M, R) 上 , 即 
要 or 5 a 一 > asBjiT | ;, (2.2.28) 
则 由 (2.2.27) 和 (2.2.28), 在 五 .(M, R) 上 建立 的 一 个 乘积 结构 , 记 为 
A:H,(M,R) x H,(M,R)— Hyro(M, R). (2.2.29) 


显然 , 零 维 共 轿 元 To 在 该 乘积 结构 中 起 到 单位 元 的 作用 . 这 样 实 系数 同调 群 构成 
一 个 环 , 称 为 M 的 同调 环 . 这 种 乘积 运算 (2.2.27)~(2.2.29) 能 够 被 推广 到 整 系数 同 
调 群 上 , 只 是 过 程 要 复杂 一 些 . 后 面 会 讨论 这 个 问题 . 

注 2.14 ”人们 早已 知道 在 紧 定 回流 形 上 的 同调 群 具 有 环 结构 , 但 是 , 那 是 一 
种 与 (2.2.29) 不 同 的 乘积 . 叫做 交 积 1 , 这 种 运算 为 


N : H,(M,Z) x H,(M,Z) = Hyro_n(M,Z2). 


简要 地 讲 , 交 积 是 指 者 (2?,T"-?) 是 M 的 一 对 共 轿 侦 , x? 是 个 共 板 元 , 则 


最 后 需要 解释 一 下 , 在 定义 2.10 中 的 每 个 上 、 下 共 罗 链 都 在 正则 流 形 M 中 对 
应 着 一 个 无 边 的 拓扑 空间 . 例如 , 令 FT; 和 Ts 是 两 个 共 轰 元 , 作为 基本 链 它们 分 别 
满足 


OT — T1017 (1 一 1, 2, ), rT; 一 TOQi, (Q1, Q2 ) 一 1]. 
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是 一 个 下 共 斩 链 . ol x Ts 与 Ti x cs 都 是 M 中 的 共 斩 元 并 且 


O(o1 X [> ) 一 (一 1 一 raal 六 02， 


DLL1 入 O02 ) — T1001 Xx O95, 


Sl Il X1， 与 [1 xx ao 都 是 以 Ol1 XO 为 广义 边界 的 拓扑 衬 间 ， 并 日 Ol1 X02 是 它们 
的 公共 “边界 ”. 下 共 斩 链 u 在 M 的 对 应 拓扑 空间 就 是 ol x Ti 与 Ti x cs 沿 公 
共 “ 边 界 ”ol x os 粘 接 的 空间 


OO:O1 xloUIi xX Oo2 /al X 09. 


以 P2 x P? 为 例 来 说 明 这 个 事情 . 实 投 影 空 间 P2 有 三 个 共 红 元 {P?, Pi, P*}. 
而 它们 的 乘积 P? x P? 有 9 个 共 斩 元 


它 是 P1xP2=5SLxP2 与 P2xPl=P2x39l 沿 着 公 共 的 子 流 形 9 x 91 烙 接 而 
成 . o3 C P? x P? 是 一 个 三 维 可 定 癌 子 流 形 , 它 同 胚 于 3, 这 里 是 PCR 中 
的 管 形 邻 域 T4 的 边界 

5»” = 07“. 
这 个 例子 展现 了 共 斩 元 与 上 、 下 共 生 链 之 间 的 差别 : 每 个 共 斩 元 都 有 一 个 配偶 的 共 
屋 元 , 而 上 、 下 共 斩 链 没有 . 


2.2.4 Kiinneth 公式 与 Leray-Hirsch 定理 


令 M 与 N 两 个 正则 流 形 . 关于 乘积 空间 M x N, 我 们 目 然 关 心 它 的 同调 群 
与 M 和 NN 同调 群 之 间 关 系 . Kiinneth 定理 就 是 关于 这 个 问题 的 解答 . 但 是 该 定理 
用 经 典 的 方法 证 明 很 复杂 和 抽象 . 这 里 , 当 应 用 定理 2.7 来 进行 证 明 时 , 我 们 会 发 现 
问题 变 得 简单 明了 . 

首先 介绍 Kiinneth 定理 如 下 . 

定理 2.8 AMxAN 的 同调 群 与 M 和 NN 的 之 间 有 如 下 关系 : 

(1) 对 实 系数 同调 群 , 有 下 面 同 构 关 系 


Hi(M,R) 四 DA 有)QTUV R); (2.2.30) 


(2) 关于 整 系数 同调 群 , 简 记 为 Hi (XX), 有 同 构 关 系 


FEM x N) ~ [@pra=k Hp(M)® Ha(N)| ©@ [Bpra=k Hp-1(M)* EN (2.2.31) 
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其 中 @ 表示 和 群 的 张 量 积 , * 表示 群 的 挠 积 . 

要 形式 地 理解 定理 2.8, 首先 需要 对 张 量 积 @ 和 挠 积 * 给 出 它们 的 运算 规则 
这 样 才能 够 应 用 公式 (2.2.30) 和 (2.2.31) 去 计算 同调 群 . 

天 于 张 量 积 的 运算 规则 有 , @ 可 交换 , 并 且 


LOD = DD, B® bp = by, 
、 (2.2.32 ) 
| Zo @ Zo 二 Zr，7 二 (p,q) 如 (2.2.20) 所 定义 ， 当 7=1 时 ,2Z = 0. 
@ 与 @ 之 间 满 足 分 配 律 , 即 对 任意 生成 群 三 ,2, G1,G2 有 
(2.2.33) 
(2.2.34) 


挠 积 * 与 直 和 @ 之 间 也 满足 分 配 律 . 
这 些 规则 (2.2.32)~(2.2.34) 决定 了 如 何 使 用 定理 2.8， 显 然 , 当 H.(M) 和 
H.(N) 中 有 一 个 没有 找 子 群 , 则 可 得 到 


Hi(M x N) ~ @p+a=k Hp(M)® HalN), 


即 与 (2.2.30) 相同 形式 的 公式 . 更 一 般 地 , 车 用 F(X) 和 TT.(XX) 分 别 表示 Hi(X) 
的 日 由 子 群 与 找 子 群 


注 2.15 Kiinneth 定理 的 完整 形式 为 下 面 的 短 序列 是 正 合 的 : 


— Bpto=k Hp_i1(M)* Ho(N)— 0, (2.2.36) 


并 且 该 序列 是 分 裂 的 (但 不 是 目 然 分 裂 ). 


2.2 流 形 的 共 斩 结 构 与 同调 几何 化 定理 . 123 . 


我 们 需要 对 这 个 序列 给 出 解释 . 所 谓 (2.2.36) 的 正 合 性 是 指 op 是 单一 同 态 , V 
是 满 同 态 , 并 且 o 的 像 = 的 核 . 所 谓 一 个 短 正 合 序列 是 分 裂 的 , 是 指 在 下 面 的 序 
列 中 : 


0 A! -2 4 了 43 — 0. 


群 p(41) 是 42 的 一 个 直 和 项 . 这 意味 着 As 是 p(4i) 与 为 外 一 个 子 群 B 的 二 和 . 
此 时 , 上 面 序列 可 表达 为 


0 一 4 wv(A1)@B -As—0, 


其 中 p : 41 一 p(41) 是 同 构 , 多: B 一 hs 为 同 构 . 因此 (2.2.36) 的 分 裂 性 就 意味 看 
Kiinneth 公式 (2.2.31) 成 立 . 
定理 2.8 的 证 明 这 里 将 应 用 定理 2.7 来 证 明 Kiinneth 定理 . 特别 需要 指出 
的 是 , 从 整个 过 程 能 清楚 地 看 到 该 定理 的 实质 , 并 知道 在 公式 中 的 每 一 项 对 应 的 生 
成 元 是 什么 . 

正如 公式 (2.2.15) 那样 , M x NN 与 M,N 的 维 共 斩 元 集合 之 间 有 


4j(X)={frilri 是 王 中 所 有 大 维 目 由 共 瑟 元 }， 
Br(X) = {foil oj 是 XX 中 所 有 线性 独立 模 一 + 下 共 斩 元 ( 链 )}. 


显然 , 对 任何 ri e Ay(M), ro E Ao(N), mxm 是 MxN 上 的 目 由 共 斩 元 . 因此 
对 于 自由 共 斩 元 集合 有 


Ar(M x N)= 》 Ap(M)® As(N). (2.2.38) 


由 定理 2.7, 公式 (2.2.38) 意味 着 (2.2.30) 成 立 , 同时 对 于 整 系数 自由 子 群 
Fri(M x N)= Bpro=k Fo(M)® FN). (2.2.39) 


对 任 ce Br(N), 存在 一 个 共 斩 元 工 使 得 


OL = ro. 


男 一 方面 , 对 任何 re Ay(M), 由 (2.2.38), xo EKksro(M x NN) 并 且 


O(1 X O02 ) 一 7101 XxX O09, O(o1 X > ) 一 (—1)fr201 xX O09. 


oO(I1 X L's ) 二 OL Xx 工 。 十 (—1)?* Ti x Ol',» 


一 人 1G1 XxX | 。 十 (一 1])2+ roT1 xX OD. 


因此 , Fi x os 与 cl xTs 是 线性 相关 的 , 它们 两 个 只 能 取 一 个 作为 独立 的 模 一 (71, 72) 
上 共 瑟 元 ( 链 ), 于 是 推出 


O01 X Op 和 BB, A(M 和 X N), Varl C Bb (Ad ), Op E B?(N), rr 一 (71, 72). (2.2.41) 


这 样 推 出 下 面 和 关系 
Dpto=k By (Ad ) © 所 (WN) C Br(M X N), 7 二 (71, 7r2 ). (2.2.42 ) 


现在 , 取 ci € B71(M) 及 oa e B™(N). 则 关于 对 应 的 共 斩 元 Pi (i = 1 2), 构 
人造 一 个 共 斩 元 组 合 如 下 


TT 二 QA101 XxX [» 十 (—1)faoTi 义 09, Qj; 二 Ti/ 7, 7 一 (71, 72). (2.2.43) 


显然 , 对 于 了 有 
DLL X 1',) 一 7， 


因此 7 是 由 cl 和 os 诱导 出 的 一 个 模 一 (r1,72) 下 共 斩 链 . 于 古 推 出 


Be-kBm COM)* B™(N) C BI(M x N), r= (raro) (2.2.44) 
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反 过 来 , 由 (2.2.38) 可 知 M x N 的 任 一 大 维 共 斩 元 o 可 分 解 为 
OO=01X02, OoE 帮 )，aocEKvN)，D+q=K. 


从 这 不 难 推 知 Bi 的 任 一 元 素 一 定 是 如 (2.2.41), (2.2.43), 及 和 xc 这 三 种 形式 之 一 
这 里 x € A,, oc € Bo, 即 Bi(M x N) Cz. 这样, 有 


其 中 T,(M) 8 T,(N) 表示 生成 元 按 (2.2.41) 方式 乘积 , 而 T,_1(M) *T,(N) 表示 生 
成 元 按 (2.2.43) 所 给 方式 产生 . 

最 后 , 从 (2.2.39) 和 (2.2.46) 得 到 公式 (2.2.35). 定理 证 毕 . 

注 2.16 从 上 述 分 析 过 程 看 到 张 量 积 @ 与 找 积 * 的 几何 意义 , 即 大 lei] 和 
oa] 分 别 是 Hj,(M) 与 Ho(N) 的 生成 元 , o1 和 cz 是 对 应 的 目 由 共 恩 元 或 下 共 枉 
链 , 则 


lo1| * [oo| 一 QI101 ~ i 十 (—1)?T!aoTi X O05, (2.2.47 ) 


ol 一 Ti0; (2 一 1,2), Ti 二 TQi, TT 二 (71,72). 


关系 式 (2.2.47) 能 够 帮助 我 们 加 深 对 Kiinneth 定理 的 理解 . 

因为 Kiinneth 定理 的 整个 证 明 过 程 仅 依 赖 于 边缘 算 子 关于 乘积 空间 M x N 
满足 反 导 律 (2.2.6) 以 及 关于 共 思 元 的 公式 (2.2.38). 因此 Kiinneth 定理 可 推广 到 
满足 条 件 (2.2.6) 和 (2.2.15) 的 纤维 从 上 . 即 令 (E,7, M) 是 以 M 为 底 空间 ,下 为 
纤维 的 纤维 从 , 若 五 的 紧 共 斩 元 集合 K(E) 与 M 和 FF 的 之 间 有 共有 关系 


K(E) = K(M) ® K(F), (2.2.48) 
并 且 6 作用 在 K(E) 中 满足 反 导 律 , 则 有 
Hi(E) = @prak[lHo(M) ® Hy(N) ® Hop_1(M)* Ha(N)). (2.2.49) 


这 个 结论 的 一 个 变形 就 是 下 面 的 Leray-Hirsch 定理 . 


(2.2.49). 这 里 zt : Hi(B) 一 Hk(M) 是 投影 的 诱导 同 态 

该 定理 的 意思 是 , 对 FF 的 所 有 共 轿 元 ce Kx(f), 若 po *#o €E Kx(B) 也 是 共 斩 
元 , 并 且 保 持 类 型 不 变 , 则 公式 (2.2.49) 成 立 . 事实 上 Leray-Hirsch 定理 的 这 个 条 
件 就 意味 着 (五 ,r, M) 是 一 个 正则 纤维 从 (存在 截面 ), 因而 (2.2.48) 被 满足 , 并 且 9 
在 大 (E) 上 是 反 导 的 . 
注 2.17 现在 的 一 个 问题 是 , 车 (EB,7#, M) 是 正则 的 , 并 且 


OE = OM *F+(—1) Mu*oOF (2.2.50) 


是 否 能 保证 (2.2.49) 成 立 ? 上 毫 无 疑问 , 当 书 = Sm 是 一 个 球面 时 该 结论 成 立 . 但 是 
对 于 一 般 情况 我 们 不 知 是 否 成 立 ， 条 件 (2.2.50) 等 价 于 : 当 M, 焉 是 可 定 同 时 , FE 
一 定 是 可 定 同 的 ; 当 M,F 中 有 一 个 是 不 可 定 同 时 , 则 E 是 不 可 定 同 的 . 


2.2.5 ”万 有 系数 定理 


很 显然 , M 的 同调 群 Hi(M,G) 依赖 于 系数 群 G. 在 定理 2.1 中 已 看 到 , 实 系 
数 同调 群 Hi.(M, R) 是 一 个 自由 群 , 而 整 系数 同调 群 Hi (MZ) 含有 目 由 和 群 与 找 子 
群 . 事实 上 , 对 所 有 域 G 上 的 同调 群 都 没有 挠 子 群 , 这 是 因为 域 G 的 每 一 个 元 素 
a 关 0 都 存在 逆 元 素 a-1.a = 1. 因此 , 着 o 是 Hi(M,G) 一 个 生成 元 , 并 且 po = 0， 
那么 p-ipg =a=0. 

万 有 系数 定理 告诉 我 们 , 所 有 可 交换 加 法 群 G 为 系数 的 同调 群 Hi (1M,G) 都 
可 以 由 Hi(M,G) 与 G 表达 出 来 . 该 定理 陈述 如 下 . 

定理 2.10 ” 流 形 M 上 的 G 系数 同调 群 Hi (MM,G) 与 整 系数 同调 群 Hi (M,Z) 
之 间 有 如 下 关系 


Hi (M,G) = Hi (M,Z) ® GE@® Hi(M,Z)*G, (2.2.51) 


其 中 @ 为 张 量 积 , * 为 抄 积 . 

前 面 已 经 介绍 了 Z 和 群 与 Z。 和 群 之 间 张 量 积 与 挠 积 的 运算 关系 . 现在 需要 介绍 
Hi (M,Z) 与 一 般 交 换 加 群 G 之 间 关 于 @ 和 * 的 运算 法 则 . 因为 Hi(M,Z) 是 由 2 
与 Z 组 成 , 因此 只 需 考虑 ZZ 与 G 的 乘法 规则 . 

首先 @ 和 * 满足 交换 律 与 分 配 律 , 例如 


0@(Z8Z)=9Q@2Z2905@8Z =ZOgIBZ, D9=(Z+2Z)89, 


Vg E G 成 立 . 其 次 , 对 任意 群 G 都 有 


ZQG=G，ZrG=0. (2.2.52) 
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当 G 与 任何 Zz (r > 2) 不 同 构 时 ， 


Zs BG=0, Zo*G=0. (2.2.53) 
由 (2.2.52) 和 (2.2.53), 当 G 是 一 个 域 时 (2.2.51) 意味 着 
Hi.(M,G) = Hi(M,Z)®8G=G@…@G (Bx 个 直 和 )， (2.2.54) 


这 里 Bi 是 M 的 上 维 Betti 数 . 
由 定理 2.7 很 容易 理解 万 有 系数 定理 的 实质 . 下 面 给 出 解释 .根据 经 典 定 义 ， 
攻 系 数 同 调 群 Hi (M,Z) 可 表示 为 


Hi:(M,Z) = b> Qj0j 十 >》 Bini Qj; € L, Pi E | 
其 中 Oj 是 团 链 ， 满 正 


00; = 二 0， OT 关 Qo;，Va 关 0 及 上 十 1 维 链 工 (2.2.55) 
xi 是 满足 下 面条 件 的 财 链 
OT == 土 qiTi， 对 茶 个 gq; > 2. (2.2.56) 


满足 (2.2.55) 的 oj 称 为 是 Hi(M,Z) 的 自由 子 群 的 生成 元 , 而 满足 (2.2.56) 的 ti 
是 Z。 子 群 的 生成 元 . 

在 共 斩 元 结构 理论 中 , 用 大 维 自由 共 箔 元 马 来 取代 (2.2.55) 中 的 奇异 链 (或 
单纯 链 )o;, 用 模 -9 下 共 斩 元 ( 链 ) x; 来 取代 (2.2.56) 中 的 Ai. 这 样 就 产生 定理 2.7 
的 结论 (2). 同时 用 模 -gq 上 共 恩 元 ( 链 ) 取代 (2.2.56) 中 的 奇异 链 工 . 

整 系数 同调 群 Hi (M,Z) 的 生成 元 中 没有 上 共 斩 元 ( 链 ) 的 位 置 , 因为 在 乙 系 
数 下 它 不 是 闭 的 , 9T 夭 0. 然而 , 当 取 Z。 (q > 2) 作 系数 群 时 , 模 -gq 上 共 斩 链 工 便 
成 为 团 链 : 


OL =go=0 (q=0 在 2Z。 中 ). 


不 仅 如 此 , 所 有 模 -p 上 共 斩 元 ( 链 )6T 都 是 模 -7 闭 链 , 那里 7 = (p,q) > 2, P= 
max{1,g/p}. 例如 , 当 g = 6, p =2 时 , 对 6T = 20o 来 讲 , 3T 是 一 个 在 Z6 系数 下 的 
模 一 2 闭 链 . 这 样 , 在 Z。 系数 下 同调 群 为 


H, (M,Z)= (Zem oj E Wg, 0; € | 申 (Zasma <E Zr;， €E sr 
7 2 


OD (Dm Ti E br,, MIE | ， (2.2.57 ) 
| 
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其 中 (7;,gq) 关 1，Ak 是 有 维 目 由 共 斩 元 集合 ,87 是 模 -7 下 共 斩 元 ( 链 ) 集合 , CY 
是 大 维 模 -r+ 上 共 斩 元 ( 链 ) 集合 . (2.2.57) 就 是 定理 2.7 的 结论 (3). 

现在 解释 定理 2.10. 当 G 是 一 个 域 时 , 公式 (2.2.54) 是 显然 的 . 而 当 G = ZZ 
时 , 由 (2.2.32) 可 知 


H; (M,Z) ® Z, = Ze Qj; EZ 0; € | 
7 


© b> Bi&i| Bi € Za & € BL, qi = (re 可 (2.2.58) 


此 外 注意 到 , Br_1 与 Cx 是 一 一 对 应 的 : 
Ort=rr>TECE, TEBi. 


再 根据 (2.2.55) 可 推 得 
(Dm YM E Lr, EC (T1, 4) 天 上 ~ Hx-i(M,Z) * Zo. (2.2.59) 


这 样 , 由 (2.2.57)~(2.2.59) 便 得 到 关于 G = Zo 的 公式 (2.2.51). 
2.2.6 


这 一 节 从 共 斩 元 的 角度 给 出 一 些 流 形 的 同调 群 , 以 加 深 对 这 些 概 念 以 及 它们 之 
梧 联系 的 理解 . 

例 2.7 考虑 亏 格 为 g > 0 的 环 面 972 (k = 0 时 为 球面 ). g7?* 就 是 如 图 2.11 
所 示 的 具有 g 个 洞 的 环 面 , 它 的 每 个 孔洞 都 严格 对 应 一 对 一 维 共 思 侦 (如 ,Ti) (1 < 
i < g), 并 且 中 和 Til 都 是 圆周 S1. 显然 它们 都 是 目 由 共 斩 元 . 再 加 上 一 对 平凡 共 
轿 偶 (po, gT?)( 它 们 是 自由 的 ), gT? 的 所 有 共 斩 元 都 是 自由 的 , 它们 是 


零 维 共 斩 元 {zo}， 一 维 共 轿 元 { 史 ,FI 1 < i < g}， 二 维 共 斩 元 {97 
因此 , %7” 的 同调 群 为 


G, k= 0,2 
Hx(gT”, G) G@.…@@G (2k 个 和 )，k=1 
0， 其 他 . 


例 2.8 ”Klein 瓶 K?.， 在 图 1.6 中 看 到 ，K? 有 一 对 非 平 凡 的 一 维 共 斩 倘 
(了 1,T1), 其 中 21 = ab Fl = a'a, 它们 都 是 圆周 S1. K? 本 身 是 不 可 定 回 的 , 作 
为 基本 链 在 边缘 算 子 9 的 作用 下 
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OK* = 2T!. 


因此 K? 共有 四 个 共 斩 元 , 它们 分 类 为 
零 维 共 斩 元 {zo}， 一 维 目 由 共 斩 元 {2}， 一 维 模 -2 下 共 酉 元 { 代 
二 维 模 一 2 上 共 斩 元 { 开 人 


于 是 有 


| Z k=0, 
Hi(K?,2Z)= 4 Z@Z2, k=1, 
0， 其 他 . 

例 2.9” 实 投影 空间 P". 在 1.1.6 小 节 和 例 2.4 中 知道 ,对 每 个 >0 (k< [5|) 
都 有 而 且 只 有 一 对 共 思 偶 (P*, P"-*). 特别 地 , P* 是 可 定向 的 , 当 k = 奇数 ; 是 不 
可 定向 的 , 当天 = 偶数 , 即 


这 样 _Pn 的 所 有 共 斩 元 为 
目 由 共 斩 元 : {Pi}，{P"}， 当 到 = 奇数 时 ， 
模 -2 下 共 胃 元 : {Pi,P3,.……. ,Pmi},， 2m 一 l]1<n, 
模 -2 上 共 思 元 : {P,P4,.… ,Pm}, 2m<n. 

因此 同调 群 为 


Z， 二 0 及 k= 二 n, 当 n = 奇数 ， 
Hi(P",Z) = 4 Zo。， 上 = 有 数 , 且 < 


0， 其 他 . 

Zo, VO<kS&n, 
iP") -| 2 7 

0, 不 > 见 . 


例 2.10 ” 复 投 影 空间 CP". 由 例 2.2 和 例 2.5, 对 每 一 个 k < n 复 投 影 空 间 
CP" 都 有 而 且 只 有 一 对 2k 维 共 斩 偶 (CP*,CP"-*),CP" 没有 奇数 维 的 共 辆 偶 , 并 
且 CP* 都 是 可 定 同 的 , 即 


OCP*=0, l1<kgn. 


因此 CP" 中 所 有 共 斩 元 都 古 目 由 的 , 它们 契 
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于 是 得 到 同调 群 


例 2.11 “透镜 空间 L2?+1(p,Q@). 根据 例 2.5 对 每 一 个 kk 之 0(k<<n), Lnt!(p, 
Q) 都 有 而 且 仅 有 一 对 共 斩 偶 


其 中 , 当 = 2m 十 1 时 , L* = L2m+1(p,Q) 为 k= 2m 二 1 维 透 镜 空 间 , 当 k= 2m 
时 , L* = L2m 为 一 个 2m 维 拓 扑 空 间 , 其 作为 一 个 基本 链 有 


OL:™ =pL™!, OLmt* os0, 0<m<n. 


这 样 , L2?+1 (p, @) 的 所 有 共 王 元 及 其 分 类 如 下 ， 


目 由 共 析 元: { L°™+}, 
柑 一 也 下 共 狐 元 : {L',L", | 了 


考虑 乘积 空间 Z2n"+l(p,Q@) x CPn".， 从 例 2.10 和 例 2.11 可 以 知道 
72n+1 xCPn 的 所 有 共 斩 元 为 


{L*xCPIO<k<ant+l1,0gr gn)}, 


其 中 已 与 CP? 都 是 零 维 共 斩 元 . 容易 看 出 


pL*-! x CP’, k= 2m, 
0, k= 2m+l1. 


OL" x CP"=0, VO<rgn. (2.2.60) 


OL* x cr 
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L2?t1xCP? 所 有 k=2m-1(1<m<n) 和 k= 十 1 一 2m (1 < m < n) 维 数 
的 共 罗 元 排列 如 下 : 


{Lm Lm XCP 1XCPm 1l<mgn, 
{Lt! x CPP 了 x CPtIm... Lt XCP lgmgn. (2.2.61) 


所 有 大 = 2m 和 = 4n 十 2 一 2m (1 < m < n) 维 数 的 共 斩 元 为 
{L*™, Lim? XCP ,LI xCP™}, lg<m<&n, 


{L*"* x CPP 了 了 mn x CP"}, l1<m<n. (2.2.62) 
再 加 上 平凡 共 思 伪 
{L°? x CP", Lt’ x CP"}. (2.2.63) 
由 (2.2.60)~(2.2.63) 可 以 给 出 共 轿 元 的 分 类 如 下 : 
日 由 共 思 元 : LoxCP?, LOxCP™, LtlixCPr-™m 0g<megn, 


2m 一 1 维 模 一 p 下 共 斩 元 :LL2m-i1xCPo,... ,LixCP™ 1! 1&<m<&n, 

4n 十 1 一 2m 维 模 一 p 下 元 :LL2?*+ixCP?-m... ,Ltli-2mxCP"*, 1l1<m<n—l1, 
2n 十 1 维 模 一 wp 下 共 红 元; LL2?*-ixCPl,.…. ,LixCP", 

2m 维 模 - p 上 共 辆 元 : L2mxCP,..., LxCP™-!, 1<m<n, 

4n 十 2 一 2m 维 模 一 p 上 元 :LL2*xCPr?ti-m,...,L2nt+2-2mxCP?, 1<m<n. 


从 而 得 到 L2"+1(p, @) x CP" 实 系数 同调 群 


1 _ 
万 (万 人 二 cp" -| R 9 k = 0,2,.…- , 2n,2N 二 1,2n + 3,.…: , 4n 十 1. 


0， 其 他 . 
天 (了 人 x CP",Z) 
b, k = 0,2,.…. ,2n,4n+t1, 
k+l 
Zz 6 …@Zp (“个 直 和 )， k=1,3,...,2n—1, 


4 — 
LBD.……BLp (和 2 一 个 2 和 )， hk = Zn + 3,*…- , 4n.—1, 


0，, 其 他 . 
Zo 系数 同调 群 
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72n+ (DGQ) x CP" 的 同调 群 也 可 以 由 Kiinneth 公式 得 到 . 


2.3 上 同调 论 


2.3.1 上 同调 的 实质 


在 形式 化 地 介绍 上 同调 群 之 前 , 我 们 同样 需要 先 将 此 概念 的 客观 实体 是 什么 ， 
为 什么 以 及 如 何 引 入 上 同调 群 这 些 基本 问题 讲 清楚 , 以 便 读 者 能 够 比较 容易 地 进入 
这 个 领域 . 有 时 为 了 区 别 , 将 Hi(M,G) 称 为 下 同调 群 . 

在 同调 群 的 共 斩 元 理论 (定理 2.7) 中 看 到 ， 上 共 斩 链 不 出 现在 整 系数 同调 和 群 
中 . 然而 上 同调 群 却 很 好 地 弥补 了 这 一 缺陷 . 下 面 的 定理 清楚 地 揭示 了 上 同调 群 的 
实质 , 称 之 为 上 同调 几何 化 定理 . 该 定理 在 2.3.3 小 节 中 给 予 前 明 . 

定理 2.11 令 M 是 正则 流 形 . 则 M 的 G 系数 上 同调 群 , 记 为 H*(M,G), 是 
M 上 线性 独立 的 共 斩 元 ( 链 ) 按 下 面 方式 张 成 的 群 . 

(1) 实 系数 上 同调 群 H*(MM, R) 是 以 M 的 所 有 维 自由 共 轿 元 为 基底 , 在 实 
数 域 R 上 展开 的 线性 空间 


H*(M, R) ~ R{o1,:.. ,om}, 


其 中 o (1 < j < m) 是 M 的 所 有 大 维 上 自由 共 斩 元 . 因此 , 上 同调 群 H*(M, RR) 与 
同调 群 Hi(M, R) 在 实质 上 没有 区 别 . 
(2) 对 G = Z，H*(M,Z) 同 构 于 


H"*(M,Z2) ~ D1{01,.… ,Om} DB Zo, {LT11,**- ,Tr } B.D Zo {Tn,.… , Ly, 上 


其 中 oj 是 M 的 & 维 自 由 共 思 元 , Tj; (1 < i < 7;) 是 所 有 维 模 -gq; 上 共 耗 
元 ( 链 ). 这 里 记号 G{Ani,… ,7r} 代表 以 fr ,Tr} 为 基 展 , 以 G 为 系数 群 的 生 
成 群 . 


H*(M, Za) ~ Zufal om 四 [四 Ze fr Try 


其 中 oj 如 (1), ri 是 所 有 上 维 模 -mm 的 上 和 下 共 斩 元 ( 链 )， 直 和 是 对 所 有 满足 
gq; = (7;,q) 关 1 的 7; 进行. 显然 H*(M,2Zo) 与 天 (Zoo) 同 构 . 

注 2.18 对比 定 理 2.7 和 定理 2.11 发 现 , 整 系数 的 上 和 下 同调 群 将 所 有 ~ > 2 
的 模 -> 上 和 下 共 斩 链 都 包括 进去 , 并 且 它 们 之 间 有 如 下 关系 : 


了 一 丽人 


其 中 及, Ti 分别 是 HH.(M,Z) 的 自由 与 挠 子 群 ,，F* 与 T* 为 五 "(MZE) 的 自由 与 拨 
子 群 . 至 此 , 定理 2.7 与 定理 2.11 完整 地 给 出 了 共 轿 元 与 上 、 下 同调 群 之 间 的 关系 . 
显然 , 所 有 = 1 的 模 -> 上 、 下 共 轧 链 在 所 有 系数 同调 群 中 没有 位 置 . 然而 M 的 
共 辆 元 总 数 是 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 , 它 与 流 形 的 最 少 球体 分 解数 及 M 上 函数 最 
少 临界 点 数 相 关 . 这 些 信 息 从 同调 群 无 法 得 到 
反映 . 

定理 2.11 的 优点 就 是 具有 帮助 理解 上 同调 
群 的 作用 , 但 是 它 缺 乏 数 学 形式 化 的 推 污 功 能 . 
下 面 用 Klein 瓶 作 例子 来 介绍 上 同调 群 的 定义  ， 
并 解释 定理 2.11. 图 2.15 给 出 的 是 K? 上 的 一 

图 2.15 ”Klein 瓶 K“ 的 一 个 单纯 

个 方 体 谢 分 , 那里 棱 ab = 棱 a2bo, 校 pc = 校 、 
je 楼 aa) 二 楼 csc 楼 aias 二 楼 cic 训 分 , 箭头 表示 方 体 zi 的 定 回 

该 剖 分 的 维 链 群 为 


U2 


8 
C1(K”) 一 P22 b; € bh, oi 是 图 2.15 中 8 Sa 的 -9 开 | 
j=1 


Co(K2) = {ya+7yb+Yy301+ ybi| yy; EZ, 1<j<4), 


其 中 a,b,ai,b1 是 图 中 顶点 , 这 是 因为 a = c = as = c2,al = c1,b = bz. 一 个 边缘 同 
态 定 义 在 这 些 链 群 上 
0: CA(K’) 一 Cr_1(K”). (2.3.1) 


下 同调 群 就 是 从 (2.3.1) 及 82 = 0 产生 出 来 . 
我 们 知道 , 在 每 个 维 链 群 C1 (K?) 上 都 存在 许多 同 态 


p : Or(K’)— 2, (2.3.2) 
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即 满足 线性 条 件 的 映射 : 
0 | — > ,op(e) plei) EZ, VY osei e CR(K2) (2.3.3) 
例如 , 在 Ca(K?) 上 , 当 指 定 


(P1 (Ti ) 一 | !， 3 Et (2.3.4) 


(» > es) 一 >》, Qi i) (2.3.5) 


并 将 (yp,o) 称 为 o 与 o 的 内 积 . 以 后 总 是 用 (2.3.5) 来 表示 (2.3.3). 
现在 , 将 Ci(K?) 上 所 有 如 (2.3.2) 的 同 态 拿 过 来 组 成 一 个 集合 , 记 为 


Hom (Cn.(K”),Z), (2.3.6) 
并 在 该 集合 上 定义 加 法 运算 
(p1(0) + p2(0)) = p1(0) + p2(0), Vo € Ck(K’), 


其 零 同 态 定 义 为 po(o) = 0, Vo € Cr(K?). 于 是 在 上 面 的 加 法 运算 下 (2.3.6) 构成 
一 个 交换 群 , 称 为 Ck.(K?) 到 Z 的 同 态 群 . 群 (2.3.6) 就 称 为 是 K? 的 上 维 整 系数 
上 链 群 , 记 为 


Cr(K?,Z) = Hom (Cx (K?),Z). 


为 了 在 C*(K?,Z) 上 定义 上 同调 群 , 需要 在 C*(K?,Z) 上 引入 一 个 类 似 于 (2.3.1) 
那样 的 边缘 同 态 . 此 时 , 完全 平行 地 可 将 上 述 过 程 移植 到 任意 流 形 M 上 . 因而 关 
于 边缘 同 态 9 : Cr41(M) 一 Cr(M) 可 定义 对 偶 同 态 


6 : OF (M,Z) — C*+1(M.,Z), (2.3.7) 
它 类 似 于 线性 空间 上 线性 算 子 的 共 斩 算 子 , 即 对 任 给 定 的 pe C*(M ,也 )， 


(0p,a) = (9,00), Vo ECkHIOI) (2.3.8) 
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容易 验证 
6* = 0. (2.3.9) 


事实 上 , 对 任意 给 定 的 pe C*(M,Z), 由 (2.3.8) 有 
(52p,o) = (69,00) = (9,020) =0, Vo € Cr42(M), 
该 等 式 的 意思 是 , 562 作用 在 任何 大 + 2 维 的 下 链 co 上 都 为 零 , 因而 
0620p :Cir2(M) ZZ 


一 定 是 零 同 态 . 故 (2.3.9) 成 立 . 
类 似 于 下 同调 群 , 从 (2.3.7) 和 (2.3.9) 就 可 以 在 流 形 M 上 定义 上 同调 群 H*(M， 


Z) 如 下 
Ker{6 : C*(M,Z) 一 Co (MD)} 
Tm{6 : Ck-1(0MZ) — Cr(M,Z)} 


初步 地 了 解 形式 化 的 上 同调 群 后 , 接 下 来 的 事情 束 是 用 Klein 眶 K? 来 解释 定 
理 2.11, 即 说 明 如 何 从 抽象 定义 (2.3.10) 过 渡 到 定理 2.11 的 那 种 具体 表达 形式 . 将 
分 下 和 面 几 步 进行 . 

第 一 步 . 将 上 链 群 C#(K2,Z) 几何 化 . 虽然 Ce(K2,Z) 中 的 元 素 都 是 C1(K?) 
到 Z 上 的 同 态 , 但 是 由 于 Cx(K2) 是 有 限 生成 的 目 由 和 群 , 它 的 对 个 空间 C*(K?, 了 2) 
也 是 有 限 生 成 的 自由 群 . 这 是 因为 关于 Ck(K?) 的 基底 


H"*(M,2Z) = (2.3.10) 


{1,.… , Pr} (2.3.11) 
使 得 
li) 
(pi, €3) | 0 2 (2.3.12) 
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现在 为 了 直观 , 将 满足 (2.3.12) 的 Ck(K2,2) 的 基底 (生成 元 )p; 就 记 为 e;. 这 样 ， 
Ok(K?,Z) 可 用 图 2.15 中 单 形 表达 出 来 . 


4 
niei| ni € ZZ, el 一 Q，62 = b, e3 = Q1， “a 
1 


C"(K°,Z) 一 | 


一 


8 
C1(K?*,2Z)= 人 EZ, 0 (1 委 1] < 8 ) 是 图 2.195 有 -人形 ) 


j=1 


4 
C*(K*,2Z)= {Dre rk EZ Ak (1 < k < 4) 是 图 2.15 让 二 纺 单 形 | 


K 一 1 


这 样 , 就 将 Cx( 开 2,Z) 中 抽象 的 元 素 ( 同 态 ) 转化 为 图 2.15 中 的 维 单 形 链 . 这 就 
使 得 (2.3.10) 给 出 的 抽象 上 同调 群 元 素 能 够 与 K? 的 共 轿 元 联系 起 来 . 

第 二 步 . K? 上 维 单 形 上 边缘 链 的 几何 意义 . 这 是 非常 关键 的 一 环 , 它 是 从 
(2.3.10) 达到 定理 2.11 的 入 场 券 

自 完 从 零 维 单 形 开始 , 取 ez = b, 则 


(6b,0;) 二 (b，00;)， 0; 为 K“ 的 一 维 单 形 . (2.3.13) 
显然 有 
(b，90;) 二 0， Vo; 不 以 为 它 的 一 个 端 所 
人 1， b 是 0j 的 终 扣 ， 
(b, | _1，b 是 0 的 起 点 (2.3.14) 
于 是 由 (2.3.13) 和 (2.3.14) 可 得 
0 
0 一 0 一 bc 十 02 一 bb (bo =0). (2.3.15) 
| _、 ,。 。 。 零 维 单 形 的 上 边缘 链 如 的 几何 直观 由 图 2.16 
给 出 . 
其 次 考虑 一 维 单 形 c = aib1 的 上 边缘 链 
I Oo. 由 
图 2.16 由 (2.3.15) 可 得 0b 的 图 像 (6(a1b1), Ty) 一 (a1b1, ON;) 
可 知 
(6 (Qa10b1), Ty) = 0, J7=2,4, 
(0 (Qa10b1), 71) 一 ] . 
(6(a1b1), 7T3) = —1. 
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因此 有 
0(a101) = Ti1 — Ti3. (2.3.16) 


由 此 可 得 5(a1b1) 的 几何 图 形 如 图 2.17 所 示 . 
最 后 , 因为 Ci(K?) = 0, Vk > 3, 因此 对 任 
意 二 维 音 形 Ny 有 


图 2.17 由 (2.3.16) 得 到 
的 6(aib1) 图 像 


(07j,0) = (Tj,00) =0, oc=0E€ C3(K”). 


于 古 得 到 
bn; =0, vlI<7<4. (2.3.17) 


这 样 , 公式 (2.3.15) 及 图 (2.3.17) 和 图 2.16 及 图 2.17 提供 了 K? 上 所 有 (0 < 
k < 2) 维 单 形 ok 的 上 边缘 链 6o* 的 表达 公式 和 几何 图 形 . 事实 上 , 这 种 几何 直观 
具有 普 适 性 , 后 面 我 们 还 会 与 它 打 交道 . 

第 三 步 . 找 出 K? 上 的 所 有 维 上 闭 链 . 

首先 , 由 (2.3.15) 和 图 2.16 可 以 判 知 , K? 的 所 有 顶点 之 和 是 唯一 零 维 上 闭 链 . 


0 一 Q 十 0 十 al 十 史 ， 
60" = 0. 


其 次 , 由 (2.3.16) 和 图 2.17 可 推 知 , 一 维 上 闭 链 只 有 两 个 


0 一 ab 十 Q101， G2 = bc 十 bici. 


最 后 , 由 (2.3.17) 二 维 上 闭 链 就 是 四 个 二 维 单 形 


2 2 2 2 _ 
O] — 1， Os — 12,， O03 一 71(3,， OA 一 人 4， 


(2.3.18) 
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显然 , 任 两 个 相 邻 二 维 单 形 是 它们 一 个 公共 边 的 上 边缘 分 支 , 并 且 


0(ab) = Ts 一 TFl， 0(bc) = Tr4 一 Tr2， 
0(a1b1 ) 一 NN]1 一 73， 6(b1c1) 二 79 一 Ti4， 
0 (bbi1 ) 73 一 74， 6(b1b2) 一 个 1 一 人 2， 


0o(ccl) 一 T4 十 Tl， oo(c1C2) 三 To 十 Tr3. 


0(ccl 十 pb01 十 QQ1 十 Qa1b1 ) 一 27T1. (2.3.20) 
由 (2.3.18)~(2.3.20) 可 得 到 


Z, k=0,1, 


H"*(K*,2Z) = | (2.3.21) 


第 五 步 . 与 共 斩 元 建立 天 系 . K? 的 共 斩 元 为 


零 维 共 轿 元 : 尽 号 0 一. 

一 维 目 由 共 斩 元 : 圆周 号 = ab 十 bc. 
一 维 模 -2 下 共 瑟 元 : 圆周 另 = cecil +cic2， 
二 维 模 -2 上 共 斩 元 : Klein 眶 2 = K“. 


当 我 们 建立 下 面 对 应 时 
DP wo PDN, 史 ~Trl， 


则 (2.3.21) 就 被 归 到 定理 2.11 中 整 系数 上 同调 群 的 同 构 关系 . 

以 上 完成 了 在 K? 上 关于 上 同调 群 的 定义 、 几 何 意义 以 及 与 共 白 元 之 间 的 天 
系 的 整个 分 析 过 程 . 在 这 个 过 程 中 看 到 , 上 边缘 算 子 6 与 下 边缘 算 子 9 作用 在 共 斩 
元 上 的 如 下 等 价 关 系 : 


Go 二 0, 60 二 0 今 o 是 目 由 共 斩 元 ， 
Ol['=ro, 60 =7T 合 T 与 o 为 相应 的 模 -r+ 上、 下 共 柏 链 . (2.3.22) 


换 和 句 话 讲 , (2.3.22) 告诉 我 们 9c = 0 等 价 于 o 不 带 边 (广义 ), 而 bo = 0 意味 看 o 
不 配 边 ( 即 6 不 是 某 个 拓扑 空间 的 (广义 ) 边界 ). 关系 式 (2.3.22) 是 得 到 定理 2.7 
和 定理 2.11 的 关键 . 

最 后 有 必要 解释 一 下 最 初 引 入 上 同调 群 的 动机 是 什么 ， 实 质 上 这 种 动机 比较 
明显 , 这 就 是 人 们 发 现在 拓扑 空间 X 上 建立 下 同调 群 的 思想 是 具有 普 遇 意义 的 , 即 
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只 要 找到 与 六 相关 的 某 种 日 由 群 序列 Ck(X) 以 及 在 其 序列 上 的 同 态 y, 满足 


| p :OX) — Ce (X), 


yop 0 (2.3.23) 


那么 束 可 以 在 X 上 建立 如 下 拓扑 不 变量 , 当 k= 上 十 1 时 为 上 同调 , k* =k 一 1 时 


为 下 同调 ， 的 村 

~ +9 及 

所 (X) = 呈 的 像 
因此 , 在 M 上 寻找 所 有 可 能 满足 (2.3.23) 这 样 性 质 的 群 序 列 及 其 同 态 就 成 为 拓扑 
学 研究 的 基本 动力 . 上 同调 群 正 是 在 这 种 动机 驱动 下 发 现 的 . 事实 上 , 同调 论 在 拓 
扑 学 中 已 有 丰富 的 成 果 , 其 中 较为 著名 的 有 Cech 上 同调 , de Rham 上 同调 等 . 


2.3.2 上 同调 和 群 


现在 给 出 单纯 上 同调 群 的 一 般 定 义 . 首先 介绍 同 态 群 的 概念 . 令 A 和 G 都 是 
Abel 群 (交换 群 ), o, Vy : 4 一 G 是 两 个 同 态 . 若 定义 p 与 纱 的 加 法 运算 为 


(V+9p)(o)= yo)+ yo), vce4 


则 4 到 G 上 的 所 有 同 态 在 上 述 加 法 下 构成 一 个 Abel 群 , 称 为 从 4 到 G 的 同 态 
群 , 记 作 


Hom(A,G)= {vw:A4 一 G| ov 是 同 态 }. 
对 任何 we 4, 将 w(a) 写作 
(PO EG, aocE4 vwEHom(A,G). 


令 4,B,G 都 是 群 , FF : 4 一 B 是 一 个 同 态 ， 则 FF 可 诱导 出 Hom(B,G) 到 
Hom(4,G) 的 一 个 同 态 


F :Hom(B,G)— Hom(A,G), 
该 同 态 称 为 下 的 对 偶 同 态 , 它 是 由 下 陈 定 义 
(F(T'),o)= (TT,F(o))€G, (2.3.24) 


其 中 Te Hom(B,G), o € 4. 也 就 是 说 , 对 任 一 给 定 同 态 工 : B 一 G, 对 所 有 的 
re 4 等 式 (2.3.24) 右边 的 值 确定 了 Hom(4, G) 中 一 个 同 态 下 :4 一 G 使 得 


下 (ac) = 工 o 忆 (ac) 


然后 就 定义 更 = 天 *(T). 
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例如 ,对 4= 巨 = 本 是 m” 维 欧 氏 空间 , G = RR 为 实数 域 . 4 到 B 的 任 一 个 同 
态 下: R" 一 Rm 可 由 一 个 n 阶 什 阵 表 示 


另 一 方面 , Hom(4, G) = Hom(R", R) 是 线性 空间 Rn" 的 对 偶 空 间 , 它 与 Rn 同 构 : 
Hom(4,GC) 人 下， Hom(B,G) 和 >R'. 


容易 验证 , 此 时 下 的 对 偶 同 态 F* : Hom(B, G) 一 Hom(4, G) 就 是 和 矩阵 F 的 转 置 ， 
即 


令 M 是 一 个 可 放 分 空间 , K 是 它 的 一 个 单纯 前 分 , Ck(M) 是 M 关于 KK 的 
维 整 系数 下 链 群 . 令 G 是 一 个 Abel 群 . 定义 M 上 以 G 为 系数 群 的 上 维 上 链 群 
Ce(M, G) 为 
C*(M,G) = Hom(C(M),G). 


它 的 元 素 称 为 M 关于 K 的 上 维 上 链 . 
注意 到 , Ci(M) 是 一 个 自由 生成 群 , 即 每 一 个 下 链 oc € Ck(M) 可 表示 为 


0 一 > ,nani, nN; CE b, Ts 为 k 维 音 形 . 


在 上 一 小 节 中 已 经 看 出 G = 2 时 上 链 群 Ck(M, 2) 也 是 一 个 自由 生成 群 , 当 G 是 
一 个 环 时 该 结论 仍然 成 立 , 其 构造 与 Ck(M, Z) 是 一 样 的 . 下 面 关 于 一 个 环 G 来 考 
察 这 件 事情 . 


是 Ci(M) 的 一 个 生成 基 , 它 由 所 有 维 单 形 组 成 . 在 C*(2M,G) 中 存在 这 样 的 元 
素 oj : Ck(M) 一 G, 满 正 


容易 验证 , 满足 上 式 的 7 个 同 态 
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{2 ,pr} CC (M,G) 
构成 C*(M,G) 的 一 个 生成 基 , 使 得 每 一 个 元 素 Te C*(M,G) 可 表示 为 T = 
2 gips 其 中 g; e G. 者 用 有 维 单 形 mi 来 记 yp;, 则 C*(M,G) 中 的 元 素 工 在 
形式 上 就 与 k 维 下 链 群 Ci (MM,G) 的 一 样 了 , 即 


显然 , 实数 群 R、 有 理 数 群 8, Zo 群 部 是 环 并 且 满 足 Z@G=G. 
为 了 引入 上 同调 群 , 需要 引入 上 边缘 算 子 5, 它 是 下 边缘 算 子 9 的 对 侦 同 态 . 


定义 2.11 ” 整 系 数 下 链 群 锯 缘 算 子 
0 Cx(M ) 一 CK_1(AI ) 


的 对 侦 同 态 
5:0 (MG) — C*(M,G) 


称 作 是 上 边缘 算 子 , 正如 (2.3.24), 6 由 下 面 等 式 确 定 


(6T',o) = (T,00), TE€ECOC*-I(M,G), o € Cx(M), 


这 里 of 叫 作 工 的 上 边缘 . 
从 定义 2.11 很 容易 看 出 
6*=606=0. (2.3.25) 


这 是 因为 对 任 给 定 的 Te C0*-?(M,G), 有 
(Oo = (T,0°0) =0, Vo € Or.(M). 
这 样 , 定义 上 闭 链 群 与 上 边缘 链 群 如 下 


2*(M,G) = {T eC"*(M,G)| 6T = 0}, 
B*(M,G) ==6C 1(M,G). 
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叫做 M 关于 K 的 & 维 单纯 上 同调 群 . 
显然 , 对 T, re Zr(1M,G), 厢 


T= [在 H*(M,G) 中 
则 等 价 于 下 面 事 实 成 立 
一 "= 二 6， 对 某 个 EE C*- 1(M,G). 


此 时 称 T 了 与 x 是 上 同调 的 . 
注 2.19 ”同样 地 , 也 可 在 M 上 定义 奇异 上 同调 群 如 下 . 令 Ci(M,Z) 是 如 
(2.1.51) 那样 的 & 维 奇 开 链 群 . 定义 上 维 奇 弄 上 和 链 群 为 


C*(M,G) = Hom(Cx(M, 2),G). 
上 边缘 算 子 6 是 (2.1.51) 中 下 边缘 算 子 9 的 对 偶 
60: CO G) — C*(M,G). 


于 是 以 G 为 系数 的 奇 开 上 同调 群 定义 为 


Ker{6 : CF(M,G) — C+i(M,G)} 
Im{6 : C*-1(M,G) — C*(M,G)} 


与 下 同调 群 一 样 , 奇 弄 上 同调 群 与 单纯 上 同调 群 是 同 构 的 


H"*(M,G) = 


H"(M,G) ~ H*(M,G). 


因此 , 总 是 没有 区 别 地 记 HH*(M,G) 作为 上 同调 群 . 
令 M 与 N 是 两 个 拓扑 空间 , f : M 一 入 是 个 映射 . 则 六 的 对 偶 同 态 


f* :COC*(N,G)— C*(M,G) 
诱导 出 上 同调 群 之 间 的 一 个 同 态 
f*:H"(N,G)— H"(M,G), 


称 为 是 f : M 一 NN 的 丧 导 同 态 . 

应 用 定理 2.11( 在 下 一 小 节 将 证 明 它 ), 立刻 能 够 得 到 上 同调 群 与 下 同调 群 的 关 
系 、 上 同调 群 的 Kiinneth 公式 , 以 及 Leray-Hirsch 定理 . 

定理 2.12 令 M 是 正则 流 形 . 则 M 的 上 ,下 同调 群 之 间 有 如 下 关系 : 

(1) 对 G= RR 和 Zo 群 ,有 同 构 关系 


其 中 及, TT 与 F*，T* 分 别 为 大 (MZ) 和 HRM Z) 的 目 由 子 群 与 找 子 群 . 
定理 2.13 (上 同调 的 Kiinneth 和 定理) ”关于 整 系数 上 同调 群 有 下 面 同 构 : 


H"(M x N) = 四 no=k[ 末 (MD @ HN)® H?t'(M)* HAN). (2.3.26) 


在 这 个 公式 中 @ 的 几何 意义 与 下 同调 群 是 一 样 的 , 见 (2.2.47). 而 抄 积 有 所 不 
同 . 若 [Ti] 与 [T。] 分 别 是 T?+1(M) 与 T4(N) 的 生成 元 , Fi 与 Ts 是 对 应 的 上 共和 元 
元 ( 链 ), 则 在 T?t*(M)*T4(N) 中 有 


Ti]* (T2] = ozo1 x To = (~1)?T all x oo， (2.3.27) 
其 中 OT; = rioi (i = 1,2), 7i 二 TrQi, 7 = (71,72). 这 里 需要 说 明 一 下 , 由 


O(o1 x To) = (—1)fr201 X ao2， 


DO: 久 02 ) 一 7101 xX O09, 


0(al X 02 ) 一 ril 1 X Oo 一 (一 1)2z+ ra2al X | ». 


因此 有 


Q201 XT = (一 1)?tioTy xo2o 在 2 中. 


即 表达 式 (2.3.27) 是 有 意义 的 . 由 (2.3.27) 就 可 导出 Kiinneth 公式 (2.2.31) 中 的 第 
二 项 . 第 一 项 的 证 明 与 定理 2.8 是 一 样 的 . 

最 后 , 天 于 上 同调 群 的 Leray-Hirsch 定理 陈述 如 下 . 

定理 2.14 令 (8,7m,M) 是 M 为 底 空间 , F 为 纤维 的 纤维 从 , p :下 一 五 十 
一 个 散 入 . 大 ox or* = : 日 


这 里 x* : H*(M)—[ 
2.3.3 ”上 同调 几何 化 定理 的 证 阴 

这 一 小 节 是 解释 上 同调 群 H*(MM,Z) 的 几何 意义 , 也 可 视 为 对 上 同调 几何 定理 
(定理 2.11) 的 证 明 . 分 下 面 几 步 进行 


第 一 步 .& 维 单 形 I* 的 表达 式 与 几何 意义 . 类 似 于 (2.3.15) 和 (2.3.16) 的 分 析 ， 
由 下 面 两 个 公子 
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其 中 FS+1 是 一 个 上 十 1 维 单 形 ( 方 体 ), 可 以 推出 51* 加 是 所 有 以 I* 为 面 的 k 十 1 
维 单 形 按 定 问 配 以 土 1 系数 求 和 , 即 


5 天 = >》 (一 1 (2.3.28) 
其 中 是 12+* 的 正 问 面 , 是 2 的 负 回 面 . 
例如 , 一 个 在 n = 3 维 流 形 中 的 k= 1 维 单 
形 11, 其 上 边缘 571 的 几何 图 像 就 如 图 2.18 所 
示 , 其 中 


61': =12—If+1f—1s, 


其 中 Tt 是 及 和 2 的 正 同 面 ,是 且 和 了 的 负 
向 面 . 故 在 5T! 中 及 和 2 被 配 以 十 1 系数 , 了? 
和 13 被 配 以 -1 系数 . 
第 二 步 . 零 维 上 同调 群 H?(M,Z) 的 生成 
图 2.18 671 的 示意 图 元 FT0， 因 为 HO(M,Z) = 2 ZN， 只 和 需 找到 
20(M,Z) 的 生成 元 即 可 . 正如 在 2.3.1 小 币 中 天 
于 Klein 瓶 的 讨论 那样 , M 上 所 有 顶点 之 和 


一 定 是 一 个 上 闭 链 , 并 且 是 唯一 的 20(M,Z) 生成 元 . 在 定理 2.11 中 , 将 To 用 一 个 
点 19 € M 来 代表 , 表示 零 维 自由 共 罗 元 
第 三 步 . 考虑 H"(M,Z) 的 生成 元 . M 的 每 一 个 n 维 单 形 Te 都 是 上 闭 链 


017” =0, 1l1<J)<&r. 
因此 有 n 维 闭 链 群 束 是 上 链 群 ， 

Zrm(M,Z) = C"(M,Z). 
此 外 , M 作为 基本 链 满 足 


| 0， M 可 定向 ， 


2F， AM 不 可 定向 ， (28.09) 
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其 中 械 是 M 的 一 个 n 一 1 维 共 斩 元 . 令 I"-! 是 M 的 一 个 m -1 维 单 形 , 使 得 在 
单纯 痢 分 K 中 ， 


人 一 任意 ， 当 AI 可 定 问 ， 

! | -FT 当 MM 不 可 定向 (2.3.30) 
根据 (2.3.29) 和 (2.3.30) 可 得 

n—l _ /77 一 上 U， M 可 定 问 ， 
(6I™- 1, M) = (1™-!,0M) = | 。 MM 不 可 定向 

这 意味 着 对 于 (2.3.30) 的 单 形 I"-! 有 

九 一 1] _ Ir 一 42， M 可 定 问 ， 

加 | 相 十 芒 ，M 不 可 定向 3 


这 里 严 - 是 于 维 单 形 下 与 她 的 公共 面 . 因此 由 (2.3.31) 可 推 知 , 当 M 是 可 宋 
同时 , 任 两 个 ” 维 单 形 是 相互 上 同调 的 , 即 


H"(M,2Z) =Z8II"|~Z M 可 定 问 . 
当 M 不 可 定 癌 时 , 对 任何 n 一 1 维 单 形 FT"-1 ZT, 由 (2.3.29) 可 知 
(6Fm * M) = (T" ,2T)=0. 
即 6T" 1! = I? 一 I?. 这 意味 看 存在 一 列 T? ”,… ,Tm 1 fT 使 得 
6(T? 十 :十 Fo = I? 17, 
1? 与 13 如 (2.3.31), 见 图 2.19 所 示 . 因此 在 上 同调 的 意义 下 ， 
JI"~Ir (I7? 与 区 互 为 上 同调 ). 


61”-!1 一 21?7，M 不 可 定向 . (2.3.32) 
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这 就 推出 2[I?] = 0, 即 
H"(M,2Z) = 2Z2 8 [17?| 和 之 Zo， M 不 可 定 问 . 


将 I? 视 为 M, 在 (2.3.30) 中 的 I?-! 视 为 下 则 (2.3.29) 和 (2.3.31)~(2.3.32) 
变 为 如 下 公式 


这 就 证 明了 =n 的 (2.3.22) 关系 式 . 

第 四 步 . 上 闭 链 的 几何 意义 . 由 (2.3.28) 可 以 推 知 , 任何 相 邻 平行 的 两 个 同 网 大 
维 方 体 之 和 不 十 1 区 的 上 边缘 6( 太 十 产 ) 将 消去 以 下 和 为 面 的 那个 上 十 1 维 方 
体 , 这 一 点 从 图 2.19 也 可 以 看 出 . 因此 , 如 果 Fe 是 上 闭 链 群 2*(AM,Z) 的 一 个 生成 
元 , 6T* = 0, 则 TT* 一 定 是 循环 的 两 两 相 邻 平行 的 同和 同 有 维 单 形 之 和 


二》 本 ，J (j= 1,… ,m) 是 平行 循环 的 (2.3.33) 


所 谓 循环 是 指 平行 排列 无 头 无 尾 , 如 图 2.19 所 示 , 从 I"-! 开始 朝 右 平行 排列 FT? 一 

[rT"-!.….., 一直 前 进 最 后 从 左边 回 到 I"*-1. 这 就 是 上 闭 链 的 基本 几何 特征 . 

然而 , 反 过 来 则 不 然 , 一 个 如 (2.3.33) 那样 的 上 链 下 不 一 定 是 闭 的 , 例如 , 在 图 

2.19 中 , 工 = TI 十 … 十 IT?! 十 I*-1 是 一 个 平行 循环 的 上 链 , 但 是 6T = 2I7 取 0. 
为 了 确定 如 (2.3.33) 那样 平行 循环 上 链 Te 的 特征 , 考察 图 2.20. 用 口 4BCDP 

与 口 BFGH 代表 上 和 下 表面 , D4BFEB 与 DDCGH 代表 左 和 右 表 面 . 在 (2.3.33) 


中 的 T* 表示 图 中 所 有 平行 的 维 方 体 之 和 . 


图 2.20 ” 实 线段 I* 代表 两 两 相 邻 平行 的 维 单 形 
对 过 n 一 1, 下 面条 件 代 表 平 行 循环 的 含义 


DABCD = DEFGH, DABFE= DDCGH. 
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这 里 的 等 号 不 含 定 问 的 意思 , 它 只 是 表示 前 后 两 个 面 DBPFGC 与 口 AEHD 是 等 价 
的 共 轿 元 或 共 罗 链 (无 边 的 拓扑 空间 ). 记 


-k OAEHD, (2.3.34) 


则 x"*-* 是 一 个 n 一 上 维 共 轿 元 (或 链 )， 由 共 斩 偶 理论 知 , 对 于 x"* 唯一 地 存在 
一 个 & 维 共 思 元 ( 链 )r 使 得 (x*, m”“) 是 M 的 共 斩 倘 , 并 且 在 x"“ 的 每 一 局 
p em T 代表 元 zz 在 p 扩 与 x” “ 模 截 相交 


nopn™ 上 (2.3.35) 


现在 融 可 以 曾 明 平行 循环 链 (2.3.33) 的 几何 

意义 . 这 种 链 工 它 的 几何 直观 如 图 2.21 所 

志 是 b[ 一 个 n 上 维 元 的 mg | | | 
(2.3.34) 那样 ) 为 底 空间 , 并 在 mm-* 中 每 个 ] | | 
顶 扣 pp 上 如 (2.3.35) 的 上 维 共 斩 元 ( 链 )rz 上 |- ~- | -> 7 
取 一 个 大 维 单 形 I*, 即 所 ” 

图 2.21 虚线 所 绘 空间 代表 共 轿 元 
T= I ItCnk, nk hy mk. r"*, 实 线 柱 代表 2x 上 一 个 单 形 


(2.3.36) 
例如 , 在 前 面 讨论 的 k = 0, n 的 情况 就 与 (2.3.36) 一 致 , 当天 = 0 时 , im = 


M, [7 =p;, I" = y、 p; 为 所 有 顶点 之 和 当 k =n 时 , 7" "=p, = I?,7 


7 二 1 


M, I"= I? 是 M 在 顶 反 p 的 一 个 n 维 单 形 
对 于 (2.3.36) 中 的 T*, 就 指定 它 为 共 斩 元 ( 链 )m*, 即 


I* =7". (2.3.37) 


在 定理 2.11 中 上 同调 生成 元 的 几何 化 就 是 在 (2.3.36) 意义 下 定义 的 . 

第 五 步 . 今后 将 (2.3.36) 那样 的 循环 链 I* 认同 为 与 x*-* 共 斩 的 大 维 共 轿 元 
( 链 )m*. 显然 T* 是 否 为 上 闭 链 与 它 的 共 轿 配偶 zm" 的 类 型 无 关 , 而 只 与 它 目 己 的 
类 型 有 关 . 从 图 2.20 可 以 看 到 , 当 I* 不 是 配 边 的 , 即 不 存在 一 个 十 1 维 共 轿 元 
( 链 )2*+1 使 得 


OD"tli=rT* (rz 0), (2.3.38) 
则 对 任何 如 口 4BCD, 口 A4BEF 那样 十 1 维 面 5*+1 有 


(6T®, D+l) = (TD, 65*+!) = 0. 


这 联 意 味 着 
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6T* 二 0， 若 I* 是 自由 共 斩 元 或 者 是 上 共 斩 链 . (2.3.39) 
若 存 在 52*+! 使 得 (2.3.38) 成 立 , 则 有 


其 中 of+! 是 一 个 上 共 斩 链 . 事实 上 o*+1 = 5*+1, 这 里 不 再 话 证 . 于 是 有 
6 二 ro*+! 者 下 是 一 个 模 -7 下 链 . (2.3.40) 


由 (2.3.38)-(2.3.40) 可 知 , 对 于 共 斩 元 ( 链 )I* 有 


| oT* =0. 6Tk 二 0 属 FF 是 自由 的 , 2.3.41) 


OP"*tl = rI™ © 6T* 一 7 也 2 


到 此 , 由 (2.3.38) 和 (2.3.41) 推出 定理 2.11. 
注 2.20 ”在 上 面 论 述 中 , 经 常 混 清 使 用 共 斩 链 的 概念 . 事实 上 , 作为 拓扑 空间 
的 共 斩 链 与 作为 链 群 的 元 素 存在 一 个 技术 上 的 差异 . 例如 , 对 于 下 面 的 Ti 与 Ty: 


Ol 一 /7101， OFL 一 7202， 7 一 7 了 Qi 


从 链 群 的 角度 ， 


O(T1 XX I'») 二 T1011 Xx ] » 十 (一 Trail XOD (k 一 dim 1 ) 


中 的 aiol XT 十 (一 1*azT1 Xxoo 称 作 下 共 纯 链 . 而 从 拓扑 空 间 的 角度 对 应 于 (Ti x 
[2) 的 共 斩 链 是 拓扑 空间 ci x Ts 与 Ti x os 在 它们 的 公共 “边界 ”ol x oo 粘 接 空 
间 ]: 

》 一 Io1 X [。UI] xX 02| /(o1 X 02 ). 


此 时 , aicri xT2+(—1)"aoT] xo2 并 不 是 了 的 基本 链 . 在 上 面 的 讨论 中 , 当 说 到 拓扑 
守 间 的 共 斩 链 时 是 指 2， 而 当 说 到 链 群 的 共 斩 链 时 是 指 aiol xTs 十 (—1)*aoT] X02. 
这 里 特此 说 明 . 


2.3.4 同调 环 的 结构 


在 注 2.18 中 解释 了 作为 链 群 的 共 斩 链 与 作为 拓扑 空间 的 共 斩 链 之 间 的 差 弄 ， 
它们 之 间 并 不 像 共 斩 元 那样 是 基本 链 的 关系 . 然而 今后 仍 不 加 区 别 地 在 这 两 种 情况 
下 使 用 这 同一 个 概念 . 


2.3 上 同调 论 . 149 . 


我 们 将 应 用 同调 的 几何 化 定理 来 定义 上 、 下 同调 群 的 乘积 ( 环 ) 结构 . 对 整 系 
数 上 同调 群 记 
H*(M,2Z) = H°(M,Z)® H!'(M,Z) @®-:.…. 


今 


A= {olo 是 M 中 自由 共 思 元 及 线性 独立 上 共 固 元 }， 
B= {7| 7 是 M 中 线性 独立 的 上 共 板 链 } 


则 由 定理 2.11, A 十 8 构成 H*(M,Z) 的 生成 基 . 令 ol oz E 4, 名 存在 一 个 共 箔 元 
史 使 得 (cl,co) 是 局 的 一 个 共 罗 偶 , 则 记 为 


(01,02) E 5. 
然后 在 A 十 8 中 定义 乘法 运算 如 下 : 
7 x go p34 夺 01,02 € A 并 且 存 在 De€ As.t (01,02) € 5, 
““ ”| 0， 否则 
XA ] ， 各 oco€ .A,reB, 并 存在 TEeB s.t | =o*”, (2.3.42) 
0， 吾 则 ， 


T， 夺 Tri,7o E BbB, 月 存在 x €8B st. z= xi * To， 
TT1 XxX To2 一 
0， 否则 


这 里 * 是 两 个 共 斩 链 之 间 的 对 偶 积 . 将 (2.3.42) 的 乘法 运算 线性 扩张 到 万 *( AM 2) 
上 , 即 


[> “| ~ 5 2 = 》 objéi x &, (2.3.43) 
, 7 i 
并 规定 


ki; X 和 一 (一 1 于 入 £i, k; 一 dim £i, k; 一 dim £j. (2.3.44) 


此 时 , 这 些 规 则 (2.3.42)~(2.3.44) 在 HH*(M,Z) 上 定义 了 一 个 乘积 结构 , 使 得 H*(M， 
Z) 成 为 一 个 环 , 称 为 上 同调 环 . 
同样 可 以 在 下 同调 和 群 中 定义 乘积 结构 , 记 


万 (AIf,Z) 一 Ho( M,Z2) 申 Hi(M,Z2) DD.……. 


有 = {olo 是 自由 共 本 元 与 线性 独立 下 共 罗 元 } 
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则 由 定理 2.7, .4 十 启 组 成 及 .(M,Z) 的 生成 基 . 然后 在 A+ 语 上 定义 乘积 为 


| 吨 ， 大 ol ,as E .4. 存在 上 EA s.t. (01,02) € 5, 
Ol1 xX Oo 一 


0， 否则 ， 
jlI, 若 xoe.4 reB8, 存在 TEeB st.[T=o*7n, 
| (2.3.45) 
1， 二 1, /9 人 B, 存在 TEB Ss.t. Ni 二 Nl * 7T9， 
TT] xX To2 一 
0， 否则 . 
并 规定 
£1 xX £2 = (1 x él, ki= dim & (i= 1,2). (2.3.46) 
再 将 (2.3.45) 的 乘积 线性 扩张 到 瓦 .(M,2Z) 使 在 下 同调 群 中 定义 了 一 个 环 结构 . 此 
时 瓦 .(M, 2) 称 为 下 同调 环 . 


注 2.21 由 (2.3.42)~ (2.3.44) 定义 的 上 同调 环 与 传统 的 上 同调 环 是 同 构 的 . 
然而 , 由 (2.3.45) 和 (2.3.46) 定义 的 下 同调 环 在 经 典 理论 中 没有 对 应 . 当 采 用 实 系 
数 时 , 及 .(M, R) 与 HH*(M, R) 是 完全 同 构 的 环 . 

下 面 介 绍 传统 的 上 同调 乘积 定义 . 令 Te Cz(M,Z), rE CI(M,2Z).T 与 7 的 
上 积 , 记 为 T x7 是 一 个 p+ 二 +g 维 上 链 


LT' xm €OCPrT (M,Z2), 


它 作 用 在 p 十 g 维 单 形 J?t4 二 J? xT 为 


(T' X T，TP 9) = (T, I?)(x, 1%). (2.3.47) 


然后 线性 扩张 到 Cz+a(M,Z) 上 . 显然 , 上 积 满足 分 配 律 


(TxA)x5=T x (rx 5). 
我 们 将 证 明 , 当 工 是 上 闭 链 时 有 


oT x7)=(—1)PT xé6n, oor xT)=orxl. (2.3.48) 


=(T x ”nx, O(I?t*) x 1%)+(—1)?(T x7, —I? xI x O079). 
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注意 到 
-PPx7Txao8r=Txo00) 一 xDOrxT2， 
(T xT O(I?T') x 1%) = (6T x 7, I?t4T) =0, 
(LT x x, I? x O(I%ti)) = (T x 67, I?tat). 
可 得 到 


(6(T x 克 )，TP+9T 
=((—1)?T x én, I?tat) + (—1)?t (LT, I? x OT)(r, 19). 


因为 工 是 上 闭 链 , 则 工 为 (2.3.33)( 或 (2.3.36)) 形式 . 因而 
(T, 1? x 07) = (1,11)— (I,10)=0, 
I? = J? x {i},i 二 0,1. 于 是 得 到 (2.3.48) 中 第 一 个 公式 . 同样 方法 可 得 第 二 个 公式 . 
由 (2.3.48) 很 容易 推出 


上 闭 链 x 上 闭 链 = 上 财 链 ， 
上 闭 链 x 上 边缘 = 上 边缘 (2.3.49) 


由 (2.3.49) 可 推 知 , 由 (2.3.47) 定义 的 乘积 诱导 出 上 同调 群 的 乘积 


X:H (M,Z)— H'(M,2), 
oxEH*(M,2), Vo,mr EH*(M,2). (2.3.50) 


事实 上 , 任 两 个 上 闭 链 上 积 的 上 同调 类 由 两 个 因子 上 同调 类 完全 确定 : 
(0 十 06) xX(Tr 十 07) 一 gxXxT+IXxo7 十 06XT 十 077 x oe, 


由 (2.3.49) 后 面 三 项 全 是 上 边缘 . 

正如 注 2.19 所 说 , 由 (2.3.50) 定义 的 上 同调 环 与 (2.3.42)~ (2.3.44) 给 出 的 上 同 
调 环 是 同 构 的 . 前 者 具有 演绎 功能 , 后 者 几何 意义 明确 . 

从 (2.3.50) 很 容易 推出 下 面 定 理 . 

定理 2.15 “关于 (2.3.50) 定义 的 上 同调 环 H*(M,Z) 具有 下 面 性 质 : 

(1) 若 f : M 一 NN 是 连续 映射 , 则 f* : HH*(N,Z) 一 H*(M,Z) 是 环 同 态 ， 


f' (ox7)=f (0) x f (nn); 
(2) 对 任 O01, O02 € H*(M,Z2), 有 
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O01 xX O02 二 (—1)''?0] XxX 09, 1; 一 dimo; (1 一 1, 2). 


证 明 ”这 里 采用 的 是 单纯 同调 群 . f : M -NN 是 单纯 映射 , 即 f 将 M 的 单 形 
映 到 N 的 单 形 上 . 因此 


(f*(o x i), I?™) = (0 x 7, f(I? x 719)). 
因为 f 是 单纯 映射 , f(I? x 19) = f(1?) x f(19). 因此 
(o x 7, f(I? x 1))= (0 x 7, (2°) x f(1)) 


于 是 得 到 结论 (1). 
关于 结论 (2), 注意 到 单 形 的 定 问 具有 


1 x 1r2 = (-1)" "I"? xI™. 


此 外 有 
(al Xo2, 1 x 1 ?2)=(01,7)(02,1?), 
(aa X oa1, 1? x I)=(02,T?)(o1,1) 
一 (一 1 (aa XGO x 71?). 
因而 推出 


(ol x oo — (~—1)""™?o2 x al，T77 72) 一 0. 


这 就 意味 着 结论 (2) 成 立 . 定理 证 毕 . 


2.4 正 合 同调 序列 


2.4.1 相对 同调 群 与 切除 定理 


令 M 是 一 个 可 齐 分 空间 , 4 C M 是 一 个 子 空间 . 在 这 一 人 小节, 先 关 于 空间 侦 
(M, 4) 定义 相对 同调 群 , 然后 解释 相对 同调 群 的 实质 , 并 给 出 一 些 相 对 同调 群 的 例 
子 . 最 后 介绍 切除 定理 . 引入 相对 同调 群 的 动机 从 后 面 引 入 的 正 合同 调 序列 吏 可 以 
明白 , 该 序列 对 计算 同调 群 是 有 帮助 的 . 实质 上 , 从 下 一 节 将 介绍 的 Lefschetz 对 侦 
定理 更 能 体会 到 相对 同调 群 概念 的 价值 . 

称 空间 偶 (MM, 4) 是 可 前 分 的 , 若 存 在 M 的 一 个 单纯 训 分 K 及 一 个 子 复 形 
Ko C K, 使 得 Ko 是 4 的 一 个 单纯 前 分 . 今后 当 提 到 空间 偶 时 , 总 是 假设 它们 是 可 
剖 分 的 . 特别 地 , 当 M 是 一 个 流 形 , 4 是 M 的 一 个 紧 子 流 形 , 则 (AM, 4) 一 定 是 可 
剖 分 的 . 
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1. 相对 下 同调 群 


令 (M, 4) 是 一 个 空间 偶 , Ck(CM, G) 与 Ck(4, G) 分 别 为 M 与 4 的 以 G 为 系 
数 的 上 维 链 群 . 显然 Ck(4, G) Cc Cx (MM,G) 是 一 个 子 群 . 下 面 的 商 群 定义 为 空间 侦 
(M, 4) 的 相对 下 和 链 群 , 记 为 


Cr(M,G) 
Cr(A,G) 


不 难看 出 , Ci (MM,G) 的 边缘 同 态 9 诱导 出 C4 (MM, 4, G) 的 边缘 同 态 ， 


ur 


0 : Cxr(M, A, Cr ) 一 CK_1(Ad A., Cr ) 


Cr(M, A,G) = 


并 且 有 


we 


0* =0. 
因而 产生 相对 团 链 群 和 相对 边缘 链 群 ， 


Zi(M, A,G) = {fo € Cx(M, A,G) 00 = 0}, 
Bx.(M, A,G) = OC (M, A,G). 


于 是 空间 偶 (M, 4) 的 相对 下 同调 群 定义 为 


ZK Ad， A, G) 


Hr(M, A, Cr ) -一 Br(M, A,G) 
2. 相对 上 同调 群 


同样 地 , 可 以 在 (M, 4) 上 定义 相对 上 同调 群 . 令 C*(M,G) 与 C*(4,G) 为 M 
和 4 的 上 链 群 . 定义 (M, 4) 的 相对 上 链 群 为 


C*(M, A,G) = Hom (Cx(M, A,2Z), G). 
相对 下 边缘 9 的 对 偶 同 态 
6 : C*-1(M, 4G) — C*(M, A,G), 
满足 62 = 0. 因而 定义 相对 上 同调 群 为 


Ker{6 : C*(M, A,G) 一 C*+1i(M, A,G)} 
Im{6 : OC*-1(M, A,G) — CFM A,G)} 


3. 相对 同调 群 的 实质 意义 
一 个 单 形 I* C M 的 相对 边缘 0 六 可 表示 为 


OI* = OI* — OI*N A. 


H*(M, A,G) = 
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从 这 里 可 以 看 出 
OI* = OTN(M/A) (k > 1), (2.4.1) 
其 中 M/A 表示 将 M 的 子 空间 捍 成 一 点 所 得 商 空间 , 记 为 
Ma = M/A. 


此 时 (2.4.1) 意味 着 任何 9 闭 链 ve 和 (0M A,G) 也 是 Ma 中 6 闭 链 o e Zi(Mia,G)， 
0 边缘 链 O EE Bi(M, A, G ) 也 是 Ma 中 0 边缘 O € Bir(Ma,G), 上 


Zr(M, 4 G ) 一 Zr(Ma,G), 
Br(M., A, G ) ~ Bir(MAa,G), k>>1. 
由 此 可 以 看 到 
Hi(M,AG) ~ Hi(Ma, G), k21. (2.4.2) 


同 构 关系 (2.4.2) 揭示 出 相对 同调 群 的 本 质 . 这 就 是 当 上 > 1 时 , Hi(M, 4,G) 可 视 
为 拓扑 空间 Ma 的 上 维 同 调 群 

对 于 8 = 0, 若 M 是 连通 的 并 且 4 关 Ci, 则 任 一 点 pe M -4 都 是 一 个 0 闭 
链 . 故 一 方面 , p 又 是 M - 4 上 的 一 个 6 边缘 即 存 在 一 个 连接 p 和 ge 4 的 曲 


同 理 , 对 于 相对 上 同调 群 有 


H*(M,A,G) ~ H*(Ma,G), kz1, 
H"(M, A,G) = 0， k=0. 


因为 一 般 情况 下 MA4 不 是 流 形 ， 故 共 思 元 理论 不 再 适用 于 Ma 的 上 、 下 同 
调 群 . 但 是 关于 流 形 偶 (M, MI) 在 下 一 节 同 样 可 以 建立 共 斩 结构 理论 . 下 面 根据 
(2.4.2)~(2.4.4) 给 出 一 些 空间 偶 (MW, 4) 的 相对 同调 群 , 以 便 从 这 些 例 子 能 更 清楚 地 
掌握 相对 同调 群 的 概念 . 

例 2.13 令 B" 是 一 个 nn 维 球体 , 4 = 9B" = 5"-!. 对 于 空间 侦 (B",9Bm)， 
将 B" 的 边界 4 = 9B" 捏 成 一 点 所 成 的 空间 B? = 5S" 是 一 个 n 维 球面 . 因此 , 当 
k 之 1 时 , (B", 4) 的 相对 同调 群 与 S" 的 相同 , 由 (2.4.3) 它们 由 下 式 给 出 

G, k=n 


H,(B",0B",G) ~ H*(B",0B",G) = 2.4.5 
k( ) ( / ) | 0 kA (2.4.5) 


(2.4.4) 
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作为 对 比 , B" 的 同调 群 为 


G, k=0, 
Hi(B",G) ~ H*(B",G) = (2.4.6) 
0，k 冯 0. 


例 2.14 设 RR 是 一 个 平面 环 区 域 . 如 果 将 民 边 界 4A = 60R 捍 成 一 点 , 所 成 空 
间 RA = R/OR 就 如 图 2.22 所 示 . 此 时 , Ra 虽然 不 是 流 形 , 但 它 是 可 定 同 的 无 边 
闭 拓 扑 空间 . 因此 R44 可 以 作为 H2(RA,G) 的 一 个 生成 元 . 此 外 可 以 看 到 RA 中 含 
有 一 个 一 维 紧 子 流 形 5S1, 它 是 由 图 2.22 中 环 面 上 ab 线段 将 a 与 b 捍 成 一 点 所 成 . 
于 是 可 得 (R,9R) 的 相对 同调 群 如 下 : 


(2.4.7) 


(2.4.8) 


图 2.22 ”将 平面 环 边界 的 两 个 圆周 捏 成 一 所 的 空间 Ra 


例 2.15 考察 一 个 轮胎 实心 体 N 与 其 边界 A = ON (= 7?) 的 空间 侦 CN, 4) 
的 相对 同调 群 , 见 图 2.23. 在 入 中 只 有 纬度 圈 工 是 一 个 不 配 边 的 非 平 凡 紧 子 流 形 . 
N 的 同调 群 为 


Hi(N, G)~H*(N, Cr ) 


G, k=0,1, 
— (2.4.9) 
0， >2. 


然而 , 在 Na = N/ON 中 工 变 成 可 缩 了 .而 经 图 2.23 
度 截面 生出 一 个 球面 52, 它 是 一 个 在 Na 中 不 配 

边 的 紧 子 流 形 . 同时 Na 本 身 也 变 成 可 定 癌 并 且 无 边 拓扑 空间 . 因此 (NN, ON) 的 相 
G, k= 2,3, 


(2.4.10) 
0， 大 2,3. 


Hi(N,ON,G) ~ H"(N,ON,G) = | 
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在 上 述 例 2.13~ 例 2.15 中 , 分 别 对 比 (2.4.5) 与 (2.4.6), (2.4.7) 与 (2.4.8), 及 
(2.4.9) 与 (2.4.10), 可 以 发 现下 面 规律 , 对 于 M = 球体 B", 环 面 RR 和 实心 轮胎 面 
N 有 

Hi(M,G) ~ H"*™"(M,OM,G), Hi(M,O0M,G) ~ H*(M,G). 


实际 上 , 上 面 的 同 构 关系 对 所 有 可 定 问 紧 带 边 流 形 侦 (M,OM) 都 成 立 , 这 叫做 Lef- 
schetz 对 侦 定 理 . 


4. 切除 定理 


注意 到 , 图 2.22 所 示 的 拓扑 空间 R44 也 同 胚 于 将 球面 52? 中 两 个 不 同 操 4 = 
{p1;, pz} 粘 为 一 点 所 生成 的 拓扑 空间 S23. 直接 观察 可 发 现 , 空间 侦 (5S?, 4) 的 相对 
同调 群 与 (2.4.7) 的 是 相同 的 . 更 一 般 地 , 由 (2.4.2) 及 (2.4.3) 可 以 得 到 下 面 广义 切 
除 定理 . 

定理 2.16 令 (M,4) 和 (N,B) 是 两 个 空间 偶 . 关 M/A 与 N/B 是 同 胚 的 
(或 同 伦 等 价 ), 则 有 如 下 同 构 


Hi(M, A., G) 
H"*(M, A,G) 


| 


Hi(N,B,G), k>0, 
H*(N,B,G), k>0. 


| 


特别 地 , 若 M = 4 U 4s, 则 对 空间 偶 (M, 4>) 和 (41,4:n 42), 有 


Hi(M, A2,G) H(Ai,AiN A,,G), k 之 0， 
H*(M, A2,G)~TH"*(Ai,A1N A2,G), k2>0. (2.4.11) 


同 构 (2.4.11) 就 是 古典 的 切除 定理 . 
2.4.2 ”相关 代数 理论 


在 引入 同调 序列 之 前 , 先 介 绍 一 些 相 关 的 代数 概念 与 引 理 , 它们 在 整个 代数 拓 
扑 中 都 起 看 非常 重要 的 作用 . 
定义 2.12 考虑 一 个 群 同 态 序列 


pi Pi—1 
Ci G1 2G 2 oO..., 


其 中 每 个 环节 Pi :Gi Gi-1 部 是 从 群 Cj 到 Gj-1 的 一 个 同 态 . 说 该 序列 在 G; 
处 是 正 合 的 , 如 采 
《2 的 像 一 (pi—l1 的 核 . 


各 该 序列 每 一 个 环节 都 是 正 合 的 , 则 称 之 为 正 合 序列 . 
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经 常 遇 到 下 面 的 正 合 序列 , 称 为 短 正 合 序 列 , 即 


0 一 G G2 G3—0 (2.4.12) 


是 正 合 的 . 大 p(G1) 是 G2 的 一 个 直 和 项 , 则 称 该 短 正 合 序列 是 分 发 的 . 此 时 
(7» 一 Cr1 中 Cr3 


是 同 构 的 . 判定 (2.4.12) 是 分 裂 的 一 个 最 简单 的 法 则 就 是 大 G3 是 目 由 的 , 则 该 短 
序列 一 定 是 分 裂 的 . 这 里 因为 车 p(Gi) 不 是 Gs 的 一 个 直 和 项 , 例如 


D:D oD, 
Pn)=pn (p>1), vnez, 


则 oy=0 与 (G2) = G3 ((2.4.12) 的 正 合 性 ) 意味 看 
Z/p(Z) 和 Zo 是 Gs 一 个 找 子 群 . 


下 面 介 绍 同调 代数 中 的 一 个 重要 结果 , 称 为 2 引 理 . 一 个 群 序 列 {Axk| k € ZZ} 
称 为 是 一 个 复 形 序列 , 者 存在 同 态 序 列 


d d d d 
和 Ar Akp1 Oo Ak-2 一 人 


使 得 d? = 0. 因此 一 个 复 形 序列 {Ak} 可 诱导 出 同调 群 上 序列 


_d 的 核 
d 的 像 


令 A4= {hx}, B= {Br},C = {Cr} 是 三 个 复 形 序列 , 在 它们 之 间 有 一 个 同 态 
序列 py : 4 一 Bi wk : Bk 一 Ch 使 得 下 面 图 表 水 平 是 短 正 合 序列 : 


H(A) k ED. 


| | | 
0 — 4 一 Br Wx, Cr — 0 
| d J | 
0 一 4 3 Bp SS! Ch 一 0 (2.4.13) 
| ! 
0 一 4 — Bi 一 Cx-2 一 0 
| | | 


然后 有 下 面 2 引 理 . 
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引 理 2.3 ” 令 (2.4.13) 中 同 态 可 交换 , 并 且 水 平 是 短 正 合 序列 . 则 可 诱导 出 同 
调 群 的 一 个 同 态 6. : Hi(C) 一 Hi_1(4), 使 得 下 面 同 调 序 列 是 正 合 的 
.SS Hi(A) S$ Hi(B) Hi(C) 全 Hr_1(A) 一 


这 里 同 态 9. 是 由 如 此 定义 : 大 pk_1i(a) = db, wx(b) =c, 则 


a,[cl = [al, (2.4.14) 


Pk-1(a) = db, Vxr(b)=c (2.4.15) 


这 灰 得 到 da = 0 (由 pk-2 单一 性 ) 及 dc =0. 


是 满 同 态 ， 存在 b € By 使 得 w.(b) = c. 因此 


wr(b — pk(d)) =e (由 yro pr = 0). (2.4.16) 


需要 证 明 
d(b — px(&)) = 0. 
由 c 是 闭 链 知 


dba(b) = de = 0 wh_1(db) = dwn(b) =0, 
—> ja € Ar s.t. Pk—1(Q) 一 
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W* 了 b 一 bt 一 [cl, 也 一 2k( 的 | € Hr(B). 


结论 (4) Imn6, = Kerp,. 由 (2.4.14) 和 (2.1.15) 显然 有 
px oO0lc] = pxlal = [db| = 0, 


BH ImO,. C Kerw;. 
令 pla] = [db] = 0. 则 pp_i(a) = db. 记 c= yr(b) 则 


结论 (5) Imp. = Keryw. 由 (2.4.13) 水 平 的 正 合 性 推出 p, o yw = 0. 而 关于 
Kery C Imwo, 的 证 明 与 结论 (3) 和 (4) 相似 . 这 里 省 去 该 细节 

根据 结论 (1)~(5), 该 引 理 得 证 . 

最 后 介绍 为 一 个 重要 引 理 , 称 为 Steenrod 引 理 (也 称 五 引 理 ). 

引 理 2.4 ” 令 下 面 是 一 个 Abel 群 的 可 交换 同 态 序列 图 表 


其 水 平方 向 是 正 合 序列 , ol, pz,p4,%p5 是 同 构 , 则 ps : 4s 一 Bs 也 是 同 构 . 
证 了 明 ”首先 证 明 ps 的 单一 性 . 令 as € hs 使 得 


p3(a3) = 0. 


则 由 图 形 的 可 交换 性 
Jo 4 = Pk+1 O07, (2.4.17) 


可 推出 i(as) = 0. 由 水 平 正 合 性 , 存在 az e 4A。 使 得 


i(a2 ) 一 (3 . (2.4.18) 
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因此 , 存在 bi € Bi 使 得 
7(01) = b2, yp2(a2) = 


由 1 同 构 ， 存在 al € Ail 使 得 (P1(Q1) bi. 再 由 (2.4.17) 得 
i(a1) 一 (5. 


其 次 证 明 ps 是 满 同 态 . 令 b3 e Ba, ba 关 0 使 得 


7(b3) = ba AFA0 = daa € 44 s.t. pa( Qa) = ba4, Q4 A 0. 
由 j(b4) = 0 及 (2.4.17) 推出 


i(Q4) = 0 jas € A3, a3 A0, s.t. i(a3) = a4 
一 3(Q3 ) 一 ba. 


同样 方式 可 证 ， 当 7(b3) 二 0 时 存在 a3 € 43 使 得 (Pp3(Q3) = 03. 因此 3 是 一 个 满 
同 态 . 引 理 证 毕 . 
注 2.22 5 引 理 2.3 关于 上 复 形 序列 也 是 成 立 的 , 即 夺 {Ak}, {Bk}, {Cx} 是 三 


个 上 复 形 序列 : 

Ak > Akt1 —— Akt2 一 
并 且 有 短 正 合 序列 

0 一 A, 2 万 全 Cr 0 
6 与 2, 落 可 交换 


0o = Pkt+1O0 O00Wk= WktlO do. 
那么 可 诱导 出 上 同调 群 的 一 个 同 态 
6* : H*(C) — H*+!(A), 
使 得 下 面 序列 是 正 合 的 
.HH*(A) 2S H*(B) LS HK(C) SS H+1(A) 一 


其 中 yp*,w* 为 上 复 形 同 态 po,% 诱导 同 态 , 6* 定义 为 : 大 wx(b) = c, pk+1(a) = 2， 
对 cec be Bi, aE€ Axr1, 则 有 


6*[c| = [al. 
这 个 上 同调 的 2 引 理 与 引 理 2.3 的 证 明 完 全 一 样 . 
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2.4.3 ”同调 序列 
令 (1M, 4) 是 一 个 空间 侦 . 建立 相对 同调 群 的 一 个 重要 应 用 就 是 可 以 得 到 关于 
(M, 4) 与 M, A 这 三 种 不 同 空 间 的 同调 正 合 序列 . 
对 于 空间 偶 (M, 4) 可 引入 两 个 映射 
1:M 一 MI/4 为 限制 映射 ， 


这 里 限制 映射 7 定义 为 


rr, TEMD—A. 
j(7) = 
np, TE A, 


其 中 p 是 M/A 中 将 4 捍 成 的 那 一 点 . 容易 看 出 , 映射 ; 和 7 诱导 出 上 下 链 和 群 的 一 
个 短 正 合 序列 

0 — Ci(A,G) 一 Ci(M,G) -一 CU 4G) 一 0 

0— CC"*(M,A,G) — C*(M,G) — C*(A,G)—0. (2.4.19) 


应 用 引 理 2.3 和 注 2.22, 从 (2.4.19) 立刻 得 到 下 面 上 、 下 正 合 的 同调 序列 
定理 2.17 “关于 空间 偶 (M, 4), 下面 的 上 和 下 同调 序列 是 正 合 的 


.> H*-1(A,G) SS HK(M, A,G) 二 H*(M,G) 二 H*(A,G) 一 
.> Hi(A,G) > Hi(M,G) 2 Hi(M, A,G) — Hy_1(A,G) 一 … 


现在 我 们 从 直观 上 来 分 析 为 什么 会 有 上 述 正 合 序列 .只 需 对 下 同调 序列 进行 
考察 即 可 . (M, 4) 的 相对 同调 群 当 k > 1 时 等 价 于 M 将 4 捏 成 一 点 商 空间 Ma 
的 同调 群 


因为 映射 


j(4) = pE€E Ma 映 为 4 捍 成 的 那 一 点 p. 


因此 , 显然 有 


再 考虑 下 面 环 市 的 正 合 性 


Hi(M,G) 2 Hi(M, A,G) ~ Hi_1(A,G). 


. 162 . 第 2 章 同调 理论 


为 此 目的 , 先 考察 同 态 8, 的 实在 意义 . 实际 上 , 一 个 Hi(M, 4,G) 中 在 9 作用 下 是 
闭 (无 边 ) 的 拓扑 空间 T*, 它 一 定 是 下 面 两 种 情况 之 一 : 

(1) 0T*=0, 即 I*CM-A4; 

(2) 6T* C 4, 如 图 2.24. 


图 2.24 0 Cc 4A 志 TT" 在 Ma 中 是 闭 的 拓扑 空间 


显然 , 若 6T* 关 儿 则 6T* Cc Ah 是 可 定 同 的 k 一 1 维 财 拓扑 空间 , 即 作 为 基本 链 
OT* € Hi_1(4,G). 此 时 可 以 看 到 92. : Hi(M, 4) 一 Hi_1(4) 的 实质 为 


(2.4.20) 


从 图 2.24 与 (2.4.20) 可 以 知道 
0.(T*) = 60T*==0 在 Hi_1(4) 舍 存在 N=TT"#5"， (2.4.21) 


其 中 5* C A,N 是 TT* 与 52* 在 公共 边界 0T* =05 的 焰 接 
另 一 方面 , 限制 同 态 九 : Hi(M) 一 (MM, 4) 的 几何 意义 为 


jy(N) = | MM 3 NCM-—A (2.4.22) 


建立 在 (2.4.20)~(2.4.22) 基础 上 , 可 轻易 看 出 
J 的 像 一 O， 的 核 . 
现在 考察 最 后 一 个 环 方 的 正 合 性 


Hi(M, A,G) = Hi_1(A,G) 全 Hr_1(M,G). 


由 (2.4.20) 和 (2.4.21), 对 任 Tk e Hi(M, 4)， 
0.(T*) 关 0 司 6T* 在 4 中 不 配 边 ( 即 不 存在 如 图 2.24 的 52*). 
此 外 , 对 包含 同 态 i : Hi_1(A4) 一 Hk_1(M), 显然 
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in(0)=0IT"eM-A, Ol"*=0. 


于 是 发 现 
DO， 的 像 一 Lx 的 核 . 


至 此 , 整个 同调 序列 正 合 性 的 实质 被 解释 完毕 . 
注 2.23 ”同调 群 序列 还 有 一 个 重要 性 质 . 令 (1M, 4) 和 (NN, B) 是 两 个 空间 偶 ， 
f:(M,A)— (N,B) 是 一 个 上 映射, 满足 f(A)CB. 则 下 面 序 列 


具有 交换 性 , 也 吏 是 说 
f» O 9 = ix 0 f|a:, fr os = jx o f*, f|a: o 0， = 0. of.. 


这 个 结论 是 容易 理解 的 , 它 对 上 同调 序列 也 成 立 . 这 里 不 再 猜 述 . 
2.4.4 Mayer-Vietoris 友 列 


除了 相对 同调 群 的 正 合 序 列 外 ，Mayer-Vietoris 序列 是 另 一 个 具有 普遍 性 的 重 
要 正 合 序列 , 它 在 计算 拓扑 空间 的 同调 群 方面 是 一 个 有 力 的 工具 . 该 序列 简要 地 讲 
就 是 , 一 个 拓扑 空间 分 解 为 两 个 子 空间 X = XI UX2, 则 在 X XiImXs 及 XI 和 
Xo 的 同调 群 之 间 可 形成 一 个 正 合 序列 . 

为 了 简单 , 这 里 总 是 考虑 流 形 情况 . 令 M 是 一 个 流 形 , U 和 TY 是 M 的 两 个 
子 流 形 , 并 且 M =UVU+V. 记 


N=UNV, M=U+V. 


定义 下 面 同 态 
i : CE(N,G) — Ck(U,G) @® Crk(V,G), 
r :Ck(U,G) BC(V,G) — Cr(M,G). 
满足 下 面 规则 


i(0) 一 (0, —0), 


r(( al ， 02 ) ) 一 0] 十 05. (2.4.23) 


显然 , 从 (2.4.23) 可 产生 下 面 短 正 合 序 列 (为 了 简单 省 去 系数 群 G) 
0 一 CE(N) 一 Ck(U)@ CE(V) 一 COM 一 0. 
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同样 地 , 对 于 上 链 群 也 可 得 到 对 偶 的 短 正 合 序列 如 下 
0 一 C*(M) — Ct(U) @ Cr*(V) 二 Ct(N) 一 0 


根据 引 理 2.3, 从 这 两 个 短 正 合 序 列 可 得 到 下 和 耐 Mayer-Vietoris 序列 . 
定理 2.18 令 M=U+VN=UNV. 则 下 面 同调 序列 , 称 为 Mayer-Vietoris 
序列 , 是 正 合 的 (这 里 省 去 系数 群 G)， 


‘+ HE(N) —» Hk(U) ® Hk(V) > Hi(M) 一 He_1(N) = 


Mavyer-Vietoris 上 正 合 序列 为 
0M) OHV) OH*(V) > H'(N) 一 下 0) 一 


下 面 给 出 Mayer-Vietoris 序列 的 几何 意义 . 由 (2.4.23), 同 态 ? 的 直观 意义 很 
清楚 . 先 给 出 2. 的 直观 解释 . 
令 T CM 是 一 个 上 维 共 辆 元 ( 链 ), 作为 基本 链 T e Hi(M). 则 工 必 是 下 面 三 


(2.4.24) 


而 同 态 7 : Hi(U)@Hr(V) 一 Hr(M) 的 作用 就 是 将 M 在 U 中 的 共 思 元 oc € Hi(U) 
和 在 V 中 共 斩 元 ”+ 形式 地 上 映 为 


ry((o,7)) =o+n, oE€EHUV), rE Hi(V). (2.4.25) 
从 (2.4.24) 和 (2.4.25) 很 容易 看 出 
r* 的 像 = 2. 的 核 . 
再 由 (2.4.24) 和 
ix(0)=0Oo=0O0l1, ~o=0ol>, LT1CU, LT>CV, 


可 知 
9. 的 像 = i 的 核 . 


根据 (2.4.23) 易 知 
Lx 的 像 — Tx 的 核 . 
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于 是 Mayer-Vietoris 下 序列 正 合 性 的 解释 完毕 . 
我 们 也 需要 对 Mayer-Vietoris 上 序列 给 予 解释 . 由 i* 是 (2.4.23) 中 同 态 i 的 
对 偶 , 即 对 (cl,oz) eE C*(U)@@C*(V) 有 


因此 i* : C*(U) @ CO*(V) 一 C*(N) 表达 为 
i” (01,02) = 01 — 02. (2.4.26) 
同 理 , 对 任何 Te C*(M), (2.4.23) 中 7 的 对 偶 同 态 "* 满足 


(7*(T), (1™, 12)) = (T, 7((17, 12))) 
=(T,Ir + 12) 
一 (, 并) 十 (TL, 12). 


因此 r* : C*(M) 一 CK(U)@C*(V) 可 表达 为 
r*(T) = (T, TT). (2.4.27) 


同 态 6* : H*(UNV) 一 H*+1(M) 的 直观 意义 是 , 对 任何 维 闭 拓扑 空间 ( 共 
斩 元 ) 史 "4 CUNMTV, 知 存 在 ICV LI CV, OL1I =0OL， = DR, 则 


(2.4.28) 


根据 (2.4.26)-(2.4.28), 很 容易 理解 为 什么 会 有 Mayer-Vietoris 上 序列 的 正 合 性 , 其 


原理 与 下 序列 是 相同 的 . 
Mayer- Vietoris 序列 对 空间 侦 也 成 并， 也 就 是 所 谓 相 对 Mavyer- Vietoris 序列 . 令 
M=U+ 4cU BcV, 则 关于 空间 偶 (M, 4+ B) 有 下 面相 对 下 正 合 序 列 : 


…— Hi(U NV,ANMB) ~ Hi(U, A) ® Hy(V, B) 一 
—» Hi(M,A+B)— Hi(UNV,ANB)—.. 


以 及 相对 上 正 合 序 列 


.HE(M,A+B) ,Hr*(U, A)® H*(V,B) 一 ， 
,HE(UNV,ANB) — HI(M,A+B)— 
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因为 空间 偶 (AM, 4) 的 相对 同调 群 Hi(M, 4) ( > 1) 在 本 质 上 就 是 拓扑 空间 
Ma= M/A 的 同调 群 Hi(Ma). 因此 ， 于 述 相 对 Mavyer- Vietoris 正 合 序列 的 实质 意 
义 与 定理 2.18 所 给 的 是 一 样 的 . 

注 2.24 Mayer-Vietoris 序列 关于 一 般 拓 扑 空间 的 分 解 M = U 十 V 是 有 一 
定 的 要 求 . 也 就 是 说 , 必须 对 UV 和 了 施加 一 些 条 件 , 称 之 为 切除 条 件 . 这 就 是 空间 


偶 的 包含 映射 
i:(U,UNV)— (MTV) 


必须 诱导 出 相对 同调 群 之 间 的 同 构 
Hr(U,UNV) ~ Hr(M,V). 


满足 该 条 件 的 (U,V) 称 为 是 M 的 切除 对 . 不 满足 该 条 件 的 空间 偶 都 是 比较 怪 的 
例如 , 若 M = 7T? 是 一 个 轮胎 面 , Uc M 是 一 个 遍历 的 曲线 (如 图 1.22 所 示 , 此 时 
U 的 闭 包 上 = M), V = M 一 UVU, 则 (U,V) 就 不 是 切除 对 . 


2.4.5 ” 正 合 序列 的 应 用 
令 Mi 与 M2 是 两 个 n 维 带 边 流 形 , 其 边界 
DMI = 0M; = 97" 
是 n 一 1 维 球面 . 记 M = Mi#Ma 是 Mi 与 Ma 沿 它们 的 边界 粘 接 和 , 则 


M=MiUM,, MINMM,= Sm 一 . (2.4.29 ) 


然后 有 下 面 定 理 . 
定理 2.19 ”在 (2.4.29) 条 件 下 , 关于 M 的 同调 群 有 如 下 结论 : 
(1) 当 Mi 与 Mo 部 是 可 定 同 时 , 有 


Z, k = 0,n, 


Hy (M,Z) = (2.4.30) 
Hi (Mi,Z) ©@ Hx(Mo,2), l<k<nDo1. 
Z k = 0,n, 
HK(M,Z)=/ 的 (2.4.31) 
H*(Mi,2Z) ® H"(M,,Z), l<k<n—l. 
(2) 当 Mi 与 Ma 至 少 有 一 个 是 不 可 定 网 时 , 有 
Z， k=0. 
Hi (M1,Z) ® Hi (M2,2 1<k<n-2 
Hi.(M,2Z)= k(Mi, 2) ® Hel Ma, Z), " (2.4.32) 


Hi(Mi, 2) 中 Hx (M2,0M,, 2Z), k=n-— l, 
0, k = nn, 
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b, k 一 0, 
H*(Mi,Z) 田 万 (AM Z l<k<n—2, 
H"*(M,2Z)= (M1,Z) @ H (M2,Z), (2.4.33) 
HK(Mi,Z) ® Hr(M2,0M2,Z), k=n—1, 
9, k =n. 
证 明 由 条 件 (2.4.29)， 
2 k=0,.n 
Hr(MiNM2) ~ H*(MiNM,)= 和 
k(Ad1 2 ) (Mi 2 ) | 0 其 他 
此 时 Mayer-Vietoris 下 序列 变 为 下 面 一 系列 正 合 序列 : 
0— Hn(M) 一 Hn_i(MiN M2) 全 Hn i(Mi)® Hn_1(M,) 
SS Hn_1(M)— 0, (2.4.34) 
0— Hi (Mi) ® Hi(M2) 全 Hi(M)—=0, 2<k<n-2, (2.4.35) 
0— Hi(Mi) OD 万 1 (Ad2 ) 一 Hi(M ) ~, Ho(Mi 自 M,) 
~ Ho(Mi) ® Ho(M2) — Ho(M)— 0. (2.4.36) 


当 Mi Mo 是 可 定向 时 , M = Mi#M。 也 是 可 定向 的 , 故 


Ho(M,Z)=2Z, H,(M,2)=2. 


O， 。 Hn(M ) 一 一 Hn_i(Mi 外 M, ) 是 同 构 . 
因此 , 由 (2.4.34) 与 (2.4.35) 的 正 合 性 可 得 


Hr.(M)Hi(Mi)®@Hi(M2), 2<k<n-l1. 


0 — Ho(MiN M2) 全 Ho(Mi)® Ho(M2) > Ho(M) 一 0 
是 一 个 短 正 合 序列 , 因此 (2.4.36) 的 正 合 性 意味 着 


Hi(M ) ~ Hi(Mi) 中 Hi(M,). 


这 样 便 证 得 (2.4.30). 同 理 可 证 得 (2.4.31). 结论 (1) 得 证 . 
当 Mi 与 M2 至少 有 一 个 不 可 定向 时 ，Mi#Ma2 不 可 定 网 . 此 外 (2.4.35) 总 是 
成 立 . 因此 , 只 需 证 明 (2.4.32) 和 (2.4.33) 中 =n 一 1 情况 . 
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由 于 AM 不 可 定向 , 故 
H,.(M)=0. 


此 时 (2.4.34) 变 为 短 正 合 序 列 


0 — Hai(MiN M2) 二 Hn, 1(Mi)@® Hn_i(M2) > Hn_1(M) = 0. (2.4.37) 


注意 到 z 
Hn_i(MiN M2) = Hn,_1(0M;) = Hn_1(S"-!1)=2. 


再 由 定理 2.17, 有 短 正 合 序列 
0 — Hn,(M;, 0M;) > Z = Hi,_1(M;) — Hi,_1(M;,0M;) — 0. (2.4.38) 
此 外 , 由 于 9M; = S"-! (0 = 1,2), 故 
Mj/0Mi ~ Mi#D 是 Mi 与 财 盘 子 D 的 粘 接 . 
并 且 Wi#D 是 个 流 形 , 其 定 同 与 Mi 一 致 . 因此 


(2.4.39) 
(2.4.40) 
0 到 2 Hn_i(M;) 一 Hn_i(M;, OM ;) 一 (0. (2.4.41) 
M; 的 不 可 定 同 性 意味 看 
OM;#D = 2T, 
OM; = 2T ~ OM,;, (2.4.42) 


那里 TC M2 是 一 个 n 一 1 维 模 -2 下 共 斩 元 ( 链 ), 等 式 左边 是 边缘 同 态 , 右边 9M; 
是 M; 的 边界 . 这 就 推出 了 是 M; 的 目 由 生成 元 , 即 


Hn_i1(M;)=ZIT] ® Hn_1(M;, ON (2.4.43) 
~Z@ Hn,_i(M;,0M;), 当 MMj; 不 可 定 同 . 


i.(Z) = 2Z[T] = 22. (2.4.44) 
这 样 从 (2.4.41)~(2.4.44) 可 推 知 
Hn_1(M;,0M;j) = H(M;,8M;) @Z2， 当 Mj; 不 可 定 癌 . (2.4.45) 


当 Mi 是 可 定向 , Mo 不 可 定向 时 , 将 (2.4.40) 和 (2.4.43) 代入 (2.4.37) 得 


0 — Hn_1(0Mi) -一 H,_1(Mi,0Mi) ®@ ZIT| @® Hn_1(Mo, OM;) 
一 n_1(M ) 一 0. 


由 (2.4.44), 从 上 面 短 正 合 序列 和 (2.4.40) 及 (2.4.45) 推出 


Hn_i1(M ) = Hn_i(Mi, OM i ) 中 万 1(M2 ,ONM2) D 2 
一 n—1(Mi) OH -_1(M»,0M,). 


这 有 训 是 上 上 =n 一 1 的 公式 (2.4.32). 
当 Mi 与 Mo 都 是 不 可 定 同 时 , 将 (2.4.45) 代入 (2.4.37) 得 


0— Hn_1(0Mi) “ZOZO H,_1(Mi,0Mi) ® Hn_i(M»,0M,) 
一 H,_i1(M ) 一 0. 


由 (2.4.44), 同 态 i : 五 (Mn Mo) 一 Z@Z 为 


ix( 包 ) = {(2a,2a)| a EZ}, 为 Z@Z 的 对 角 线 . 
因此 从 该 短 正 合 序 列 推出 


Hn_i(M) = 7Z2 BZ OH(Mi,0Mi) ®@ H(M2, 0M;). 


0 — H"-i1(M) 一 H"-i1(Mi) @ H"*-1(M») 二 H"™-1(0Mi) 一 Za — 0. (2.4.46) 
由 定理 2.17 的 上 同调 序列 可 得 , 当 Mi 可 定 问 时 , 有 


0 — H"-1(M;,0M;) =» H"™-1(M;) 一 H"-1(0M;) =» 2 — 0. (2.4.47) 
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当 Mj; 不 可 定 同时 , 有 
0 一 H"™-1(M;,0M;,) —» H™1(M,)) 一 H"-1(0M;) 一 Za 一 0 (2.4.48) 


类 似 于 (2.4.40) 和 (2.4.43), 从 (2.4.47)~(2.4.48) 可 推 知 


(2.4.49) 


i*(H™™(M;,0M;) @2Z) = (2Z) = 27. 


因此 , 类 似 于 (2.4.32) 的 证 明 , 从 (2.4.46) 和 (2.4.49) 可 证 得 (2.4.33). 于 是 , 该 定理 
得 证 . 

注 2.25 根据 公式 (2.4.40), (2.4.43), (2.4.45), 及 (2.4.49), 定理 2.19 中 的 公 
式 可 以 表达 得 更 容易 使 用 . 记 Mi = Mi#D, 则 Mj;(i = 1,2) 都 是 n 维 流 形 . 此 时 
(2.4.30)~(2.4.33) 可 改写 如 下 . 

当 Mi, M2 都 是 可 定 同 时 ， 


儿 ， k = 0,n, 

Hi (M,Z)= _ _ (2.4.50) 
Hi(Mi,2Z) ® Hx( M,Z2), l<k<no—l1, 
, k = 0,n, 

Hr*(M,2Z)= _ _ (2.4.51) 
H*(Mi,Z)®@H"(M2,Z). 1l1<k<n-l 


Z, k=0, 

Hi.(M,2Z)=¢$ Hi(Mi,Z)® Hr.(M2,2), 1l1<ksgsn-l, (2.4.52) 
0 k = nn, 
Z, k=0, 

H*(M,Z)=$ H*(Mi,Z)®H*(M2,Z), 1<kgn-l, (2.4.53) 
2, k -一 7 
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2Z, k= 0, 
H; (Mi,Z) ® Hi;(M2,Z 1<k<n—2?, 

H; (M,Z) = OZ， (2.4.54) 
Z BZ BHr(Mi Z) BHx(Mo, 2) k=no—1l, 
0， k =n, 
Z, k= 0, 
H*(Mi,Z) @® H*(M,,Z)., 1<k<n—2, 

H*(M,Z)= M1, 2) @® Ha, © | (2.4.55) 
Z BH"(Mi,Z) @H"(M2,Z), k=n—!]l, 
bp k 一 儿 ， 

其 中 Hn_1 (Mi Z) 为 H.,_1(M.; 2) 的 子 群 ， 
Hn_1(M;,Z2) 一 2 由 Hn_1(M;, 用 )， ./ 一 1 ， < (2 4 56) 


后 面 的 例 2.16 将 表明 公式 (2.4.50)~(2.4.56) 要 更 好 使 用 . 

现在 考察 余 一 维 流 形 同 调 群 计算 问题 . 令 M 是 一 个 n 维 流 形 , 铬 M 可 时 入 
到 R"*+! 中 , 则 称 为 余 一 维 流 形 . 

令 M 是 一 个 紧 连 通 R"*+1 中 余 一 维 流 形 , 由 Alexander 的 分 离 定 理 , M 是 可 
定 问 的 , 并 且 在 R*+! 中 存在 一 个 紧 的 可 定 辣 带 边 流 形 N C R"t! 使 得 M 是 六 的 
边界 M = 0N. 下 面 定理 在 NN 与 它 的 边界 ON 同调 群 之 间 建 并 了 联系 . 

定理 2.20” 令 M cC Rn+l 是 余 一 维 紧 流 形 , 它 是 Rn?+i 中 一 个 n 十 1 维 市 边 
紧 流 形 N 的 边界 , 即 M = 9N. 则 MM 与 N 的 同调 群 有 如 下 公式 : 


Hi (M,Z)= Hy(N,2Z) ® H™™"(N,Z2), 


H*(M,2Z)= H*(N,Z) ® Hn_x(N,Z). (2.4.57) 


证 明 ”这 里 只 需 证 明 (2.4.57) 中 第 一 个 公式 , 其 上 同调 的 公式 证 明 方法 是 一 
样 . 由 定理 2.17 和 注 2.21, 下 面 的 图 形 是 可 交换 的 , 并 且 水 平 序 列 是 正 合 的 : 


. Hx (ON) > HA(N) ~ H:(N,ON) 
| 21 | 72 | 13 
Hi.(R™+1— N) * 、 Hi(R"™+!) 4/*, Hi (Rt!, Rr+1— N) 


(2.4.58) 
其 中 N 是 N 的 内 部 . 显然 包含 映射 


i: (N,ON) 一 (Rn Rn 一) 
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由 有 (Rn"f)=0(>HD ENON) = 0, 从 交换 性 j, o i。= iso 7 可 以 推出 
jx : Hk(N) 一 Hk(N,ON) 是 零 同 态 


jx(Hk(N))=0, Vvk>0. 
因此 , 从 (2.4.58) 得 到 短 正 合 序列 
0 — Hi1(N,ON) 一 Hi(ON) 一 Hi(N) 一 0. (2.4.59) 


由 (2.4.20), 不 存在 Te Hy(N,ON) 使 得 


Ol =ao, a> 2. 


因此 (2.4.59) 是 分 裂 的 . 于 是 有 


Hi(ON) ~ Hi.(N)® His1(N,ON). (2.4.60) 


因为 N 是 可 定 问 的 , 由 Lefschetz 对 侦 定 理 ( 见 下 一 节 ), 公式 (2.4.60) 等 价 于 (2.4.57) 
的 第 一 个 公式 . 定理 证 毕 . 
注 2.26 ”公式 (2.4.57) 对 任意 系数 G 都 成 立 , 即 


Hi(M,G) = Hk(N,G)® H™”™“(N,G), 
H*(M,G)= H*(N,G)® Hn_x(N,G). 


当 取 G = RR 为 实 系数 时 , 有 
dim 万 (Ad R) 一 dim Hi(N, R) 十 dim Hn_x(N, R). 


这 表明 余 一 维 流 形 的 Euler 示 性 数 


x(M) = > (-1)*dim Hi(M, R) = 2x(N) 
上 一 0 


是 一 个 偶数 . 因此 , 若 一 个 可 和 定 回 紧 流 形 的 示 性 数 为 奇数 , 则 它 一 定 不 是 余 一 维 流 
形 . 例如 CP" 的 示 性 数 为 


x(CPn") = 二 =n 十 1 ( 见 例 2.10). 


因此 当 nn = 偶数 时 CP" 不 能 够 自 入 到 R27?+1 中 . 
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最 后 给 出 儿 个 例子 来 表明 定理 2.19 和 定理 2.20 的 应 用 . 
例 2.16 考虑 m 个 P2"* 之 和 AM = P2n .4P2n 的 同调 群 . 由 例 2.9， 


Z, k=0, 
Hi(P*"”)= 4 Zo2, k=1,3,...,2n—1, (2.4.61) 
0， ”其 他 . 


然后 归纳 地 可 得 
Hon_1(M)=2Z@:..@Z OZ 
m—1 
这 样 , 由 (2.4.61) 和 (2.4.54) 得 到 M = P2"#….#P2n 的 下 同调 群 
Z， k=0, 
Hi (M,Z) = 2 PDBL (AM 个 直 和 )， k= 1,3,.… ,2n—3, 
ZB..…@ZO@7Z2 (m— 1 个 ZE 直 和 )，k=2n—1,， 
0 其 他 . 
P2" 的 上 同调 群 为 
Z, k=0, 
万 (Po 2Z)= 4, 2Z»2, k=2,4,...,2n, 
0， 其 他 . 
然后 从 (2.4.55) 可 得 
Z， k = 0， 
bo 申 DB Lb» (m 个 直 和 和 )， k 一 2, , 2n 一 2, 
H"“(M,2Z) = $4 ZO@:.…….@Z (m— 1 个 直 和 )，k=2n-1， 
2,) k = 2 
0 其 他 . 


令 M 是 一 个 n 维 流 形 , 它 可 时 入 到 R*+m 中 . 由 管 形 邻 域 定理 ( 定 
理 1.17), M 在 R*+™m 中 存在 一 个 管 形 邻 域 Nn. 记 


Em = ONM™M, 


. 174 . 第 2 章 同调 理论 


则 Ew 是 一 个 余 一 维 流 形 , 它 是 以 M 为 底 空间 , Sm-! 为 纤维 的 纤维 从 : 
Om—l _ > Fm 

| (2.4.62) 
M 


因为 M 是 它 的 管 形 邻 域 Nx 的 收敛 核 , 也 就 是 说 M 与 Nw 同 伦 等 价 , 它们 的 同 
调 群 相等 . 因而 由 定理 2.20， 


Hi(Em,2Z) = Hx (M,Z) ©® Ht™ "(M,Z2), 
H*(Em,2Z) = H*(M,2Z)® Hnim_k_1(M,2). (2.4.63) 


因为 纤维 从 Em 是 可 定 同 的 , 如 果 M 是 不 可 定 同 流 形 , 则 纤维 从 (2.4.62) 肯 
定 没 有 截面 因而 它 不 是 正则 纤维 从 . 然而 当 M 是 可 定 同时 , 纤维 从 (2.4.62) 职 存 
在 截面 , 这 说 明 M 的 法 从 TM+( 与 管 形 邻 域 Ny 同 构 ) 存在 一 个 处 处 非 零 截面 . 
下 面 就 从 (2.4.63) 来 证 明 这 一 点 . 

只 需 证 明 关 于 纤维 从 (2.4.62) 的 Kiinneth 公式 成 立 . 因为 纤维 = Sm-1 是 
球面 , 大 (Sm-1,2) 是 自由 群 . 故 (2.4.62) 的 Kiinneth 公式 如 果 成 立 , 则 它 应 该 是 


另 一 方面 , 由 Poincaré 对 偶 定 理 (参见 下 一 节 )， 
H"tmk-1(M,Z) = Hryi_m (M,Z) (因为 M 可 定向 )， 
(2.4.63) 的 第 一 个 公式 变 为 
Hx(Em,2)= Hi(M)® Hkri-m(M), 


这 就 是 与 (2.4.62) 的 Kiinneth 公式 (2.4.64) 一 致 . 因此 推 知 当 M 是 可 定向 时 , M 
在 R"+* 的 法 从 TM+ 存在 非 零 截面 

例 2.18 P22" 可 骨 入 到 Ri 中 . 令 N 科 是 P? 在 R47 中 的 管 形 邻 域 , BE 和 1-! = 
ON*" 是 Ns 的 边界 , 则 由 (2.4.63) 可 知 


Hr(E’™ ,2Z)= Hi(P’",Z) ®@ HP’",Z) 
D, 上 一 0,.47 一 | 
2, k=1,.…,2n 3,2n++1,.… ,4n—3, 
po BV, k=2nD—l1l, 
0， 其 他 ， 
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万 (五 名 一， Z) —H“(P’", Z) 中 Han_k_1(P”", 2Z) 


D, k = 0,4n—1, 
|] Zz, k=2,...,2n— 2,2n+2,...,4n—2, 
| Zz 82 k= 2n, 

0 其 他 . 


一 个 n 维 流 形 M 被 租 入 到 R*+m 中 , 它 的 管 形 邻 域 N*+™m 的 边界 被 称 为 M 
在 Rn"fm 中 的 管 形 流 形 , 它 的 同调 群 由 (2.4.63) 给 出 . 


2.5 流 形 的 对 称 性 
2.5.1 引言 


当 M 是 一 个 紧 流 形 时 , 它 的 紧 共 轿 元 成 对 出 现 , 这 就 是 M 的 共 箔 个 (rr 一) 
这 些 共 罗 侦 产生 一 种 自然 的 对 应 关系 


I cA. (2.5.1) 


事实 上 这 种 对 应 关系 强 含 看 紧 流 形 丰 富 的 拓扑 信息 , 那 束 是 共 力 对 称 性 . 此 外 , 根 
据 同调 群 的 几何 化 定理 , 对 应 关系 (2.5.1) 意味 着 在 上 、 下 同调 群 H*(M,G) 与 
Hn_k(M,G) 之 间 存 在 一 种 对 偶 性 . 上 述 这 些 内 容 构 成 这 一 节 的 中 心 课 题 ， 即 后 
面 将 要 介绍 的 共 斩 对 称 性 定理 、PoincarE 对 偶 、 市 边 流 形 上 的 Lefschetz 对 侦 性 , 以 
及 球面 上 配对 拓扑 空间 的 Alexander 对 侦 定 理 . 这 一 节 始 终 假设 M 是 紧 流 形 . 

为 了 事先 具备 一 些 感性 认识 , 先 从 一 些 已 知 的 现象 和 例子 进入 这 一 课题 . 观察 
公式 (2.4.63) 可 以 发 现 , 任 一 个 n 维 紧 流 形 M 在 Rn"+m 中 的 管 形 流 形 Ex 是 一 个 
7 二 nn 十 m 一 1 维 可 定 癌 流 形 , 其 上 、 下 同调 群 之 间 具 有 如 下 关系 


Hr(Em,Z) 之 H"-“(Em,Z2), 六 一 dim Em, Vk. (2.5.2) 


上 面 的 对 侦 同 构 并 不 是 一 个 特殊 现象 , 它 是 可 和 定 回 紧 流 形 的 一 种 普 近 性 质 . 从 下 面 
两 个 例子 可 进一步 加 深 这 种 印象 . 
在 例 2.10 中 可 以 看 到 , 复 投 影 空 间 CP" 的 下 同调 群 为 


Zp, k=0,2,... ,2n, 
0， 其 他 . 


再 由 定理 2.12 可 得 CP" 的 上 同调 群 为 


Hi(CP",Z) 一 | 


pb, k=0,2,... ,2n, 


k nN 
Hf (CF ,0 = | 0， 其 他 . 
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对 比 上 述 两 个 同调 群 很 容易 看 出 


0， 其 他 . 
从 上 下 同调 群 天 系 定 理 可 得 
包 k=0,2nt+t1, 
H*(L”"t ,2Z)= 4 2Z,, k= 2,4,... ,2n, 
0， 其 他 . 
我 们 又 一 次 发 现 
(了 你 二 2 ~ Ht"(L "nt! Z). (2.5.4) 


综合 (2.5.2)~(2.5.3) 可 以 总 结 出 一 个 规律 , 对 于 一 个 n 维 可 定 同 肾 流 形 M, 其 
上 、 下 同调 群 之 间 有 如 下 对 偶 同 构 


Hi (M,Z) ~ H"*™"(M,Z2). (2.5.5) 


这 了 吏 是 后 面 将 介绍 的 Poincaré 对 侦 定 理 . 
其 实 (2.5.5) 的 对 偶 背 后 还 有 更 深 的 内 涵 . 注意 到 对 应 关系 (2.5.1), 在 那里 当 
M 是 可 定 同 时 , 有 下 面 对 称 性 


r* 是 自由 的 共 轿 元 人 r"-* 是 自由 共 斩 元 
I* 是 模 - 2 上 共 辆 元 今 x" “是 模 一 p 下 共 罗 e 元 . (2.5.6) 


正 是 这 种 共 力 结构 的 对 称 性 决定 了 (2.5.5) 的 对 偶 性 . 在 下 一 小 节 中 将 证 明 比 (2.5.6) 
更 细致 的 共 斩 对 称 性 定理 . 

证 明 上 述 定理 的 关键 是 采用 共 斩 元 组 成 的 链 群 取代 单纯 复 形 链 和 妊 . 为 此 , 需要 
回忆 共 斩 元 几何 化 的 一 些 基本 性 质 , 它们 是 证 明 共 轿 对 称 性 以 及 同调 群 对 侦 定 理 的 
主要 工具 . 

所 谓 共 斩 元 的 几何 化 就 是 将 M 的 共 斩 元 工 视 为 基本 上 链 与 下 链 , 因而 上 、 下 
边缘 算 子 5 和 8 可 作用 在 下 上. 将 工 看 作 是 上 基本 链 时 , 它 的 形式 化 表达 式 由 
(2.3.36) 给 出 . 这 样 , 对 于 由 (2.3.47) 定义 的 上 链 乘 积 , 从 (2.3.48) 的 证 明 过 程 可 推 
出 两 个 共 斩 元 工 与 r 的 上 链 乘 积 满足 如 下 公式 
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注意 到 , 作为 拓扑 空间, 它们 对 偶 积 下 *r 在 上 链 中 对 应 看 下 xr. 因而 公式 (2.5.7) 反 
映 了 上 积 结构 与 下 积 结构 的 差异 , 因为 关于 下 积 一 般 0(T x7#) OT x7A++( 一 1)?TxO7， 
除非 下 *r(=Txr) 是 正则 对 偶 积 . 


然后 定义 下 共 斩 链 和 群 为 
Dr.(M,G)= 3 QiTi| ai EG, I 是 外 紧 闪 角 元 的 基本 下 链 | ) 


上 共 斩 链 和 妊 为 


DK(M,G) = ba B;EG, mj 为 k | , 


也 就 是 说 ,k 维 上 、 下 共 斩 链 和 群 都 是 以 某 个 G 群 作 系数 , 以 所 有 K 维 共 斩 元 作 基 展 
的 自由 生成 群 上 和 下 的 差异 仅 在 于 将 共 斩 元 视 为 上 和 下 基本 链 . 需要 说 明 的 是 ， 
共 斩 链 和 群 中 每 个 生成 元 是 作为 共 柜 元 的 等 价 类 看 竺 . 因此 对 于 一 个 流 形 M 


dim Dxk(M,G) = dim D*(M,G) = 大 维 紧 共 辆 元 (类 ) 数 . 
特别 地 , 当 M 是 紧 流 形 时 D*(MM,G) 与 Di(M,G) 是 互 为 对 偶 群 , 即 


De G)=Hom(DkMG)G)， 


Di.(M,G)=Hom(D”*(M,G),G). (2.5.9) 
其 有 维 共 斩 元 全 体 ff ,Tm} 为 它们 的 共 斩 基 
加 ] 对 2 一 J 
(T; -人 对 ;2 (2.5.10) 


上 述 性 质 (2.5.9) 和 (2.5.10) 从 共 思 元 的 上 链 公式 (2.3.36) 可 以 得 到 验证 . 
令 M 是 一 个 紧 流 形 , 我 们 定义 一 个 同 态 如 下 


h:D*(M,G) x D*"“(M,G)—G, 
he x 7)= (ox7,M), oED*(M,G), r ED “(M,G), (2.5.11) 


其 中 乘积 o x r 是 与 2.3.4 节 中 的 定义 相同 . 由 (2.5.11) 可 诱 寻 出 一 个 同 态 


h. : D*(M,G) 一 Dn_xk(M,G), (2.5.12) 
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这 里 ce D*(M,G). 关于 同 态 h, 有 下 面 引 理 . 

引 理 2.5 ” 令 M 是 一 个 n 维 流 形 . 则 有 下 面 结论 : 

(1) 当 M 可 定向 时 , 对 任何 交换 环 G 由 (2.5.11) 给 出 的 h, 是 一 个 同 构 , 并 且 
关于 下 面 图 表 是 可 交换 的 : 


即 Ooh, = (—1)*h, o56. 

(2) 当 M 不 可 定 癌 时 , 对 G = Z2 群 (2.5.13) 的 h, 是 一 个 同 构 并 且 (2.5.13) 
是 可 交换 的 

证 明 ”hh 的 同 构 性 由 (2.5.9) 和 (2.5.10) 以 及 共 斩 偶 (2.5.1) 的 一 一 对 应 直接 
推出 . 当 M 是 可 定向 时 , 由 (2.5.7) 可 推 知 对 oc € D*-!1(M,G)， 


于 是 推 得 
Ooh, = (—1)"h,o56 
因此 结论 (1) 得 证 
当 MM 不 可 定 同 时 
8M = 2Tr，T 械 是 一 个 n 一 1 维 共 思 元 
然后 有 


(ha(60),7) = (6(0 x 7), M)+(-1)(o x 6n,M) 
~2(g x 7,D)+ (—1)(o x 67,M) 
~ (—1)*(o x 6r, M) mod(2). 


因此 , 在 Zs 系数 下 (2.5.13) 是 可 交换 的 . 引 理 证 毕 . 
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引 理 2.5 在 共 斩 对 称 性 定理 及 Poincaré 对 偶 和 定理 的 证 明 中 起 到 关键 性 的 作用 . 
特别 地 , 在 共 轿 偶 (2.5.1) 的 对 应 下 , (2.5.13) 的 同 态 可 以 明显 表达 出 来 . 即 对 任 一 
共 斩 元 ce D*(MM,G), 唯一 存在 re D。k(M,G) 使 得 


| (cm = M 的 共 轿 偶 , 则 


Wo) = (2.5.14) 


2.5.2 ” 共 罗 结构 的 对 称 性 定理 


从 引 理 2.5 和 (2.5.14) 立刻 可 以 推出 可 定 同 流 形 M 的 共 斩 对 称 性 结论 (2.5.6). 
然而 这 是 一 个 很 粗 的 结果 . 为 了 得 到 更 精细 的 对 称 性 , 需要 引入 共 绒 元 指标 概念 . 
此 时 只 限制 于 正则 流 形 范围 . 正如 在 注 2.6 中 所 说 的 那样 ， 可 能 所 有 流 形 都 是 正 
则 的 

首先 回忆 两 个 共 斩 元 下, r 正则 对 偶 积 的 概念 . 工 与 r 的 对 侦 积 Tx 是 MM 中 
由 (2.2.2) 定义 的 拓扑 空间 , 称 该 对 偶 积 是 正则 的 , 着 对 边缘 算 子 9 满足 反 寻 人 律 , 即 


O(T *7) = OT*7A+(—1)"™ Tx*On. (2.5.15) 


显然 笛 卡 儿 积 下 xr 是 正则 对 偶 积 . 因此 正则 对 偶 积 是 笛 卡 儿 积 的 推广 . 
一 个 共 斩 元 可 以 是 若干 共 斩 元 的 对 偶 积 . 如 果 工 是 mm > 2 个 非 目 由 共 轿 元 ( 即 
上 、 下 共 辆 元 ) 的 正则 对 偶 积 


则 工 称 为 是 复合 共 斩 元 , 否则 称 为 是 单 共 箔 元 . 看 (2.5.16) 中 每 个 Ti (1 < igm) 
都 是 单 的 , 则 称 工 的 阶 数 为 m. 单 共 辆 元 是 一 阶 的 , 并 且 一 定 是 上 或 下 共 轿 元 . 及 
过 来 , 一 个 上 或 下 共 斩 元 不 一 定 是 单 的 . 例如 , 两 个 下 共 斩 元 的 正则 对 偶 积 ol * oz 
仍 是 一 个 下 共 斩 元 , 但 不 是 单 的 . 同样 , 一 个 上 共 斩 元 工 与 任 一 个 共 斩 元 的 正则 对 
偶 积 工 *o 还 是 上 共 斩 元 . 目 由 共 斩 元 的 阶 数 被 规定 为 零 . 于 是 有 公式 


1 *T 了 2 阶 数 =Ti 阶 数 二 T2 阶 数 ， 


其 中 * 是 正则 对 偶 积 . 

令 M 是 m” 维 正则 流 形 . 由 定义 , 若是 M 的 一 个 如 (2.5.16) 的 mm 阶 共 思 元 ， 
则 Ti,:… ,Tm 及 其 任意 个 组 合 的 正则 对 偶 积 存在 , 并 且 仍 是 M 的 共 斩 元 . 为 了 定 
义 指 标 , 将 M 的 所 有 一 阶 共 斩 元 按 一 个 指定 顺序 和 规则 排 成 下 面 两 行 


or | (2.5.17) 
NH1,°°"" ,Nr 


其 中 上 排 的 元 素 都 是 一 阶 上 共 斩 元 ,下 排 为 一 阶 下 共 斩 元 , 并 且 对 每 个 下 标 j， 


0 . 第 2 章 同调 理论 


Dar; 一 7777T， Ty 之 2 < 7 入 7 (2.5.18 ) 


这 样 , 每 个 m (> 1) 阶 的 共 轿 元 可 表示 为 (顺序 变换 只 造成 定 网 变化 ) 


[ = oi *:::* Oi * NM ***** Nj S++t=m, (2.5.19) 
其 中 o; 与 x; 是 如 (2.5.17) 中 的 共 轿 元 . 此 时 , 由 (2.5.15) 和 (2.5.7) 有 
OT = > (DS ioX;, T= > (-1)? ?BY (2.5.20) 
二 1 7 一 1 


0， 否则 ， 
rj 在 7 = jk (1 < kt), Nin 如 (2.5.19), 
-1 0， ”否则 | 
其 中 r; 如 (2.5.18). 
定义 M 共 思 元 的 指标 如 下 . 
定义 2.13” 令 M 是 一 个 正则 流 形 , 工 是 M 的 一 个 共 斩 元 . 当 M 可 定向 时 ， 
的 指标 定义 如 下 
ndT)={( "0 0 |) 2.5.22 
(oi 


其 中 Qi,B; 如 (2.5.20)~(2.5.21). 特别 地 , 当 工 是 目 由 时 规定 工 指标 为 零 . 定义 工 
的 上 指标 Inds() 和 下 指标 Indi(T) 为 


Ind (1) = (Q1,.… , Qr), 
Indi(1)= (61,.…: ,Br). (2.5.23) 


当 M 不 可 定 同 时 ,T 指标 定义 为 


md 二 | "Yi | mod(2), 

\ i 号 

Ind* (1) 三 (al ,Qr), mod(2)， 

Indi(T) = (B81,:…… ,Pr), mod(2). (2.5.24) 


它们 分 别称 为 工 的 Zs 指标 , Z。 上 指标 与 下 指标 , 这 里 ai, 6; 是 (2.5.21) 的 模 一 2 


整数 , 即 
y= ] . /7 一 奇数 ， p; 加 ] . 7 ) 二 奇数 ， 
”人 【 0， = 偶数 ”人 0，m = 偶数 . 
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[被 称 为 是 Zo 目 由 的 , 名 指标 Ind(T) = 0 mod(2). 
显然 共 斩 元 指标 (2.5.22)~(2.5.24) 依赖 于 (2.5.17) 的 排列 顺序 , 但 它们 之 间 仪 
相关 一 个 置换 . 两 个 共 斩 元 工 与 r 的 指标 被 称 为 是 相等 的 , 如 果 和 存在 一 个 置换 P 
使 得 
Ind(T') = PlInd(7)|. 


该 等 价 概念 对 上 、 下 指标 也 成 立 ， 容易 看 出 , 对 于 非 目 由 共 斩 元 , 其 指标 与 共 辆 元 
类 是 一 对 一 的 . 然而 上 、 下 指标 不 是 这 样 . 

下 面 给 出 的 是 正则 流 形 的 共 斩 对 称 性 定理 . 

定理 2.21 令 M 是 一 个 n 维 正则 紧 流 形 , 2* 与 FT 分 别 为 k 维 和 nn 一 k 
维 共 斩 元 . 则 下 面 结论 成 立 : 

(1) 当 MM 可 定 同时 , 大 (2*,T*“*) 是 共 轿 偶 , 则 


5* 是 自由 的 伟 T"* 是 自由 的 . (2.5.25) 
当 5* 与 T" 是 非 自由 时 , (2*,Tm"-*) 是 共 轿 偶 的 充 要 条 件 是 


Indi(5*)=Ind’ (T°), 
Inds (5*)=Ind(T"™"), (2.5.26) 


即 5 与 Tm-* 的 上 、 下 指标 互 为 交错 相等 . 
(2) 当 M 不 可 定向 时 , 如 果 (52*,T"-*) 是 共 斩 偶 , 则 


5* 是 Zo 自由 的 今 I “是 Zs 自由 的 . (2.5.27) 
当 5 与 Tm 是非 Zo 自由 时 , (5*,T"*) 是 共 轿 偶 的 充 要 条 件 为 


Indi(5*)=Inds(T"* *) mod(2), 


Inds (5"*)=Ind(T* “) mod(2). (2.5.28) 

证 明 假设 2* 的 指标 为 
Ind(5*)=[ "0" |). 2.5.29 
| D1,) | , Or ) 


则 由 (2.5.20) 知 
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令 Tn 是 5 的 对 偶 共 思 元 . 则 有 


h.(2*) = T"*， 当 5* 作为 上 链 时 ， 


h,. (LI'™—®) 一 DE 当 [mx-k 作为 上 链 时 . (2.5.30) 


由 定义 2.13, T"“ 的 指标 为 


Ind(T'"™—*) _ | D1,* , Dr ) 


CQ1,……: , Or 


将 此 公式 与 (2.5.29) 对 比 就 发 现 5* 与 FT" 共 斩 的 必要 条 件 是 (2.5.25)~(2.5.26) 
或 (2.5.27)~(2.5.28) 成 立 . 因而 对 于 自由 (Zo 自由 ) 共 斩 元 , 定理 绪论 目 然 成 立 . 对 
于 非 自 由 ( 非 Z。 自由 ) 共 斩 元 , 由 于 指标 与 共 辆 元 一 一 对 应 , 因而 充分 性 结论 也 成 
并. 定理 证 毕 . 

由 定理 2.21, 再 结合 同调 几何 化 定理 , 我 们 能 够 理解 为 什么 会 有 下 面 将 介绍 的 
Poincaré 对 偶 定 理 . 特别 地 , 该 定理 关于 紧 流 形 拓扑 结构 方面 提供 了 精细 的 信息 ， 
它 具 有 简单 、 基 本 、 非 平凡 的 特点 . 


2.5.3 Poincare 对 候 


Poincaré 对 侦 定 理 是 公认 的 拓扑 学 中 最 基本 结果 之 一 . 其 原始 形式 是 说 , 一 个 
n 维 可 定向 紧 流 形 的 上 维 与 n 一 k 维 同调 自由 子 群 同 构 , 而 维 与 n 一 k 一 1 维 抗 
子 群 同 构 . 现在 它 被 表述 为 下 面 形式 . 
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定理 2.22” 令 M 是 一 个 n 维 紧 流 形 . 则 有 如 下 结论 : 
(1) 当 MM 是 可 定 同时 , 对 任意 系数 群 G 有 同 构 
Hn(M,G) H”“(M,G)， 对 所 有 整数 . 
(2) 当 M 是 不 可 定 同 时 , 对 G = Zo 群 有 同 构 
Hi(M,Z2) ~ H"*™ “(M,Z2), Vk eZ. 

证 明 ”根据 同调 几何 化 定理 (定理 2.7 和 定理 2.11), 从 引 理 2.5 很 容易 证 得 

该 定理 . 这 是 因为 (2.5.13) 的 可 交换 性 , 使 得 同 构 
jh : DT (MG) 一 Dx(M,G) 

将 自由 共 斩 元 映 到 自由 共 斩 元 , 将 模 -pz 上 共 轿 元 ( 链 ) 映 到 模 -pz 下 共 斩 元 ( 链 )， 


并 且 是 一 一 的 . 因而 h, 诱导 出 上 述 同 构 . 定理 2.22 也 可 由 同调 几何 化 及 共 板 对 称 
性 定理 推出 . 对 共 轿 侦 (2*,T”“), 几何 化 定理 说 


[2*] e Hi(M,G) 是 一 个 生成 元 ， 当 05* = 0， 
TT" C H"™™*(M, G ) 为 生成 元 ， 当 6L'"*—* 一 0, 


05*+*| € Hk(M,G) 是 生成 元 ， 当 05% 关 0， 
6T"™*-1] €e H*“*(M,G) 是 生成 元 ， 当 6IT"“* 关 0. 


由 定理 2.21, 中 与 T" 的 上 、 下 指标 交错 相等 意味 着 [52"] 与 I" “|] 作为 目 由 于 
群 与 握 子 群 的 生成 元 其 类 别 是 一 样 的 . 因而 定理 证 毕 . 

注 2.27 “关于 Poincaré 对 偶 定 理 证 明 的 经 典 方法 可 参见 文献 [16]. 事实 上 ， 
引 理 2.5 的 基本 精神 与 Poincaré 对 偶 定 理 的 经 典 证 明 思 想 在 本 质 上 是 一 致 的 . 天 
于 实 系数 的 对 偶 性 证 明 较 为 简单 ,可 参考 文献 [2], 在 那里 是 针对 de Rham 同调 群 
进行 的 , 其 方法 是 采用 Mayer-Vietoris 友 列 与 五 引 理 . 


2.5.4 ” 珊 边 流 形 的 共 郝 结构 及 其 对 称 性 


类 似 于 无 边 流 形 , 对 于 带 边 流 形 同 样 可 以 建立 共 斩 结构 及 其 对 称 性 理论 . 令 M 
是 一 个 n 维 带 边 流 形 . TC M 称 为 是 一 个 大 维 结构 元 , 帮工 是 大 维 可 前 分 空间 
在 M 中 不 可 缩 , 也 不 存在 拓扑 空间 多 CM 使 得 92 = 工 , 并 且 

ol C OM. 

两 个 结构 元 Ti 与 To 称 为 属于 同一 个 等 价 类 , 者 Ti 与 [> 同 胚 并 且 在 M 中 同 伦 . 

定义 2.14 令 M 是 一 个 nn 维 带 边 流 形 . M 的 一 个 结构 元 等 价 类 [T*] 称 为 天 
维 共 斩 元 , 若 存 在 一 个 n 一 k 维 结构 元 等 价 类 [一 ] 使 得 在 每 一 点 p EI”, 存在 一 
个 xr?2-* 使 得 I* 与 “在 p 点 相交 ,并且 


Lr" Mh» nn VD E T 
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特别 地 , 若 9T* z# 多 , 则 对 任 pe 9T*, me C 8M 与 9T* 在 p 点 横 截 相交 . 此 时 
(人 ,rr ) 称 为 M 的 一 个 共 斩 偶 . 

由 定义 2.14 立刻 推 得 下 面 引 理 . 

引 理 2.6 ” 令 M 是 一 个 带 边 流 形 , (T*,x"-*) 是 它 的 一 个 共 斩 偶 . 若 9T* 和 忆 ， 
则 [x*-*] 中 有 代表 元 r"  C 9M, 使 得 (06T" rm) 是 9M 的 一 个 共 斩 偶 . 此 
时 到 玫 一 定 是 无 边 的 共 斩 元 . 

引 理 2.6 告诉 我 们 , 带 边 流 形 的 共 斩 偶 中 只 允许 有 一 个 共 斩 元 可 以 市 边 , 此 时 
男 一 个 共 斩 元 一 定 是 与 9M 的 一 个 共 思 元 同 伦 . 如 斥 一 个 共 斩 偶 的 两 个 共 辆 元 都 
不 带 边 , 则 该 共 思 人 和 侦 与 无 边 流 形 的 共 轿 侦 意 义 相同 . 

同样 地 , 关于 带 边 流 形 可 引入 正则 性 的 概念 . 

定义 2.15 令 TCM 是 一 个 紧 共 斩 元 . 如 果 下 面条 件 成 立 , 则 M 称 为 是 一 
个 正则 的 市 边 流 形 : 

(1) M 所 有 紧 共 轿 元 及 其 组 合 为 其 同调 群 页 (M,Z) 和 相对 同调 群 Hi (M,68M， 
Z) 提供 完备 的 生成 基 : 

(2) 工 在 上 、 下 边缘 算 子 作用 下 , 如 果 


ol =IL NOM 十 alal 十 … :十 Qmam， Qj; 天 0， ll<7<m, 


. (2.5.32) 
oD = PYi++:.…+ bsYs, Bi A0,1<i<r, 
则 o; 和 六 都 是 M 的 共 箔 元; 
(3) 若 工 满足 (2.5.32), 则 工 可 表达 成 如 下 正则 对 偶 积 : 
L = Xl1x*...* Am*NA1*...* Ns, 
OX; 一 (—1)1®-1iQj0; mod(OA1 )， k; 一 dm 入 7)， (2.5.33) 


当 m 十 s = 二 1 时 , (2.5.33) 中 的 共 斩 元 称 为 是 一 阶 的 .将 M 的 所 有 一 阶 
共 轿 元 排列 成 (2.5.17) 形式 , 则 对 (2.5.33) 同样 可 以 定义 如 同 (2.5.22)~(2.5.23) 和 
(2.5.24) 那样 的 指标 及 上 、 下 指标 . 此 外 , 对 于 带 边 紧 流 形 M, 引 理 2.5 同 梓 成 苹 . 
因而 可 得 下 面 共 斩 对 称 性 定理 . 

定理 2.23 令 M 是 正则 的 ” 维 带 边 紧 流 形 , 2 与 FT" 分 别 为 上 维和 冯 一 
维 共 斩 元 . 则 下 面 结论 成 并: 

(1) 当 (MM,9M) 是 可 定 回 时 , 者 (5*,T"“*) 是 共 斩 伪 , 则 


O35* =0 mod (OM), 65* =0 合 Br =0mod (OM), IT" 一 0 


即 自 由 共 思 元 与 自由 共 轿 元 对 偶 . 当 2*, Tm" 是 非 目 由 时 , (5*,T"“) 古 共 配 候 
的 充 要 条 件 为 
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Indi(5")=Ind’(T"™"). 
Inds (5*)=Indi(T"™"). 


(2) 当 (MM,9M) 是 不 可 定 同时 , 寿 (2*,T"*) 是 共 斩 偶 ,， 则 
5" 是 Z 自由 的 IT" 是 Zs 自由 的 . 
当 Dk 与 Tm" % 是 非 Zo 目 由 时 , (5*,T"*) 是 共 轿 侦 的 元 要 条 件 为 


Indi(5*)=Inds(T* “*) mod (2), 
Inds (5*)=Indi(T*™*) mod (2). 


对 于 带 边 流 形 M, 几何 化 定理 2.7 和 定理 2.11 对 Hi(M,G) 和 Hr(M,G) 都 
成 立 . 而 关于 相对 同调 群 Hi(M,90M,G) 与 H*(M,9M,G), 用 9=0mod (9M) 取 
代 9, 然后 平行 地 也 可 建立 几何 化 定理 . 当 9M = Cg 时 , M 就 是 无 边 流 形 . 因此 , 下 
面 给 出 的 是 一 个 统一 的 几何 化 定理 . 

定义 2.16 令 M 是 一 个 正则 的 带 边 流 形 , 则 有 如 下 结论 : 

(1) 共 斩 元 工 称 为 是 自由 的 , 者 


Ol =0mod (OA1)，0L =0. 


当 工 是 非 自 由 时 , 它 一 定 可 表示 为 如 (2.5.33) 那样 的 若干 一 阶 共 轿 元 正则 对 偶 积 . 
此 时 有 如 下 分 类 . 
(2) 当 (2.5.33) 中 的 m= 0 时 , 工 的 下 指标 为 零 并 且 


Ol = 0 mod (OM),. 6T =PYi++.…+ bY, 


此 时 工 称 为 模 -9 下 共 斩 元 , 6T 称 为 模 -gqg 上 共 斩 元 (或 链 当 s > 2), 其 中 


DPD=(Q1, ,Qm), 9= (61,... ,Bs)- 


(3) 当 s = 0 时 , 荆 的 上 指标 为 零 , 而 且 


5T =0, Or = oi01 +4... + amom mod (OM) 


此 时 工 称 为 模 -pz 上 共 斩 元 , 9T 称 为 模 -~p 下 共 斩 元 ( 链 ). 

(4) 当 m,s 半 0 时, OT 与 江 可 表示 成 (2.5.32) 的 形式 . 此 时 5T 称 为 模 -p 下 
共 斩 元 ( 链 ), 5T 称 为 模 -dg 上 共 斩 元 ( 链 ). 

(5) 7 > 2 个 上 共 思 元 ( 链 )6Yi,:… ,6Y; 或 下 共 轿 元 08Y1,… ,9Yi 称 为 是 线性 相 
关 的 , 者 存在 茶 个 共 斩 元 ( 链 ) 工 使 得 


136 . 第 2 章 同调 理论 


人 宪 则 称 为 是 线性 独立 的 . 

下 和 面 引入 M 相对 同调 群 的 几何 化 定理 . 

定理 2.24 令 M 是 一 个 带 边 或 不 带 边 流 形 ， 则 .MM 的 上 、 下 相对 同调 群 
HK(M,0M,G) 与 Hi(M,0M,G) 与 共 斩 元 之 间 有 如 下 关系 : 

(1) 实 系数 同调 群 末 k(M,OM,G) 与 Hi(M,9M,G) 的 生成 元 基 是 由 M 的 所 
有 自由 共 轿 元 构成 . 因而 它们 是 同 构 的 ， 


H*(M, OM ., R) ~ FA OA R). 


特别 地 , 当 9M = Cg 时 上 面 同 构 就 是 定理 2.12(1). 
(2) 对 于 整 系数 同调 群 , 它们 可 表达 为 


其 中 o; (1 < i<m) 是 M 的 所 用 维 自 由 共 轿 元 , 马 ; (1 < s < 7;) 是 所 用 维 线 
性 独立 的 模 -aq 上 共 斩 元 ( 链 ), Tis(1 < s < t;) 是 所 有 维 线性 独立 的 模 -pi 下 
共 邢 元 ( 链 ). 

(3) 对 于 G = Z。 系数 , 有 


H*(M,OM, Za)= Za{01,::: ,om} B [Br, Zo {Tj1, Try 
H“(M, 0M, Zq) = Zat{o1) "1 , Om} OD Dr; 2y; {ny ,jm; 1 


其 中 o; 如 (2), zj; 是 所 有 大 维 模 -mr 的 上 和 下 共 斩 元 ( 链 ), 直 和 是 对 所 有 满足 
qj 二 (7j,9) 关 1 的 7; 所 求 . 

注 2.28 ”定理 2.23 和 定理 2.24 是 关于 nn 维 带 边 或 不 带 边 紧 流 形 的 共 绒 对 称 
性 定理 与 同调 几何 化 定理 的 统一 形式 . 这 两 个 定理 是 共 思 结 构 理 论 中 的 核心 . 正如 
我 们 所 见 , 应 用 它们 可 以 解释 或 证 明 同 调 论 中 几乎 所 有 重要 结果 . 我 们 期 望 看 更 多 
类 似 于 共 斩 结 构 这 样 的 理论 发 展 起 来 , 使 数学 的 本 质 能 够 更 清晰 地 税 人 理解 . 
例 2.19 令 M= IL2"ti(p,Q) 一 Di 一 Dz, 其 中 D1,D 是 两 个 2n 填 1 维 开 盘 ， 
Q = (1,0,… ,0), 即 M 是 透镜 空间 挖 去 两 个 开盘 的 带 边 流 形 . 则 M 的 所 有 共 斩 侦 
为 


{zx, AI 上 {1, S“"}, {L*, La"ti ®t}, k= 1,2,...,n, 


2.5” 流 形 的 对 称 性 . 187 . 


其 中 ze M 是 一 点 , ! 是 一 个 线段 其 端点 分 别 在 9M = 92 二 S27 的 两 个 不 同 分 文 
上 , 52"” 是 9M 的 边界 , L* = L*(p,1) 是 大 维 透镜 空间 当 上 = 奇数 时 ， 


0L" 二 pL*-!， 当 上 = 偶数. 


2.5.5 Lefschetz 对 侦 


Lefschetz 对 偶 定 理 是 Poincaré 对 偶 在 带 边 流 形 上 的 推广 . 该 定理 的 本 质 可 由 
引 理 2.14 和 带 边 流 形 共 斩 对 称 性 定理 (定理 2.23) 给 出 很 好 的 解释 和 证 明 . 下 面 给 
出 的 就 是 Lefschetz 对 偶 定 理 . 
定理 2.25 令 M 是 一 个 nn 维 带 边 紧 流 形 . 则 有 下 面 结论 : 

(1) 当 (M,98M) 是 可 定 同 时 , 有 如 下 同 构 


Hi(M,G) ~ H"*™“(M,OM,G), 
Hi(M,O0M,G) ~ H*-"(M,G). 


(2) 当 (M,9M) 不 可 定 网 时 , 对 G = 2Z2 群 有 


Hi (M,Z2) 一 万 " (MOMZ2)， 
Hi(M, OM. 22) 一 厅 "” 一 (AM Z2 )， 


证 明 ”Hi(M,G) 与 H*-*(M,0M,G) 的 同 构 关 系 本 质 上 是 由 M 的 共 斩 偶 
(2 ,Fe) 的 下 面 自 然 对 应 所 造成 


呈 TN". (2.5.34) 


当 5k，I"m-k CM (M 的 内 部 ) 时 ，(2.5.34) 的 对 应 产生 Poincaré 对 偶 ， 当 边界 
9r"-* 郑 时 , 由 引 理 2.14 知 5* C 9M. 此 时 , 由 同调 几何 化 定理 有 


[2*|] € Hk(M,G) 是 一 个 生成 元 , 当 05% = 0,， 
TT" e H"*(M,8M,G) 是 一 个 生成 元 , 当 6T"* =0， (2.5.35) 


105*+1| € Hi(M,G) 是 一 个 生成 元 , 当 05%1* 了 0， 
6 一] e H"**(M,G) 是 一 个 生成 元 , 当 6T" 天 0 (2.5.36) 
再 由 M 的 共 辆 对 称 性 定理 , 共 思 偶 的 配对 (27",T"") 恰好 使 (2.5.35) 和 (2.5.36) 


成 立 , 即 
05* = 二 0 与 6[T"-* 二 0 同时 发 生 , 
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O05*t1 0 与 6T"~* 关 0 同时 发 生 . 


并 且 2* 与 T" 的 上 、 下 指标 交 钠 相等 意味 看 [2*] 与 [T"*] 作为 目 由 生成 元 与 
挠 子 群生 成 元 的 类 别 是 一 致 的 . 因此 , 由 (2.5.34)~(2.5.36) 产生 的 对 应 诱导 出 定理 
中 的 对 偶 同 构 . 定理 证 毕 . 

注 2.29 当 0M=g 时 ,定理 2.25 变 为 Poincaré 对 侦 . 因此 定理 2.22 是 定 
理 2.25 的 特殊 形式 . 也 就 是 这 个 原因 , 定理 2.25 也 被 称 之 为 Poincaré-Lefschetz 对 
偶 . 这 里 的 证 明 表 示 , 共 斩 结 构 理论 的 同调 几何 化 定理 与 共 斩 对 称 性 不 仅 能 够 推出 
Poincaré-Lefschetz 对 偶 , 而 且 能 够 清楚 地 揭示 它们 的 本 质 . 

注 2.30 Lefschetz 对 侦 定 理 的 完整 形式 表达 为 ， 令 M 是 一 个 n 维 紧 带 边 或 
不 带 边 流 形 , X C M 是 一 个 拓扑 空间 且 (M, X) 可 前 分 . 若 (M,X) 可 定向 , 则 对 
所 有 G 都 有 下 面 同 构 


H*(M,X,G)~> Hn_k(M — X,G), 
Hi.(M, X,G)TH* “(M — X,G). 


如 果 (MX) 不 可 定 癌 , 则 上 述 同 构 对 于 G = Zo 成 立 . 
2.5.6 Alexander 对 偶 定 理 

Alexander 对 侦 是 关于 球面 配对 拓扑 空间 S" -X 与 和 同调 群 之 间 的 关系 定 
理 , 它 比 Lefschetz 对 偶 定 理 出 现 要 早 . 该 定理 表述 如 下 . 

定理 2.26 令 氏 CS" 是 一 个 非 空 真子 集 , (95",X) 是 可 襄 分 的 . 则 对 任何 系 


数 群 G 有 如 下 同 构 
H*(X,G) ~ Hn,_k_1(S" — X,G), 


其 中 当 & > 1 时 , Hi(M,G) = Hi(M,G), HK(M,G) = H*(M,G), 而 
Ho(M,G) ~ HY(M,G)=G@-.…@G (m 个 直 和 )， 


这 里 m= 二 c 一 1, c= AM 的 连通 分 文 数 . 
证 明 “ 当 使 用 Lefschetz 对 偶 定 理 与 同调 序列 来 证 明 此 和 定理 时 , 整个 过 程 孢 很 
阅 昌 了 这 就 是 现在 通常 采用 的 方法 . 
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再 由 注 2.28 的 Lefschetz 对 偶 定 理 便 得 所 求 的 同 构 . 
当 上 二 nn 时 , 由 于 XX 不 是 nn 维 紧 流 形 , Hm"(X,G) = 0. 故 有 


万 "一 (S7) 一 H"-'(X)— H"(S", X) 一 H"(S")— 0, 


因而 有 
H"™1(X) = Ker 六 

令 ;i :57 一 一 Sm 是 包含 映射 , 则 由 Poincaré 对 偶 和 Lefschetz 对偶 可 以 得 到 下 
面 图 表 的 同 构 : | 

厅 "(S",X) — H"(S") 

| 

Ho(S*— X) —— Ho(S") 

容易 看 出 此 图 表 是 可 交换 的 , 因而 有 


Ker 7 = Ker Lx. 


容易 看 出 同 态 i : Ho(S" 一 针 ) 一 Ho(S") 是 i 将 5S" 一 针 的 m 个 连通 分 文 映 到 5S”" 
上 的 诱导 同 态 , 而 


Ho(S")=G 
因此 有 
Keri. =G@::.@G= Ho(S"— X) 
m—1 
于 和 古 得 到 
H"*-1(X) = Ho(S" — X) 
定理 证 毕 . 


我 们 用 球面 配对 流 形 来 分 析 Alexander 对 偶 定理 的 几何 意义 . 令 Ni 和 mN 是 
两 个 n 维 可 定 同 带 边 流 形 . Ni 与 No 称 为 可 球面 配对 的 , 各 ON 与 0Nz 同 胚 , 且 


9 “一 NIUN， NNMNN, = ON =0N,. 
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Ni 的 任 一 对 共 箔 偶 (2*,T"“*) 具有 性 质 


2 (KOICONI =ON OO" *=0, ITI"* CONI=ON2 


OV" 在 N, 中 有 一 个 对 偶 克 了 2 一 多 十 上 由 5| 理 2.0, (OD*, TL™—*) 是 ON ON, 共 辆 偶 . 
故 
(65*,n"*+1) 是 Na 共 恩 偶 ， 且 re 一 IT 


由 ONi = ON 上 的 共 板 对 称 性 , 下 面 对 应 
OD OT" 
产生 Ni 与 Na 的 Alexander 对 偶 如 下 
H*-i(N») ~ Hn_x(Ni). 


从 定理 2.26 立刻 推出 下 面 的 Alexander 分 离 定 理 . 
定理 2.27 令 M 是 一 个 n 维 可 定 问 余 一 维 蛇 流 形 , 则 M 可 将 Rn"+1 分 为 两 
个 连通 分 支 N 与 Rn"+l- N, 使 得 M = ON. 
证 明 ”因为 S"+1 ~ R"+1 十 {00}, 因此 先 讨 论 M C S57+? 的 情况 . 因为 M 是 
n 维 可 定 问 紧 流 形 , 因此 有 
H*(M,2Z)=Z. 


此 外 , 由 定理 2.26 有 
H"*(M,Z) ~ Ho(S™1! 一 MD)， 


即 总 (Sn+1 M,Z) = Z. 由 此 可 知 5*+1 _ M 恰好 有 了 两 个 连通 分 支 , 它们 以 M 为 
分 界线 . 这 表明 M 可 将 Sn"+1 分 为 两 个 配对 带 边 流 形 


97?"+ — Mi UM,, 


使 得 OMi = 9Ma = M. 了 年， 1M 将 En+l 分 为 两 个 连通 分 文 Mi 与 R"*+1- M, 使 
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详 序 列 是 处 理 拓扑 学 问题 的 一 个 强 有 力 的 工具 , 特别 是 在 计算 同调 群 以 及 同 伦 
群 1 面 尤为 显 考 . 谱 序 列 本 号 是 一 个 代数 理论 , 它 是 以 梯次 复 形 为 对 象 研究 同调 代 
数 的 结构 .在 上 一 章 已 看 到 , 流 形 上 的 同调 群 是 由 它 的 单纯 复 形 或 奇 开 复 形 产 生 . 
因而 将 复 形 的 概念 抽象 出 来 , 同调 群 的 概念 也 就 抽象 成 一 种 代数 结构 , 每 一 种 复 形 
对 应 一 种 同调 群 , 这 就 很 自然 地 产生 出 研究 复 形 的 同调 代数 理论 , 详 序 列 就 是 其 中 
一 个 
这 一 章 从 谱 序 列 的 抽象 代数 理论 开始 , 介绍 Massey 正 合 偶 并 采用 它 构 造 出 过 
滤 复 形 的 谱 序 列 . 然后 应 用 这 一 结果 自然 导出 双 复 形 的 谱 序 列 , 这 是 在 拓扑 学 、 代 
数 几 何 , 以 及 流 形 上 分 析 中 被 证 明 最 有 用 的 一 类 复 形 ， 虽然 在 第 2 章 中 见 到 的 只 
是 单 指标 的 复 形 , 但 是 在 这 一 章 的 3.2 节 中 引入 微分 形式 后 , 我 们 将 看 到 这 为 双 复 
形 的 引入 打开 了 大 门 . 特别 是 可 以 建立 de Rham 理论 , 这 是 一 种 与 第 2 章 中 所 见 
到 的 完全 不 同类 型 的 一 种 同调 群 . 此 外 , 建立 了 微分 形式 后 就 可 以 在 流 形 上 定义 积 
分 概念 , 由 此 可 导出 Stokes 公式 . 在 这 一 节 的 最 后 简单 介绍 Eilenberg Steenrod 公 
理 , 以 及 de Rham 同调 群 满足 这 个 公理 系统 . 这 个 公理 体系 的 唯一 性 定理 导致 de 
Rham 同调 群 与 单纯 同调 群 之 间 的 同 构 . 在 3.3 节 中 第 一 次 引入 了 一 类 双 复 形 , 称 
作 Cech-de Rham 复 形 . 应 用 该 复 形 上 的 谱 序列 证 明了 de Rham 上 同调 与 奇异 上 
同调 的 同 构 . 在 3.4 节 主 要 介绍 和 证 明 Riemann 流 形 上 微分 形式 的 Hodge 分 解 定 
理 , 该 定理 本 质 上 就 是 Fredholm 二 择 一 定理 的 特殊 形式 ， 它 的 要 害 之 处 就 是 发 现 
Hodge * 算 子 . 从 而 可 以 在 Riemann 流 形 上 微分 形式 空间 建立 内 积 结构 , 并 且 定 义 
一 个 称 作 Laplace-Beltrami 的 椭圆 算 子 A, 在 局 部 坐标 下 它 表现 出 二 阶 椭圆 微 分 算 
子 的 特征 . 令 人 新 奇 的 是 人 的 形式 核 空间 H* = KerA 与 de Rham 上 同调 同 构 ， 
H* ~ HE Rp(M). 换 句 话 讲 , A 零 特 征 值 重 数 是 大 维 Betti 数 Bx. 


3.1 过 小 复 形 的 谱 序 列 
3.1.1 引言 


说 序列 是 处 理 拓扑 学 问题 的 一 个 强 有 力 的 工具 , 它 是 一 个 代数 理论 , 最 早 是 由 
Leray 在 1946 年 引入 , 目的 是 为 了 计算 纤维 从 上 的 同调 群 . 后 来 经 Serre 与 Massey 
等 的 进一步 发 展 , 该 理论 与 层 论 相 结合 在 拓扑 与 几何 学 中 已 得 到 广泛 的 应 用 . 简要 
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地 讲 , 谱 序列 就 是 将 拓扑 空间 局 部 化 的 信息 整合 成 全 局 性 质 的 工具 
在 正式 进入 主题 之 前 , 我 们 先 对 谱 序列 作 一 轮廓 性 的 介绍 , 以 便 读者 一 开始 就 
知道 要 做 什么 事情 
在 拓扑 空间 X 上 建立 同调 群 的 程序 是 将 X 分 解剖 分 ) 成 一 块 块 称 作 单 形 的 
方 体 , 然后 以 这 些 单 形 作 生 成 元 再 配 上 某 个 交换 群 G 作 系数 张 成 一 个 Abel 群 序列 
{C,(X,G)}, 9 > 0 是 维 数 . 在 Cv(X, G) 上 引入 边缘 同 态 8 满足 92 = 0, 就 产生 一 
个 同 态 序列 


(K*,0)={... 2 00 0 01 O01 > Oo0}. (3.1.1) 
这 样 的 Abel 群 序列 称 作 是 一 个 复 形 . 从 这 个 复 形 便 可 产生 X 上 的 同调 群 序列 
H.(K”) 一 Bo>0 Ho( KK ), (3.1.2) 


其 中 
Ker 0 _ {aedC"| Oa = 0 


ImO OCq-1 
所 谓 的 谱 序列 理论 就 是 从 某 个 复 形 (K*,d) 出 发 (这 些 复 形 具有 茶 种 称 作 过 滤 
的 代数 结构 ) 构造 出 一 新 的 复 形 (Ex, dk),q2 = 0, 使 得 


Ha(K )= 


换 句 话 讲 , 由 复 形 (3.1.1) 产生 的 同调 群 序列 (3.1.2) 只 是 一 个 特殊 的 谱 序 列 (Ek, dx)， 
它 可 表示 如 下 


Fo 一 (K*, do), doo, 
Fi=(H(K*),di), di=0, 
br 一 bi, vk 之 1 . 


对 于 初学 者 来 讲 , 从 (3.1.0 引出 (3.1.2) 的 动机 相对 而 言 容易 理解 .而 为 什么 
要 从 复 形 (K*,d) 引出 (3.1.3) 的 谱 序 列 (Ek, dk) 则 难于 理解 . 特 列 是 对 于 如 何 构造 
出 这 样 一 个 谱 序 列 的 过 程 是 更 为 抽象 的 事情 . 这 里 只 能 对 动机 问题 作 一 概略 解释 . 
事实 上 , 对 数学 理论 与 概念 本 质 的 理解 , 一 个 前 提 条 件 就 是 必须 先 掌握 大 量具 体 实 
例 和 知识 . 前 面 接触 到 的 从 流 形 上 产生 的 复 形 类 型 很 少 , 只 有 上 、 下 单纯 链 复 形 和 
上 、 下 奇异 链 复 形 . 然而 , 到 了 Leray 的 时 代 , 人 们 已 经 发 现 了 许多 不 同类 型 的 复 
形 , 每 一 类 复 形 都 可 产生 一 种 上 或 者 下 同调 群 , 根据 导 算 子 d 的 升 标 与 降 标 而 定 . 
因而 将 复 形 的 概念 抽象 出 来 , 从 已 知 的 一 些 代数 结构 (它们 都 有 实际 背景 ) 用 代数 
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方法 诱导 出 新 的 复 形 , 从 而 产生 新 的 相应 同调 群 就 成 为 一 个 很 实际 的 数学 思想 和 动 
机 . 谱 序 列 正 是 这 种 思想 的 体现 . 

为 了 更 具体 一 点 地 了 解 谱 序 列 轮廓 , 有 必要 了 解 一 下 它 的 主要 过 程 . 先 从 复 形 
的 一 般 概念 开始 . 一 个 复 形 就 是 一 列 Abel 群 {K9}。>o 及 群 之 间 的 一 个 同 态 d( 称 
作 导 算 子 ), 即 


(K*,d) = {K° -So Kl -eK?— ...}, 
d : KI 一 K+! 是 同 态 , 满足 性 = 0. (3.1.4) 


因而 每 个 如 (3.1.4) 的 复 形 可 产生 一 个 同调 群 序列 


Kerd _ {a€ kd da = 0} 
Imd dK qa-! 
这 里 , 在 (3.1.4) 中 采用 的 是 升 标 复 形 ,因而 产生 的 同调 群 称 作 上 同调 群 ， 在 复 形 
(K*,d) 是 如 (3.1.1) 那样 的 降 标 复 形 , 则 产生 的 叫做 下 同调 群 . 下 面 总 是 采用 升 标 
复 形 , 其 所 有 过 程 和 绪论 对 降 标 复 形 同 样 成 苹 . 

令 复 形 (3.1.4) 存在 一 个 子 复 形 的 包含 序列 : 


K*=KoDKIDO:...DK, DO Ki1=0, (3.1.5) 


则 该 子 复 形 序 列 称 为 是 K* 的 一 个 过 滤 复 形 . 所 谓 K; C K* 是 子 复 形 束 是 Kp 六 
于 导 算 子 d 是 封闭 的 子 群 序列 ， 


开 一 一 0. 


dK CK,. (3.1.6 ) 


过 滤 复 形 (3.1.5) 是 K* 的 一 个 代数 结构 , 由 它 可 产生 一 个 新 的 复 形 ， 称 为 是 
(3.1.5) 的 相关 联 梯 次 复 形 , 定义 为 


谱 序 列 理论 就 是 要 对 H*(Eo) 找到 新 的 导 算 子 di : H*(Eo) —» H*(Eo), dt = 0, 使 
得 下 面 序列 是 一 个 复 形 
Ei = {H*(Eo),di}. 
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再 从 Ei 出 发 , 依次 下 去 找到 一 列 复 形 (EB, dx), 有 = 0,1,2,…. 这 就 是 谱 序列 理论 
的 全 部 内 容 和 过 程 . 它 可 抽象 成 下 面 定 义 

定义 3.1 “一 个 复 形 序列 {Ei, dk}k>o 称 为 是 由 K* 的 过 滤 复 形 (3.1.5) 产生 
出 来 的 谱 序 列 , 各 它 满足 


Erri = H' (Ex) = 
特别 地 , 一 般 总 是 存在 某 个 ko > 1, 使 得 
Ei:=E,, di=0, Vk> ko. 


此 时 记 Eo = Eno, 并 称 这 个 谱 序 列 {Ex, dr}xzo 是 收 钱 到 玖 -， 
在 谱 序 列 的 理论 中 , 一 般 EB, 能 够 被 知道 , 它 是 H*(K*) 的 樟 次 同调 群 GH*(K*) 
( 称 作 总 同调 ), 即 


Ker {dx : Er — Er} ks>0 


lm dr. 


构造 谱 序 列 的 方法 有 许多 种 . 但 是 最 简单 的 是 一 种 由 Massey 在 1952 年 提出 
的 正 合 偶 方法 2. 这 里 的 材料 部 分 是 参照 文献 [4]. 
一 个 正 合 偶 就 是 如 下 形式 的 一 个 Abel 群 的 循环 正和 序列 


A- A 
k~ /j (3.1.8) 
B 
这 里 i,7 和 大 是 群 同 态 . 在 B 之 间 定 义 导 算 子 
d: B—B, d=0 (3.1.9) 


H(B) = Ker d/Im d. 


从 (3.1.8) 的 正 合 偶 可 以 构造 一 个 新 的 正 合 偶 如 下 : 
41 二 41 


kl ~ 7 (3.1.10) 
Bi1 
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称 作 (3.1.8) 的 诱导 正 合 偶 , 其 定义 如 下 : 
(1) A1 = i(A), Bi = H(B); 
(2)11: 4A1 一 41 是 由 i 产生 , 即 和 (ia) = i(ia): 
(3) 有 i : Ai 一 Bi1 定义 为 , 大 a € Ah, a1 = ia€ hi1, 则 


jia1 = lja]l € H(B). 


容易 验证 d(ja) = 7 :kk(ja) = j(k :7j)ja = 0, 并 且 [jal 是 独立 于 ae 4 的 选择 ， 
即 关 oo € A 满足 i(a -oa) = 0, 则 有 a 一 a = kb, 对 某 修 be B.， 于 是 有 
j(a 一 a’)==j:k(b) = db. 故 有 [ja] = [ja 

(4) ki : Bi 一 A1 定义 如 下 : 令 由 € B= H(B), 则 db = j:k(b) = 0. 由 
(3.1.8) 的 正 合 性 , 存在 一 个 ae 4 使 得 kb = ia. 然后 定义 


kK] 0| 一 kb E 2( 4) 一 41. 
(5) 最 后 通过 直接 的 检验 可 以 证 明 诱导 偶 (3.1.10) 是 正 合 的 . 这 里 不 再 作 过 多 
的 描述 . 


现在 应 用 Massey 的 正 合 偶 从 过 滤 复 形 构造 出 谱 序 列 . 令 (K*,d) 是 一 个 复 形 ， 
具有 如 下 的 过 小 复 形 


= KI= Ki(=K)IOKIIOKIO...DK:=0. (3.1.11) 
其 关联 樟 次 复 形 为 
GK*=|@ “pd do=d (3.1.12) 
~ Dp 之 0 Ke* ,1 O04， 0 一. 
令 4 是 下 面 定 义 的 群 
4 一 (Bpez KK», d) , (3.1.13) 


它 仍 是 一 个 导 算 子 为 d 的 复 形 , 其 中 , 当 p< 0 时 K*=K 
定义 同 态 i: 4 一 4 为 这 样 包含 映射 


i(K®)CK, 1, DEZ 
定义 B 为 下 面 短 正 合 序列 的 商 空间 
0—A-—» A B-—0. (3.1.14) 


因此 B 是 (3.1.11) 的 关联 梯次 复 形 


B = GK* 如 (3.1.12). (3.1.15) 
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因为 (3.1.14) 中 每 个 群 都 是 导 算 子 为 d 的 复 形 , 它们 满足 2 引 理 ( 引 理 2) 的 
条 件 . 因此 , 这 个 短 正 合 序列 诱导 出 一 个 长 正 合 序列 


H(A) -万 (4) 一 万 (DB) 二 于 (4) 一 
它 可 写成 下 面 正 合 候 


(3.1.16) 


它们 的 每 一 个 都 是 前 一 个 的 诱导 正 合 偶 , 其 中 B. = H(B.-1). 
现在 , 从 这 个 正 合 偶 序列 就 可 得 到 过 滤 复 形 (3.1.11) 的 谱 序 列 


(Er, dx), k = 0,1,2,...,， 
Eo 二 B 如 (3.1.15)，do=d, 
El=Bi=H*(B), di=71:ki, 


E.= B,.= H*(E._1),，dr==jr'k. 等 . (3.1.17) 


进一步 可 以 得 到 下 面 定 理 . 

定理 3.1 令 (K*,d) 是 如 (3.1.4) 并 且 具 有 (3.1.11) 过 滤 绪 构 的 复 形 . 则 该 复 
形 可 诱导 出 (3.1.17) 的 谱 序列 . 若 (3.1.11) 的 长 度 mn 是 有 限 的 , 则 该 谱 序列 收敛 到 
H*(K*) 的 梯次 复 形 ( 称 为 总 同调 ), 即 


HR) HK*) ei H*(K*) 人 H*(KY) ci (3.1.19) 


证 明 ” 谱 序 列 (3.1.17) 的 存在 性 已 由 Massey 正 合 偶 序列 (3.1.16) 的 存在 性 所 
保证 . 这 里 只 需 证 明 (3.1.18) 的 收敛 性 . 为 了 清楚 , 我 们 将 主要 证 明 (3.1.11) 长 度 
n 二 2 的 情况 , 对 于 一 般 n > 2 的 证 明 是 平行 的 . 

先 讨 论 n = 2 的 特殊 情况 , 此 时 (3.1.11) 变 为 
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‘二 KK =EKiDOK?DOK;=0. 
其 关联 梯次 复 形 (3.1.12) 和 复 形 (3.1.13) 分 别 为 


K* K+ 
B=GK*=— -KY=0 

并 * Kx*’ 
A=KI®@KoBK DB::..…, kK’,= EkK0,k>0. 


根据 Massey 正 合 偶 (3.1.10) 的 构造 , 上 述 复 形 所 产生 的 正 合 偶 序 列 (3.1.16) 中 的 
群 分 别 为 


42 = 4 一休 4 一 岂 四 而 四 ， r>2, (3.1.20) 
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Po 一 bn, = An/(iAn,) = Fo/F > 
那里 及 = 0. 这 就 完成 了 该 定理 的 证 明 . 
例 3.1 现在 用 一 个 具体 的 实例 来 表明 谱 序 列 的 客观 实体 . 令 (X 4) 是 一 个 
可 痢 分 空间 偶 ，X 和 4 的 单纯 下 链 复 形 为 
一 (Bq>0Caq(X), 0),) 有 1 一 (Baq>0Cq(A), 0). 


包含 关系 A CX 诱 寻 出 K* 的 一 个 过 滤 复 形 
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若 取 上 链 群 作 X 的 复 形 , 则 有 
kK” 一 (Bq>0C" (X),o0), Ki 一 (Bqz0C" (X, A),d), 


此 时 7 : 针 一 (X, 4) 为 限制 映射 , 导出 包含 同 态 : CY(X, 4) Cc CY(X). 因而 过 滤 复 
形 K* 2 K* D0 产生 谱 序 列 为 


DCIU(X,A)| = BozolC (A) BC KX, A) 


Fi = @az0olH"(A) @ HA(X, A)] 
bo 一 F» 一 Bazo[H (KX)/I HI (X, A) 申 jx*H'(X, A)]， 


这 里 j, : HY(X, A) 一 HY(X) 是 7: 和 一 (X4) 的 诱导 同 态 . 
这 个 例子 并 不 能 告诉 我 们 谱 序 列 有 什么 用 处 , 它 只 能 关于 谱 友 列 给 出 一 个 感性 
认识 . 我 们 将 在 后 面 进 一 步 的 讨论 中 了 解 到 它 的 应 用 . 


3.1.3” 双 复 形 及 其 谱 序列 


至 今 我 们 所 接触 到 的 复 形 都 是 单 指标 的 , 即 在 (3.1.4) 中 群 Ka 的 上 标 是 单 的 . 
而 实际 上 在 拓扑 学 和 复 几 何 中 经 常 遇 到 的 复 形 是 双 指 标的 , 通 音 称 之 为 双 复 形 . 后 
者 是 一 个 双 柳 次 和 群 
K*’™ = Dpa>0K "™, 


市 有 两 个 寻 鼻 村 
d: KP? 一 K?t',a 


06: KPDY _, KP’at™ 


满足 条 件 
d=6*=0, di+6d=0. 
这 里 两 个 导 算 子 d 和 6 都 取得 是 升 标的 , 因而 对 应 的 都 是 上 同调 . 如 果 它 们 是 降 标 
的 则 对 应 的 就 是 下 同调 . 这 里 只 对 升 标 复 形 进行 讨论 , 对 于 降 标 情况 的 讨论 完全 是 
平行 的 . 
从 双 复 形 能 够 构造 一 个 单 复 形 , 通 第 采用 的 方式 为 


K*=@nz0K", K"= @pronK?’, (3.1.21) 


伴随 的 导 算 子 为 De Kn Rent 


D=di+o. 
这 个 单 复 形 (3.1.21)~(3.1.22) 可 产生 一 个 过 滤 复 形 如 下 : 


(3.1.22) 
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Kk, 一 Bn>0K,, 
kK, 一 Dr>p Drig=n Kd. (3.1.23) 


现在 可 以 遵循 (3.1.11)~(3.1.17) 的 过 程 , 关于 过 滤 复 形 (3.1.23) 构造 出 双 复 形 
(K**, qd,6) 的 谱 序 列 如 下 . (3.1.23) 的 直 和 为 


因此 ， 关 于 这 两 个 复 形 4 和 B 可 构造 出 正 合 偶 序列 (3.1.16) 和 相应 的 详 友 列 
(3.1.17)， 然 而 , 由 于 (3.1.23) 的 双 梯 次 性 ， 其 相关 的 谱 友 列 (Ei, dx) 也 是 双 楷 侈 
的 


dy. : EP’d _， EP? ', (3.1.24) 


其 中 p' gq 与 p,g,k 有 关 . 下 面 是 定理 3.1 的 精细 化 . 
定理 3.2 ” 令 K** = @, oz0K?' 是 一 个 双 复 形 ， 那么 它 可 诱 寻 出 一 个 如 
(3.1.24) 那样 的 谱 序 列 , 并 且 上 共有 性 质 


dk : EBP’ > EPt™a “t+ (3.1.25) 


以 及 
Ker {16 : K?'9 — 开 P0T} 


bE” 一 Hs(K?’”) 一 TD 


PE2” 三 Ha(Hs(K*"))= 1 (3.1.26) 
其 中 H?* = H4(K?*). 此 外 {Bk,dx} 收敛 到 HS(K**) 的 总 同 震 
GH%(K**) = @pron BD (K™**). (3.1.27) 


通常 关于 谱 序 列 (Ei, di) 的 运算 采用 下 面 图表 进 行 : 
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D=d-+o0: B—B. 


— HE(K?"*). 


: El 一 bi, Fl = Bp,aHi(K?*). 

现在 的 关键 是 确定 di 的 运算 公式 . 对 任 [b] E H?(K*), 66 二 0. 故 
Db = (d+6)b= db. 
因为 B 上 导 算 子 为 D, 而 由 (3.1.9) 知 
j:.k=D=d. 
再 由 (3.1.10) 中 ki 的 定义 知 
kilb| = [kb| > ki1[b] = [do]). (3.1.28) 
因此 E! 上 的 导 算 子 di = 六 :让 由 4d 给 出 
di =d: HA(K?*) — HA(K?t*). 


于 是 得 到 E28? = H2H4. 这 样 , 公式 (3.1.26) 得 证 . 
现在 来 计算 E。 上 的 导 算 子 ds. 注意 到 对 任何 元 素 [ze E3", 有 be kK?', 且 
满足 (这 里 用 则 - 表示 EB 中 元 素 ) 
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0 一 0， db 二 6c 对 某 个 ce 天 2P+ 9. (3.1.29) 
从 诱导 正 合 偶 (3.1.10) 知 
dz = 72k2[b|2 = j2k1l2b]1, bli € Ei. 


天 要 找到 Q 和 Kr,», 使 得 i|al1 = ki Ib111, 进而 能 够 得 到 

d2[b]2 = j2k2[b]2 三 [71aj>. 
为 了 寻找 ae 天 4 用 5b 十 c 代表 b, 即 [b++cj2 = [bjz, 这 里 c 是 (3.1.29) 中 的 那个 
元 素 . 这 是 没有 问题 的 , 因为 在 投影 K* 一 KK 下 5。 与 5 一 c 有 相同 的 像 . 于 
是 由 (3.1.28) 和 (3.1.29) 可 得 


ki(b— ce)= Dc)= de, 


因此 有 
d2[bl2 = [dcl», dc € KP?t%,97!. (3.1.30) 


这 有 职 推 出 ， 当 bl C Es” 时 d2|b|» 二 P2 9 
关系 式 (3.1.29) 和 (3.1.30) 可 用 下 面 图 表 来 表示 : 


这 种 关系 对 于 EB 上 的 导 算 子 dx 是 普遍 成 并 的 , 即 
加 < EP > 6b = 0, db = 6c1,:.: ,dck_2 = ck_1 
—> dx [blx 一 [dck 1 (3.1.31 ) 


这 就 推出 (3.1.25). 关系 式 (3.1.31) 可 用 下 图 表 来 展示 : 


0 
ft 
| 
6 2 | 4 
C2 . 
和 | 人 
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最 后 , 公式 (3.1.27) 可 由 定理 3.1 推出 , 其 过 程 是 考虑 H*(K**) = @ny0H” 
(K**), 它 的 过 滤 为 


H"*(K**)= (FoNH"*)IO(MNH)IO...D0(mNH")IOO. 


它 的 梯次 复 形 给 出 公式 (3.1.27) 如 下 : 
GH"(K*’*) = @kyo(Fr NH™)/(Frri NH"), 


Eh ?=(FpNH")/(Fpr NH"). 
证 毕 . 
注 3.1 对 于 一 个 双 复 形 K** = @, go>oK?" 来 讲 , 除了 (3.1.23) 的 过 滤 复 形 
外 , 可 还 产生 为 一 种 过 滤 复 形 


这 种 过 滤 给 出 第 二 种 谱 序 列 { 甩 ,办 }, 具有 性 质 
Er?” = Hi(K™"), 
Es3" = HY(HY(K™*"*)), 
其 导 算 子 


9 


并 且 尺 收敛 到 H%(K**) 的 总 同调 (3.1.27), 即 两 种 谱 序 列 (Bx, dk) 和 (Bi, dx) 收 
敛 到 同一 个 总 同调 . 
注 3.2 ”如 果 双 复 形 是 降 标 的 ， 


KK, 一 Dp,g20 Kp,g) 


了 . p,q Pp 一 上 十 1 ,gq 十 


各 有 降 标 导 算 子 
d: Kya — Ky-1,0) 


0 : 人 p,d Kp,g-1; 


并 且 
性 一 0 一 0 dé + 6d=0. 
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则 诱 寻 一 个 单 复 形 


其 k= 二 1 和 2 的 项 E11 和 E86? 为 
bs, 一 刀 ] (Kp,*); 


2 _ rrdrrro 
bo,a 本 ps (Kx,*)). 


此 时 Ei 收敛 于 下 同调 群 矿 .(K, ,) 的 梯次 复 形 GH (K, 、,). 


3.2 ”微分 形式 与 de Rham 复 形 


3.2.1 R" 中 的 微分 形式 


我 们 先 从 R* 上 微分 形式 的 讨论 开始 . 令 (z1,… ,zn) 是 R* 上 的 一 个 坐标 系 . 
Rn 上 的 微分 形式 集合 Q*(R") 是 由 {1,dz1,:… ,dzn} 按 下 面 乘积 关系 在 Cee 函数 
空间 C%(R"*) 上 生成 的 可 交换 环 : 


d(1) = 0, 
dzidzi = (dzi) = 0, (3.2.1) 
dzxid7; = —dzxjdzxi, 1 天 


它 具 有 一 个 目 然 的 株 侈 缠 构 


:2205 . 


此 后 总 是 记 (WwW 一 > ,frdzr. 
从 (3.2.1) 很 能 够 容 多 验证 df = 0. 事实 上 


由 


OTiOrT;} Ori07: 
及 dzidzj = -dzjidzi 立即 得 到 q2f = 0. 于 是 有 


dw= > dfrdrr=0. 


因此 微分 算 子 d 满足 关系 式 
d* = 0. 


此 时 d 称 为 一 个 外 微分 , we 43(R") 是 一 个 gq 形式, (Q*(R"),qd) 叫做 R* 上 的 de 


T*W = > ,frgsdrrdr = (—1)fdw .7:; 
(2) 外 微分 算 子 d 满足 反 导 律 
d(T :WwW)= dT:w+ (m1)f7.: dw. 


证 阴 ! 
frdzri, w = gydzy 进行 验证 即 可 


d(T *w)=d(frg7)drrd7z 


=(dfrdzr)(g1d7z7) + (—1)° (fdzrr)(dgsdzy) 
=dT :w+ (—1)f7T: dw. 
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引 理 证 毕 . 

需要 强调 的 一 点 是 , 所 有 上 述 的 概念 和 性 质 关 于 Rn" 中 任意 开 子 集 OC R" 都 
同样 成 立 . 因为 任何 流 形 可 分 解 成 若干 Rn 的 开 集 之 并 

M = Us Oo,, Oa C R” 为 开 子 集 ， (3.2.2) 
这 就 为 de Rham 复 形 从 Rn 推广 到 一 般 流 形 M 上 提供 了 基础 . 
“下面 用 一 个 例子 表明 微分 形式 w 与 微分 算 子 d 在 R? 中 的 几何 意义 . 
例 3.2 在 R3 上 ,09°(R3) 是 由 所 有 Cee 函数 构成 
QR*) = C™(R). 


而 对 任何 f € W090 (RS) 
Dj Of Of 
df = Br a1 十 Br dt? 十 Br 3 
与 『 的 梯度 等 同 bf Of. Of 
4 Vi- Ca 3) 
关于 1 形式 


它 对 应 于 f = (及, fo, 户 ) 的 旋 度 . 关于 2 形式 
d( fidydz — fodzxdz + /sdzdy) = CA 十 一 一 十 2) dzx1dzr2d73, 


它 对 应 于 f 的 黎 度 . 因而 可 上 总结 为 


令 UV CR" 是 两 个 开 集 ，f : U 一 V 是 Cee 映射 , 则 六 可 诱导 一 个 从 Q*(V) 
到 Q*(U) 的 同 态 ， 
广 : (让 一 人 (UV) 


定义 为 
w 二 > ,gr(y)dyr E 0 (V), 
fw = Sgro f(y)dfr(y) e A*(U). 


其 中 dfr = dfi,…dfi,,， fi 是 f= (有 1,… ,所 ) 的 第 i 个 分 量 . 同 态 f* 称 为 是 了 的 
拉 回 映射 . 容易 验证 f* 与 微分 算 子 d 可 交换 


df*=f*.d. 
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Vi = pi(Z)， 1] 入 1 所 人. 
令 we Q*(R") 是 一 个 上 形式 , 在 xz 坐标 下 可 表达 为 
w= > fr(r)dzrr, (3.2.3) 
而 在 y 坐标 下 为 
(WwW 一 >》, gJ(Y)dy. (3.2.4) 
在 两 个 不 同 坐 标 系 下 , 表达 式 (3.2.3) 和 (3.2.4) 的 系数 有 如 下 关系 : 
f(z) = DD ops) Br (3.2.5) 


表达 式 (3.2.5) 过 于 抽象 , 为 了 更 实在 一 些 , 用 一 个 具体 表达 式 来 表现 这 个 式 子 . 例 
如 当 了 = (1,2,:… ,k) 时， 


_ 本 Op Opis ... Op 
fr 一 f12...k 一 》 9 让 六 (DCZ) 9zi Br» . 


71…7K 


关系 式 (3.2.5) 清楚 地 给 出 不 同 坐 标 系 下 两 个 微分 形式 是 同一 个 实体 不 同 表 
现 的 充 要 条 件 . 这 一 点 对 于 流 形 上 定义 全 局 微分 形式 至 关 重 要 , 因为 流 形 M 是 由 
(3.2.2) 的 R" 中 开 集 组 合 而 成 , 两 个 不 同 的 开 集 


Ca U OB, Oa NOgFAL 


代表 两 个 不 同 坐 标 系 ， 


yi 二 pi(7) 是 在 OnmOs 上 的 坐标 变换 (1 < i < n). (3.2.6) 


原本 在 R* 上 不 存在 区 别 两 个 微分 形式 是 否 是 同一 个 实体 的 问题 , 而 在 流 形 M 上 
就 突出 地 表现 出 来 , 这 是 因为 M 上 没有 全 局 坐标 . 一 个 M 上 的 微分 形式 w 不 能 
像 在 R* 上 用 一 个 表达 式 w = > Jrdzr 就 给 出 来 了 , 它 必须 用 每 个 开 集 O。 上 的 表 
达 式 , 也 吏 是 用 一 个 表 过 陈 集合 


>》 fr(z)dXi 在 Oa 中 ，.》 gr(g)dyy 在 Og 中 (3.2.7) 
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来 给 出 . 这 就 出 现 一 个 问题 , 你 怎么 知道 这 个 表达 式 集合 (3.2.7) 是 同一 个 微分 形式 
w 的 表示 , 是 什么 条 件 来 保证 这 一 点 昵 ? 解答 这 一 问题 的 条 件 就 是 公式 (3.2.5), 因 
为 它 是 同一 个 实体 在 不 同 坐 标 系 下 表示 的 充 要 条 件 . 有 了 这 个 条 件 , 就 可 以 在 流 形 
M 上 定义 全 局 微分 形式 了 . 

定义 3.2 ” 令 M 是 一 个 Cee 流 形 , {O06。| a eT} 是 M 的 一 个 坐标 系 履 盖 . 若 
在 任何 两 个 坐标 系 (O。,zxz) 和 (Qe,y) 上 , 微分 形式 


>》 frdrr € MN*(Oa) 
> 9gydzy C Q* (Og) (3.2.8) 


的 系数 {fr} 和 {gj} 满足 关系 式 (3.2.5), 其 中 o = (yp1,… ,pn) 是 如 (3.2.6) 那样 
的 坐标 变换 , 则 所 有 {Oa| we 刀 上 这 样 的 微分 形式 集合 (3.2.8) 是 M 上 的 一 个 天 
w 一 { Ds?ar? < (OAM = peoo 


注 3.3 ”在 微分 几何 中 , 定义 在 M 上 并 且 在 坐标 变换 下 满 自 (3.2.5) 那 种 关 
系 的 一 组 量 {fio0..i| 1 < 和 订 ,… ,ix <n} 称 作 M 上 的 大 阶 协 变 张 量 场 . 因此 M 上 
的 大 阶 外 微分 形式 是 一 个 反对 称 的 大 阶 协 变 张 量 场 , 即 对 于 w 的 分 量 fi 交换 
下 标 位 置 将 改变 付 写 

fi. = — fi... (3.2.9) 


从 上 面 的 分 析 可 以 看 到 , 只 有 张 量 才 是 流 形 M 上 全 局 定义 的 量 , 这 就 是 为 什么 乌 
分 几何 中 要 引入 张 量 的 原因 . 
AM 上 所 有 微分 形式 按 下 面 加 法 与 乘积 (外 积 ) 


其 中 Q*(M) 是 M 上 所 有 形式 组 成 的 交换 群 . 在 Q*(M) 上 的 微分 算 子 


d: QN*(M) — AQ“ (M) (3.2.10) 


定义 为 
dw = | Dp ar? cm+(O M = peoo (3.2.11 ) 
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下 和 面 引 理 表 明 (3.2.10)~(3.2.11) 是 M 上 全 局 定义 的 微分 算 子 . 

引 理 3.2 ”由 (3.2.10) 和 (3.2.11) 所 定义 的 微分 算 子 具有 如 下 性 质 : 

(1) 由 (3.2.11) 给 出 的 微分 形式 满足 (3.2.5) 的 坐标 变换 关系 , 换 句 话说 , dw 是 
M 上 全 局 定义 的 大 +1 形式 ; 

(2) 微分 算 子 (3.2.10) 满足 关系 42 = 0. 

证 明 ”结论 (2) 是 显然 的 . 只 需 证 明 绪论 (1). 为 了 清楚 , 先 对 最 简单 且 不 平 
凡 的 情况 (0 形式 是 平凡 的 ) 进行 证 明 . 令 M = O1U O。 是 二 维 流 形 ， 


O O 
1 = gl 十 ga， 
| (3.2.12) 
2 41 gr» 2 B72 
由 (3.2.11)，dw 的 局 部 表示 为 
O O 
d(fidzi 十 fod7x2) = (于 一 3 ) drid7x2 = fi2d7x1d72, 
0g> 091 加 
d( gidy1 十 g2dy2 ) 二 | 二 一 一 一 dy1idy2 一 gil2dT1d72. (3.2.13) 
Oy1 0y2 


这 表明 (3.2.13) 的 系数 在 坐标 变换 y; = wi(z) 下 满足 关系 式 (3.2.5). 
现在 考虑 一 般 情 况 ， 


WwW 二 { Drar 在 O。 上 > ,g1dyy 在 Og 上 
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则 由 (3.2.1)， 


OgJ; OgJ;; 
> dg7ydy7 一 >》, ( By, 一 Dy, ) dy ， (3.2.15) 


并 且 i,j 在 1; 中 相 错 奇数 个 位 置 
可 以 看 到 , (3.2.13) 是 (3.2.15) 的 特殊 情况 . 再 由 w 满足 (3.2.5), 类 似 于 (3.2.14) 
的 推导 , 从 


OJ 
fr;; = D97 Bri 
可 以 推出 
Ofr; oOfr: OgJsps 09Jge OP's 
Ox; OT; Oya Oyp8 OT Ts 


这 就 表明 (3.2.11) 满足 (3.2.5). 引 理 证 毕 . 

由 引 理 3.2，0*(M) 是 一 个 复 形 . 然后 有 如 下 定义 . 

定义 3.3 令 M 是 一 个 流 形 , 则 M 上 所 有 微分 形式 构成 的 ( 反 ) 交换 环 
Q*(MM) 与 微分 算 d 一 起 构成 一 个 梯次 复 形 (Q*(M),q), 称 为 de Rham 复 形 . 从 这 
个 复 形 可 产生 一 个 上 同调 


称 作 M oe de Rham en 


请 映射 f: M 一 NN， 风 f 可 诱导 一 个 同 态 


f*: HBbr(N) 一 五 5R(AM)， (3.2.16) 
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其 中 (zl , Tn ) 一 Un , fn(y)) 是 M 上 的 局 部 坐标 . 因为 广 与 做 分 算 子 d 


d-.f*=f*.d. 
因此 当 w 是 一 个 闭 形式 (dw = 0) 时 ，f*w 也 是 闭 形 式 . 这 就 意味 (3.2.16) 是 一 个 
同 态 , 称 作 f 的 拉 回 同 态 . 


3.2.3 ”微分 形式 的 积分 


引入 了 微分 形式 w 的 概念 后 , 我 们 需要 解释 一 下 w 的 本 质 是 什么 . 先 从 微分 
形式 的 生成 元 开始 . 对 于 一 维 空间 ， 
2 1 


dT 一 2 一 全 


是 R1 中 两 点 z2 与 zl 之 间 的 距离 , 只 是 这 里 的 距离 是 无 穷 小 . 再 将 这 种 观察 推广 
到 Rn 的 微分 元 就 可 与 成 
] 


dzl .dzn 一 (2Z1 一 ZJ) xX: x (24 — Zz»), 


其 等 式 右边 就 是 由 R" 中 m 个 无 穷 小 同 量 (线段 ) 


F1 = Xf — TI, ,Fn = 24 一 2 
所 张 成 的 有 回 体积 , 当 它 们 位 置 交 换 时 体积 元 将 改变 符号 , 例如 
Ty XT7; 一 一 7 X T;. 


这 种 有 问 体 积 元 的 性 质 就 是 微分 形式 生成 元 (3.2.1) 的 性 质 . 因此 R” 中 的 做 分 形 
式 生 成 元 


Qi di =Ti XX Ti 
就 是 由 个 无 穷 小 向 量 元 …… ,i 在 R" 中 张 成 的 & 维 面 的 体积 . 
当 这 些 生 成 元 用 函数 配 作 系数 时 就 变 成 了 微分 形式 . 例如 


f(z)dz., reR! 


是 个 一 维 的 1 形式 . 正如 在 通常 微 积分 教科 书 中 所 说 的 那样 , 这 个 微分 形式 的 几何 
意义 可 解释 成 在 zx € R! 点 的 一 个 矩形 面积 , 这 个 矩形 是 由 dz 作 压 边 ，f(zx) 作 噩 
度 所 围 成 . 那么 对 竺 一 般 的 微分 形式 , 例如 


w 王 万 (Zjdzl + + fn(7T)drn, ZE 及 (3.2.17) 


我 们 如 何 看 待 它 的 几何 意义 呢 ? 此 时 , 必须 将 w 限制 在 R" 的 曲线 上 来 考察 , 这 是 
因为 w 是 1 形式 . 对 任 一 曲线 y C R*,， x 可 表达 为 


y(t) = {z(t), ,Tn(t)}, teR. 


当 w 限制 在 y(t) 上 时 ，wls 就 变 成 了 1 形式 
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% 二 1] 


这 样 , 在 (3.2.17) 中 的 1 形式 w 的 几何 意义 同样 还 是 以 曲线 y 上 线段 dt 为 底 边 ， 
》; fiz 为 高 度 的 矩形 面积 . 这 种 思路 可 平行 地 移植 到 流 形 M 的 任意 k 形式 上 . 可 


微分 形式 的 几何 意义 ” 令 w = 和 Jrdzr 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 形式 ， 
二 {zit tk) ,Zn(ti,… ,tk)} 是 M 中 一 个 k 维 曲面 . 则 w 的 几何 意义 就 
是 它 限制 在 T 上 所 产生 的 k++1 维 矩形 体积 , 这 个 矩形 是 由 大 维 体 人 向 分 元 dti :… dt 
为 底面 , 以 》 广 Dizr 为 高 度 所 形成 

现在 讨论 流 形 上 关于 微分 形式 的 积分 . 令 U C R" 是 一 个 开 集 , w = Fz)dzl …: 
dz 是 UU 上 的 一 个 n 形式 . 则 w 在 UV 上 的 积分 就 是 通常 的 Riemann 积分 ， 


he 一 Fam don 


然而 , 当 M 是 一 个 n 维 流 形 ，w 是 M 上 的 一 个 n 形式 时 , 情况 就 不 那么 简单 . 为 
了 定义 w 在 M 上 的 积分 , 需要 引入 下 面 单 位 分 解 引 理 . 

引 理 3.3” 令 {U6| a eT 是 光滑 流 形 M 上 的 一 个 开 履 盖 , 则 在 M 上 存在 一 
族 光 滑 函 数 {op;}, 对 每 个 i 有 0 < yi; 1, 并且 

(1) 对 某 个 a，y; 的 文集 


supp pi = {xz E€ M| pi(7) AO0}C Uo, 


而 且 supp w; 是 紧 的 ; 
(2) 对 每 一 点 pe M 有 一 个 邻 域 0, 它 只 与 有 限 多 个 文集 supp yp; 相交 , 特别 
地 ，5 yi = 1. 此 时 称 {yi} 为 属于 {Us} 的 单位 分 解 


证 明 ” 取 M 的 两 个 开 覆 盖 {V1} 及 {V2} 具有 有 限 个 交集 , 使 得 
Vi cV?2cU,, 对 茶 个 a， 


0，7ZT CT 
因为 { 识 } 和 {Y2)} 都 具有 有 限 个 交集 , 因 


OO 
>》 hi; < o%. 
2? 一] 


又 因为 {V1} 覆盖 M, 故 有 > h; > 1. 定义 函数 


1 E Vi, 
hi(z) = | i 


413 


/Dy 


则 容易 验证 {yp;} 满足 引 理 要 求 . 十 明 完毕 

现在 可 以 在 M 上 关于 w 定义 积分 了 . 令 M 是 对 维 可 定 问 光滑 流 形 ，w 是 M 
上 的 一 个 形式 ，{(Uazo)} 是 M 的 一 个 坐标 系 覆 盖 . 由 引 理 3.3, 存在 一 个 属于 
{Ua} 的 单位 分 解 {gpa}, 满足 


w 一 Zr (Vs “WwW ). 


然后 定义 [ 二 人 Dw = 3 Daw. (3.2.18) 


接着 需要 证 明 (3.2.18) 与 单位 分 解 {Pa} 与 坐标 系 {Ua} 选取 无 关 . 
假设 {56} 是 属于 {Uo} 的 另 一 个 单位 分 解 , 则 


令 {Ve} 是 M 为 一 个 坐标 系 ，{we} 是 属于 它 的 单位 分 解 . 则 有 
5 ,00 = ,eee 
现在 pawew 的 文集 在 Uo Va 中 , 故 


进而 推 得 
5 |, 0 = > ,eae = > ye" 
于 是 可 以 给 出 下 面 定义 . 


定义 3.4 令 M 是 m” 维 可 定向 光滑 流 形 ，w 是 M 的 n 形式 . 如 果 对 于 M 
的 一 个 坐标 系 覆 盖 {Us。} 及 单位 分 解 {ya}, 下 面 的 数值 有 限 


(Paw < OO) 
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则 w 称 为 在 M 上 可 积 , 并 且 (3.2.18) 称 为 w 在 M 上 的 积分 . 
”” 当 TTCM 是 一 个 维 可 定 问 的 光滑 子 流 形 ，w 是 M 的 一 个 上 形式 时 , 包含 
映 味 i: 工 一 M 的 拉 回 映射 i*w 是 TT 上 的 一 个 形式. 此 时 定义 w 在 工 上 的 积 


分 定义 为 
人 w = /| i*w. (3.2.19) 


注意 到 , TT 上 的 形式 i*w 正 是 如 前 面 关 于 微分 形式 几何 意义 的 论述 那样, 古 
w 在 上 的 限制 , 即 若 工 在 局 部 坐标 U 下 表达 为 


[| . {xX1(Z1, 四 2 四 , Tn ( 21 ， 四 , Zk )}, 
而 ww 在 U 上 为 
w 一 >》, fii..i, (T) dTi, di 
则 
i*w = wlr = F(z)dzi :dzk, z € R”, (3.2.20) 
其 中 


回忆 微分 形式 的 几何 意义 , 由 (3.2.20) 给 出 的 表达 式 清 晰 地 给 出 了 积分 (3.2.19) 
的 几何 实质 , 即 当 w 限制 在 TT 上 时 , 产生 一 个 函数 了 (z)(z eT 了), 这 个 函数 在 工 上 
形成 一 个 上 十 1 维 曲 面 ， 


如 果 记 
7 ={(z,y) En F(z) > 0}, 
T ={(z,y) En| F(z) <0}, 
则 积分 
fo= mI- 


代表 了 ”t+ 的 面积 与 r- 的 面积 之 差 . 
3.2.4 Stokes 公式 


在 流 形 上 定义 了 积分 后 , 接 下 来 要 做 的 事情 就 是 介绍 Stokes 公式 . 它 是 微 积 
分 中 大 家 所 熟知 的 Newton-Leibniz 公式 、Green 公式 , 以 及 Gauss 公式 的 最 终 统一 


形式 
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这 里 首先 给 出 关于 Stokes 公式 的 定理 , 然后 以 阐述 本 质 的 方式 来 证 明 该 公式 . 
这 个 定理 陈述 如 下 : 

定理 3.3 (Stokes 公式 ) ” 令 M 是 一 个 nn 维 可 定向 的 光滑 流 形 ,w 是 一 个 (mn 一 1) 
形式 . 大 dw 和 w 分 别 在 M 与 69M 上 可 积 , 则 有 


dw = | (3.2.21) 
证 明 ”分 几 步 进行 . 


第 一 步 . 当 M = [a,0| 是 一 个 线段 时 ，w = f(z) 是 a < zs<b 上 的 函数 . 此 时 
Newton-Leibniz 公式 为 


) =/ df = f(b) = f, (3.2.22) 


这 就 是 Stokes 公式 (3.2.21) 在 M 是 一 个 线段 的 特殊 形式 . 此 时 积分 (3.2.22) 是 天 
于 M 以 a 为 起 点 ,b 为 终点 这 个 定 问 进行 的 . 车 关于 M 反 定 同 进 行 , 即 积 分 以 4b 
为 起 点 , a 为 终点 时 积分 符号 正好 相反 , 即 


[w= fs 3229) 


正 是 这 两 个 最 简单 的 公式 是 一 般 形 式 (3.2.21) 的 核心 本 质 . 后 面 的 证 明 将 看 到 
整个 过 程 都 是 以 这 两 个 性 质 为 基础 . 

中 间 我 们 抽出 一 点 时 间 来 看 一 下 公式 (3.2.22) 的 实质 是 什么 . 事实 上 , 当 将 区 
间 fa,b] 作 分 割 时 ， 


la,b| = [zo, zi| + [x1, To| 十 … 十 |zn lzZn| 
其 中 a = zo, b = zn. 则 微分 df 的 实质 是 


df = f (xi) 一 f (zi-1). 
然后 积分 就 是 将 这 些微 分 加 起 来 


[ df = df = DU _ ci) 


级 数 中 头 尾 相 消 就 只 剩 下 端点 边界 部 分 ) 这 就 得 到 公式 (3.2.22). 
再 考虑 M = 工 是 一 条 曲线 , 0 形式 w 是 工 上 的 函 . 令 po,pl 是 工 的 疹 反 . 则 


OL = {po} U {p1}. 


当 po = pl 时 工 = 51. 不 失 一 般 性 , 取 闭 区 间作 局 部 坐标 , 并 且 工 的 坐标 系 履 盖 只 


含 两 个 分 文 , 即 
L = lpo, al U la, pil. 


此 时 w 在 局 部 坐标 下 表达 为 w = f(z), 在 工 上 积分 为 
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这 就 纷 出 一 般 曲 线 上 的 Stokes 公式 . 
第 二 步 . 再 讨论 M = I" 是 一 个 n 维 方 体 的 情况 . 此 时 (mn 一 1) 形式 w 可 与 成 
如 下 形式 : 


dw = >》 / fi gp, dm， (3.2.24) 


其 中 x = (x2,:… ,zn) E I"!1, Tl = {1} x I"-1, T9 = {0} x I"*-!1cC68I"+1. 同 理 ， 
(3.2.24) 中 任 i 项 的 积分 为 


dz 一 / fi(z)dz;, l]l<i<nn. (3.2.25) 
ri1—r0 


注意 到 
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| -| Ww， (3.2.26) 


即 在 一 个 方 体 I" 上 公式 (3.2.21) 成 并 . 

显然 (3.2.26) 对 任意 尺寸 的 方 体 I*(7) = [0,7]”" 都 成 立 (r > 0). 

第 三 步 . 观察 两 个 相 邻 方 体 之 和 I7? + Ix 上 关于 dw 的 积分 . 从 图 3.1 可 看 到 
I7? 与 到 有 一 个 公共 面 了 在 那里 工 是 其 中 一 个 方 体 的 顺 癌 面 , 则 一 定 是 另 一 个 的 
这 问 面 , 即 


则 (3.2.24) 和 (3.2.25) 变 为 


(3.2.27) 


| [二 Tl C OIr 为 顺 向 面 ， 


r= 了 T9 Cc 91? 为 逆 问 面 . 


再 由 公式 (3.2.27) 可 得 


/ dw 一 dw +| dw = / LU + ww. 
Ir+In In n By BI? 
hi ha” bh 
OInAT FT1 pranr 0 


因而 w 在 上 的 积分 被 相互 抵消 , 而 只 剩 下 在 I? 十 13 边界 上 的 积分 , 即 


/ dw 一 Ww. 
1 了 十 12 oO(I?+12) 


同 理 可 知 , 对 任意 多 个 两 两 相 邻 方 体 集合 汇 I? 上 的 积分 , 有 


由 (3.2.26)， 


N 
/ dw 一 | w, MM. = > Rn), r>0. (3.2.28) 
Mr OA 


最 后 , 因为 M 可 锐 边 长 为 7 的 方 体 谢 分 远近 
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|, w= fa ha he 


于 是 Stokes 公式 (3.2.21) 可 由 (3.2.28) 和 (3.2.4) 导出 . 定理 证 毕 . 

例 3.3 定理 3.3 是 平面 Green 和 二 曲面 Stokes 公式 与 三 维 区 域 的 Gauss 
公式 的 统一 推广 . 回忆 一 下 这 些 公 式 是 有 益 的 . 

人) 当 M=DPDc 民 2 是 一 个 单 连 通 区 域 ，5D 为 简单 闭 曲 线 时 ，P,Q8 是 DD 上 
连续 可 微 函 数 . 则 Green 公式 给 出 


因此 这 个 公式 正 是 Stokes 公式 (3.2.21) 的 特殊 形式 . 
(2) 若 M = 5 是 RR 中 一 个 可 定 癌 曲面 , 95 是 一 个 简单 闭 曲 线 , P,Q,R 是 5 
上 的 连续 可 微 函 数 , 则 经 典 Stokes 公式 是 说 


/ (Pdz + dy + Rdz) 
OS 


显然 , 此 公式 是 w = Pdz 十 Qdy 二 + Rdz 的 (3.2.21) 表达 式 . 
(3) 令 M =V 是 RB 的 开 子 集 ，9V 是 一 个 闭 曲 面 ，P,Q,R 是 V 中 连续 可 微 
国 数 . 则 V 上 积分 的 Gauss 公式 给 出 


| (Pdydz + Qdzdz + Radzxdy) = | (% 十 二 十 D7) drdydz. 
OV V Oy Oz 


这 正 是 w = Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 的 Stokes 公式 (3.2.21). 
3.2.5 Poincaré 5 引 理 


在 这 一 小 节 将 计算 Rn" 的 de Rham 上 同调 , 这 里 的 内 容 参照 了 文献 [4. 

引 理 3.4 (Poincaré 引 理 ) 令 T: R" x Ri! 一 R" 是 投影 ，s : R" 一 R"x 
RR 是 零 截面 , 即 s(z) = (zx,0). 则 关于 R* 上 的 de Rham 上 同调 有 如 下 结论 : 

(1) + 和 s 的 诱导 同 态 是 互 逆 的 同 构 


nm: H*(R”)— H*(R" x R), s*: H*(R” x R')— H*(R"): 
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然而 so 7 关 id, 因而 r/os' 关 id. 为 了 证 明 x* os* = id*, 这 等 价 于 找到 一 个 同 态 


nos —id=+t(dK + Kd). (3.2.29) 


我 们 将 验证 天 满足 (3.2.29). 
令 w= (rg$)f(z,t) 是 类 型 1)，w 为 gq 形式 , 则 


O 
一 一 开 (rap) + (—1)%r 9 (Fe 下 Ht)| 
,oy) {of 
=(—1)" (m9) 和 
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引 理 3.5 在 六 9: M 一 NN 是 同 伦 的 , 则 f*=g*: H*(N) 二 H*(M). 
证 明 令 了 下: Mx Ri 一 NW 是 了 与 g 的 同 伦 , 使 得 


再 取 0 截面 和 1 截面 s0, sl : M 一 M x Ri, 即 so(7x) = (7x,0) 及 si(z) = (7x,1), 则 
有 


然后 有 
f*=(Fos1) =s7oF,, g =(Foso0) =s00F.. 

令 {Us} 是 M 的 一 个 坐标 系 ，U 与 R? 同 胚 . 则 {Us x R!} 是 M x Ri 的 坐 
标 系 . 类 似 于 引 理 3.5 的 证 明 可 以 推 得 投影 7+: M x R! 一 M 与 so 和 si 谤 于 出 互 
逆 的 同 构 

T 0o 5i = 1%d, sj o7 一 1d， 71=0,1. 
因此 sx = s#. 这 隋 寻 出 f* = g*. 引 理 证 毕 . 
3.2.6 ”关于 de Rham 上 同调 的 注 记 


引入 了 de Rham 上 同调 后 , 一 个 目 然 的 问题 就 是 它 与 奇 开 上 同调 的 关系 是 怎 
样 的 . 著名 的 de Rham 定理 告诉 我 们 , 它们 是 同 构 的 . de Rham 最 和 初始 的 证 明 是 5 引 
入 相对 上 同调 , 然后 验证 它们 满足 Bilenberg-Steenrod 公式 . 再 由 该 公式 的 唯一 性 


便 得 到 这 个 结果 . 这 里 将 简要 介绍 这 一 过 程 . 


3.2 ”微分 形式 与 de Rham 复 形 .221 . 


首先 介绍 Eilenberg-Steenrod 公理 系统 . 令 (X, 4) 是 一 类 拓扑 空间 侦 . 对 每 个 
整数 gq 在 (X, A) 上 定义 一 个 Abel 群 H,(X, A), 并 对 每 个 映射 f : (X, 4) 一 (YB) 


f.: Hi(X, A)—» H,(Y,B) (3.2.30) 


(1) 若 f = id 为 恒 等 映 射 , 则 f = id 为 恒 等 同 构 . 
(2) 行 9 : (Y,B)— (Z,C), 则 (9 * f)* = gx * fx- 
(3) 对 每 个 gq 指派 一 个 同 态 


8, : H,(X,A)— Ho_1(A), A= (4,9), (3.2.31) 


其 中 i: A 一 久 , 7 : 对 一 (XX,4) 是 包含 映射 . 

(5) 同 伦 公 理 . 奋 f 与 g 同 伦 , 那么 f, = gx 

(6) 切除 公理 . 令 UC X 是 一 开 子 集 使 得 UC Inth. 在 (和 -已 4- DID) 在 给 
定 拓扑 空间 偶 类 , 则 包含 映射 i: (XX 一 UA 一 U) 一 (X, 4) 诱导 出 同 构 


ix: HaA(X—U,A—U)— Hl(X,A). 
(7) 维 数 公理 . 若 X =P 是 一 个 单 点 构成 的 空间 , 则 有 
Ha(P,) = 0， q #0, Ho(P)= Cr， 


其 中 G 是 一 确定 的 Abel 群 . 

当 处 理 的 空间 偶 (X, 4) 是 非 紧 时 , 需要 补 加 一 条 公理 . 

(8) 紧 支 集 公 理 . 若 ae 五 ,(X, 4), 则 存在 紧 子 空间 偶 (Xo, 4o) C (X, 4) 使 得 
a € Hi(Xo, Ao). 

同样 地 , 也 可 以 定义 上 同调 论 的 公理 化 体系 (1)~(7), 其 中 同 态 (3.2.29) 改 与 为 


f*: Hi(Y,B)— Hi(X, A). 
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而 同 态 (3.2.30) 改写 为 
6* : H(A) — HT (X, A). 


注 3.4 者 以 单个 空间 X 范畴 取代 空间 偶 (X, 4) 犯 畸 , 同样 可 以 定义 等 价 的 
公理 化 的 同调 论 . 此 时 正 合 性 公理 要 用 Mayer-Vietoris 公理 取代 :14. 

Eilenberg-Steenrod 公理 化 系统 的 重要 性 是 由 下 面 唯一 性 定理 确定 . 

定理 3.4 (公理 化 的 唯一 性 ) ”对 于 空间 偶 (X, 4) 范畴 , 上 述 公理 化 系统 (])~ 
(8) 唯一 地 确定 了 (X, 4) 上 的 同调 群 ， 换 句 话说 ,者 在 (X, 4) 上 有 两 组 同调 群 
有 H,(X, 4) 和 五 ,(X, 4)( 或 上 同调 群 瑟 *(X, A) 和 五 *(X, 4A)), 都 满足 上 述 公 理 (1)~(8) 
(或 上 同调 公理 ), 则 它们 是 同 构 的 ， 


er 


H,(X, A) ~ H,(X, A) (或 H*(X, A) ~ H*(X, A)). 


我 们 将 根据 定理 3.4 来 检验 de Rham 同调 群 满足 上 同调 公理 化 条 款 (1)~(7). 
这 里 总 是 假设 M 是 紧 流 形 . 
首先 对 于 空间 偶 (M, 4) 建立 相对 同调 群 . (M, 4) 上 相对 de Rham 复 形 Q* 
(M, A) 定义 为 所 有 紧 支 集 在 M - 4 上 的 微分 形式 构成 的 复 形 , 即 
OOM,A)= {w EM)| suppwo CM— A. 


微分 算 子 d 与 原先 相同 . 于 是 相对 de Rham 同调 群 定义 为 


Ker {d: QI(M, 4) 一 0 (NM A)} 


Hpa(M, 4) = dQa-1(M, A) 


显然 Hpbr(M,9) = 万 DR(AM)( 注 意 M 是 索 的 ). 
对 于 空间 偶 (M, 4), 上 同调 公理 化 的 (1)~(2) 和 (6)~(7) 对 于 相对 de Rham 
上 同调 %w(M, 4) 显然 是 成 立 的 . 关于 (3) 和 (4), 考虑 下 列 空间 的 包含 天 系 : 


4 一 1M -人 (MA 
其 中 i 7 都 是 包含 映射 . 它们 诱导 出 正 合 序列 


0 — OQ*(M, A) 2 FM) 一 0*(4) 一 0 (3.2.32) 
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这 了 吏 是 公理 (4). 

根据 引 理 3.5, 同 伦 公 理 对 单个 空间 成 立 ， 事实 上 该 引 理 对 空间 偶 也 成 立 ， 这 
样 , 由 定理 3.4 就 得 到 de Rham 定理 : 及»p(1M) 与 单纯 上 同调 群 (或 奇异 上 同调 
群 )H*(M, R) 是 同 构 的 , 妈 


Hjpp(M)H*(M,R). 


在 后 面 将 应 用 谐 序列 及 层 的 概念 再 次 证 明 该 定理 . 

de Rham 定理 非常 重要 . 正如 上 同调 的 几何 化 定理 所 说 , 单纯 同调 群 H*(M, RR) 
反映 了 M 上 可 定 问 紧 子 流 形 的 分 布 与 结构 , 而 de Rham 同调 和 群 H»h(M) 主要 反 
映 M 上 反对 称 张 量 场 (以 微分 形式 的 面 钥 出 现 ) 的 性 质 . 因此 de Rham 定理 在 流 
形 上 的 拓扑 与 分 析 之 间架 起 了 一 座 桥 梁 . 这 在 几何 方面 , 特别 是 Hodge 理论 中 起 了 
关键 作用 . 
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3.3.1 ” 背 桔 介绍 


为 了 引入 Cech-de Rham 复 形 (这 是 一 个 双 复 形 ), 首先 需要 介绍 层 的 概念 ， 以 
及 流 形 上 以 层 为 系数 的 Cech 上 同调 群 . 为 此 目的 , 从 一 个 问题 出 发 来 揭示 发 展 层 
论 与 Cech 上 同调 的 动机 及 其 意义 . 这 一 小 节 的 内 容 主 要 参照 文献 [7]. 

从 流 形 上 复 分 析 的 Mittag-Leffler 问题 开始 . 令 M 是 一 个 二 维 复 流 形 , 代数 几 
何 中 称 为 Riemann 面 ， pe M 是 一 点 , 它 的 局 部 坐标 为 (2 z) 其 中 心 在 p 尽 . 一 个 
亚 纯 函 数 在 p 点 的 主 部 就 是 Laurent 级 数 的 奇异 部 分 


A 
QZ 一 


[一 ] 


Mittag-Leffler 问题 就 是 , 给 定 一 个 离散 的 点 列 pe M 以 及 每 个 pn 上 一 个 主 部 
3 oz 现在 问题 是 在 M 上 是 否 存在 一 个 亚 纯 函 数 


f: M 一 和 U1{fco 


使 得 f 在 {pn} 外 是 全 纯 (解析 ) 的 , 而 它 在 p。 的 主 部 就 是 给 定 的 那个 . 在 {pn} 的 
每 点 局 部 上 , 这 个 问题 是 平凡 可 解 的 , 即 在 每 个 p,, 的 邻 域 (Cn >) 中 给 定 的 主 部 就 
是 问题 的 解 . 因此 该 问题 是 典型 的 从 局 部 过 渡 到 全 局 的 例子 . 

下 面 的 分 析 表 明 , 这 个 问题 是 如 何 导 臻 层 论 和 Cech 上 同调 的 产生 . 取 M 的 
一 个 开 履 盖 {U。}, 使 得 每 个 Du 最 多 只 含 一 个 给 定 的 点 pn, 并 且 令 fo 是 Cu 上 满 
足 这 个 问题 的 亚 纯 函数 . 在 Us Us 上 建立 新 的 函数 


fas = fa — fe EF(UaN Up), (3.3.1) 
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这 里 F(U) 表示 U 上 所 有 全 纯 函数 构成 的 环 . 显然 , 在 Us Nn Us n U, 上 有 


fpy — fary + fap =0. (3.3.2) 
此 时 ， 在 M 上 全 局 地 解决 这 个 问题 等 价 于 在 每 个 下 (U6) 中 找到 一 个 函数 ga e 


fas =g8—ga 在 Us NUeg 上 . (3.3.3) 
在 这 样 的 que 下 (U6) 存在 , 则 从 (3.3.1) 和 (3.3.3) 导出 


fa 十 ga 三 jp 十 96 在 Us Ue 上 . 


现在 ， 将 这 个 问题 转化 成 Cech 理论 . 首先 需要 Cech 上 同调 群 . 对 于 M 的 开 
禾 兰 {Us}, 可 建立 一 个 群 , 叫做 0 链 群 ， 


CU 大 ) = BafF(UVs),， (D0) 如 上 所 述 . 


再 建立 1 链 群 
C (M,F) = Ba<aF (Ua N Ug), 
依次 下 去 上 链 群 为 
C*(M,F) = Bo cco FU NN Uo,,). (3.3.4) 
然后 在 这 些 链 群 上 定义 差分 算 子 5: 
6: C*(M,F) — C+i(M,F), (3.3.5) 


按 如 下 规则 给 出 , 当 f s C (AM 大) 时 ， 


(0f joo.arsi 一 (一 1) as 在 Uo MN :i LUa 上 .， (3.3.6) 


其 中 Gi 表示 不 含 此 项 ，fo...。, 为 un.…:nU。 上 全 纯 函 数 . 容易 验证 , 由 (3.3.6) 


定义 的 差分 算 子 6 满足 条 件 
0 一 0. 


LOD 


在 Unvenr- 


注意 这 里 记 扎 规定 ， 石 g € Ua U UBg, 则 记 da 一 gl|v,, 46 一 glvs: 
于 是 , 所 有 链 群 (3.3.4) 和 差分 算 子 (3.3.5) 构成 一 个 复 形 


(C* (M, F),o), 
称 作 Cech 复 形 , 由 它 产生 的 同调 群 叫做 Cech 上 同调 


Ker0 ZI(M,) 
Im6 6Cq-10M1F) 


建立 Cech 同调 群 后 , 就 可 以 转 回 来 考察 Mittag-Leffler 问题 . 注意 到 (3.3.2) 古 


Hi(C*(M,F))= 


2Z1(M, 万 ) 

6C0(M, F) 

束 成 为 这 个 问题 的 障碍 : 者 H1(M, 下 ) = 0, 则 每 个 财 链 (3.3.2) 都 是 由 (3.3.3) 这 
样 的 全 纯 函 数 构 成 ， 因 而 Mittag-Lefaer 问题 可 解 . 看 Hi'(M, 天 ) 寺 0， 则 一 定 存 
在 {pn} C AM, 使 得 由 (3.3.1) 定义 的 闭 链 (3.3.2) 不 是 上 边缘 的 ， 因 而 不 能 找到 
ga € (Uo) 满足 (3.3.3). 因此 有 结论 : 

Mittag-Leffler 问题 在 M 上 可 解 仿 Cech 第 一 上 同调 Hi'(M, 六) = 0. 
后 面 将 看 到 Cech 上 同调 与 奇异 上 同调 同 构 . 因此 上 面 结论 将 流 形 M 上 的 分 析 问 
题 与 拓扑 问题 联系 在 一 起 . 

在 数学 上 ，M 上 的 群 族 {下 (U6)| {Us} 是 M 开 履 盖 } 就 是 所 谓 的 预 层 , 层 的 
理论 就 是 在 此 基础 上 抽象 出 来 的 理论 . 而 (3.3.7) 是 流 形 M 上 预 层 入 为 系数 的 上 
3.3.2 ” 层 的 概念 


令 X 是 一 个 拓扑 空间 , {U} 是 X 所 有 开 集 构成 的 开 集 族 . 下 面 给 出 的 是 关于 
X 上 预 层 的 定义 . 

定义 3.5 丰 称 作 X 上 的 一 个 预 层 , 者 对 X 的 开 集 族 UL = {U} 中 每 一 个 开 
集 U, 在 下 中 都 对 应 一 个 Abel 群 F(V) e 大. 并 且 对 任 两 个 开 集 U,V C X, 若 
V CU, 则 存在 一 个 限制 同 态 


Hi(M,F)= 
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TUV 。 FF(U) 一 一 F(V) 
满足 传递 性 条 件 : 车 WCVcU, 则 


TUW TV,W oTU,V-: 


显然 , 传递 性 条 件 意 味 着 rr = id : FT) 一 FF(U) 是 恒 等 映 射 . 

从 定义 3.5 可 以 看 出 , 预 层 的 概念 就 是 在 上 一 小 节 中 见 到 的 M 中 开 集 U 上 全 
纯 函 数 构成 的 Abel 群 族 {F(UsJl Us Cc M 为 开 集 } 的 抽象 化 与 推广 . 在 拓扑 和 几 
何 中 常见 的 预计 有 如 下 几 种 : 

(1) 光滑 流 形 M 上 微分 形式 构成 的 预 层 , 


Q* = {Q*(U)| UC M 是 开 集 }， 
其 中 Q*(U) 是 U 上 所 有 人 微分 形式 组 成 的 Abel 群 ,对 VCU， 
TUV: (人 (U) 一 (2*(V) 


是 由 包含 映射 i: V 一 U 诱导 的 限制 同 态 ryv = 
(2) M 上 Cw 函数 构成 的 预 层 


C = {C%(U)|U Cc M 为 开 集 }， 
rvv: C™~(U)— C™(V) 为 U 在 V 上 的 限制 . 
(3) 复 流 形 M 上 全 纯 函 数 构成 的 预 层 


O={O(CIO(D) 为 Uc M 上 全 纯 图 环 }， 
rrv: O(U) 一 O(V) 为 限制 同 态 . 


(4) 复 流 形 M 上 非 零 全 纯 函 数 的 预 层 
O* = {O(U)| O(D) 为 UC M 上 非 零 全 纯 函 数 域 }. 
(5) 复 流 形 M 上 (p,q) 形式 的 预 层 
Q79 = {QP49(DU)| Q7:49(U) 为 U 上 的 (p,q) 形式 环 }， 
这 里 (p,q) 形式 是 指 下 面 复 形式 


令 4,B8 是 拓扑 空间 X 上 的 两 个 预 层 . 4 与 8 的 层 同 态 
Qa: A—B 
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定义 为 一 个 同 态 集合 {av : A(U) 一 B(U)|U Cc M1} 使 得 对 VCU CX,av 和 av 
与 限制 同 态 ruv 可 交换 


B(U) YS B(V) 


称 作 正 合 的 , 车 an 的 像 = an+1 的 核 . 

事实 上 , 对 于 这 本 书 的 内 容 来 讲 , 预 层 的 概念 已 足够 了 . 但 是 为 了 完整 性 , 下 面 
再 简要 地 介绍 层 的 概念 . 令 下 = {F(U)IUCXT+ 是 X 上 的 一 个 预 层 , Uj; 是 ze XX 
的 所 有 邻 域 组 成 的 集合 . 在 集合 


Uveus (UL ) (3.3.8) 
上 引入 一 个 等 价 关 系 ~ 为 , Vf eF(U), g € FF(V), 若 3W e Us 使 得 


ru,w(f) = rv,w'\(9), 
则 说 是 f ~ g. (3.3.8) 按 此 等 价 关 系 可 得 等 价 类 集合 


f= lim F(V), (3.3.9) 
U EUs 


这 个 集合 可 从 (3.3.8) 自然 地 继承 Abel 群 结构 . 在 这 里 对 Ue Us 和 fe€ 下 (加). 用 
flz 表示 f 的 等 价 类 , 因此 有 一 个 自然 同 态 


Fr"*= | |] 巨 , (3.3.10) 


并 在 F* 上 引入 拓扑 : 对 任 一 开 集 Ue X, 集合 {[fjs| x EU} 就 定义 为 F* 的 开 
集 . 此 时 天 * 便 成 为 一 个 拓扑 空间 , 并 且 有 一 个 目 然 投 影 


Ti: 一 及 T(Fz) 一 2 (3.3.11) 


这 里 r-l(z) = 万 是 一 个 Abel 群 . 容易 验证 x 是 局 部 同 胚 . 
定义 3.6 ”由 (3.3.10) 与 (3.3.11) 给 出 的 拓扑 空间 (F*,r,X) 称 为 由 预 层 丰 
诱导 的 层 , 也 叫做 下 的 伴随 层 ， 万 = x-1(z) 这 个 Abel 群 称 之 为 z 氮 的 基 . 
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在 许多 文献 里 , 直接 将 层 (F*,r,X) 的 基本 性 质 抽象 出 来 作为 层 的 定义 . 这 里 
陈述 如 下 . 

定义 3.6/ 假设 XF* 都 是 拓扑 空间 ，7 : 天 一 X 是 一 个 映射 . 如 果 它 们 
满 正 下 面条 件 : 

(Dr 是 从 天 到 X 的 一 个 局 部 同 胚 ; 

(2) 对 每 个 点 z € X, rr-l(z) 是 一 个 Abel 群 

(3) 群 运算 对 到 * 的 拓扑 是 连续 的 . 
则 空间 (FF*, x, 外) 称 为 上 的 一 个 层 , r 1(z) 叫做 zeX 上 的 基 

这 里 需要 对 条 款 (3) 作 一 解释 . 记 


fof*={(f,9) EF x TF | 7(f)= 7(9)}. 
所 谓 群 运算 关于 FF* 拓扑 是 连续 的 是 指 映射 
of 一 和 (jg) 呈 三 一 9， 


是 连续 的 . 
这 里 需要 指出 , 定义 3.6 和 定义 3.6', 是 等 价 的 . 也 就 是 说 , 由 定义 3.6 给 出 的 
层 (F*,r,X) 满足 3.6' 中 的 性 质 (1)~(3). 反 过 来 由 3.6' 给 出 的 层 (F*,r, X) 一 定 
能 诱导 出 一 个 预 层 大 使 得 它 是 下 的 伴随 层 . 
引入 层 的 概念 后 , 就 在 以 在 层 上 定义 层 同 态 的 概念 . 令 (下 , 7, 六 ) 和 (J 了 , 直 , 六) 
是 X 上 的 两 个 层 , 一 个 映射 
Pp: FA— oJ 


称 作 两 个 层 之 间 的 同 态 , 大 y 满足 
T 一 To 0 


即 yp 将 三 的 基 上 映 到 了 的 基 上 , 并 且 对 每 一 扣 ZE X， 


一 个 层 同 态 o 如 果 是 可 逆 的 , 并 且 其 逆 也 是 一 个 层 同 态 , 则 yg 叫做 层 同 构 . 

层 与 预 层 之 间 是 一 种 “ 挛 生 兄弟 ”的 关系 . 预 层 通过 开 集 收缩 到 点 的 极限 产生 
层 , 而 层 由 截面 扩张 导致 预 层 , 这 两 种 层 相 生 相 伴 . 但 是 它们 之 间 重 要 区 别 在 于 层 
是 一 个 在 垂直 方向 具有 Abel 和 群 结构 的 拓扑 空间 ， 而 预 层 则 是 一 族 开 集 上 的 Abel 
群 . 因而 在 应 用 方面 它们 各 目 有 不 同 的 特点 

注 3.5 层 与 预 层 之 间 严 格 地 数学 关系 可 陈述 如 下 : 每 个 层 (F* ,mmX) 都 能 
规范 地 产生 一 个 预 层 {TIT(U),rvv}, 其 中 T(UV) 是 所 有 FF* 在 UV 上 的 截面 s: U 一 
FF*( 即 满足 x os = id 的 映射 ) 构成 的 Abel 群 . 反 过 来 , 每 个 预 层 {F(U)}vcaw 能 
(3.3.9) 那样 规范 地 产生 一 个 伴随 层 .如 果 预 层 {下 (U)}vucm 是 完备 的 (后 面 将 
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解释 这 个 概念 ), 则 预 层 与 层 的 相伴 关系 是 唯一 的 , 也 就 是 说 , 厦 层 了 规范 产生 截面 
预 层 {IT(D0)}, 反 过 来 {T(U)} 又 规范 产生 层 7*, 则 了 与 7* 是 同 构 的 . 关于 这 个 
方面 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [31,32]. 

现在 定义 预 层 的 完备 性 . 令 {下 (0D),ruv} 是 上 的 一 个 预 层 . 如 末 下 列 条 件 
被 满足 , 则 该 预 层 称 作 完 备 的 . 当 M 的 开 集 U = UU 是 开 集 U。 的 并 集 时 , 有 


(1) 大 下 (UV) 中 的 元 素 f 和 9g 满足 
ry,vs (f) = ru,v, (9)， 对 所 有 a 成 立 ， 


则 有 f = 9g 在 不 (UV) 中 ; 
(2) 若 对 每 个 a 都 有 一 个 元 素 f。€ (U6) 使 得 对 所 有 6 都 有 


TU,,UaNUBg (fa) 一  Uae,Uanrua (f8); 
则 存在 fe FDI) 使 得 f= rvv(f) 对 每 个 a 成 立 . 
3.3.3 Cech 上 同调 


令 X 是 一 个 拓扑 空间 2W = {Uw}wer 是 XX 的 开 覆 盖 , 大 = {FF(U),rvuv} 是 XX 
上 的 预 层 . 首先 引入 Cech 复 形 . O 链 群 定义 为 


C (2 fF) 一 llyerF (Ua), 
其 中 I 表示 群 的 直 积 , 即 一 个 元 素 fe C?(U, 万 ), 则 了 可 表示 为 


f= (fo,fe,.: ,fy,fo,:…:), fo EF(U,). (3.3.12) 
再 规定 1 链 群 为 
OC (U,F) = orzoF (Ua N Up). 
然后 依次 地 规定 太 链 群 为 
COF)= [| Fenran nar)， (3.3.13) 
ca0 天 al1 天 … 天 ak 
在 这 些 链 群 上 定义 差分 同 态 
6 : CC 大) 一 Cti(U,F) (3.3.14) 


用 6f 的 分 量 表示 可 与 成 


(0f )ap 一 Ua,UanUa 


= fp — fa 


230 . 第 3 章 谱 序 列 及 微分 形式 


这 里 规定 , 若 UN Us =g, 则 (6h 关 oo =0. 
对 于 一 般 情况 ，6f 用 分 量 表示 , 规定 为 


k+l 
(6f)aoariari = > (—1)’foo..as.ane1 vf ec OC*(uU, FF), (3.3.15) 
4 二 0 
其 中 &; 表示 不 含 此 项 . 


由 预 层 的 限制 同 态 传 递 性 质 , 从 (3.3.15) 式 可 推出 


C* (2 大) = {C 大) 6 (3.3.16) 
它 称 之 为 Cech 复 形 . 这 个 复 形 产 生 的 上 同调 称 为 YW 上 的 Cech 上 同调 , 记 为 
HsC*(U,F) = H*(U, F). 
显然 , 这 个 上 同调 依赖 于 开 履 盖 的 选取 . 为 此 考虑 的 加 细 神 六 X 的 一 个 


开 履 盖 8 = {Va}sey 称 作 = {Ua}aer 的 一 个 加 细 , 记 为 UH > 8B, 如 琳 存 在 一 个 映 


射 
0 : J—1. 


使 得 V3 C Uscs). 这 个 加 细 映 射 $ 诱导 一 个 映射 
pF : C*(U, F) 一 C*(B, F). 
在 如 下 方式 


(时 f) (Veo...8s) — TUao...a, VBo Br (f), Qi 一 9(6i), (3.3.17) 


这 里 Ca =Ton. nr .有 下 面 结论 . 

引 理 3.6 令 B={joer 是 XX 开 履 盖 WU = {Vajaer 的 加 细 , 则 关于 同 态 
g# 下 面 结论 成 并 : 

(1) 9# 与 差分 同 态 6 可 交换 : 6 o 9# = 9# o5; 

(2) 车 : J 一 了 是 8 到 的 另 一 个 加 细 上 映射 ,那么 存在 一 个 同 态 K : 
Ce 大) 一 CO*-1(B, 下) 满足 


Vd =6K+kKi6d. (3.3.18) 


证 明 ”由 (3.3.16) 和 (3.3.17) 可 得 


3.3 ”Cech-de Rham 复 形 及 谱 序 列 的 应 用 ' 0231 . 


其 中 Q; = 9(0;) 
(2 (0f))Bo...Beri 一 (0f )ao Qk+1 
k 十 1 z 
一 (—1) js Qi CCK 二 1 
% 二 0 
这 里 总 是 简 记 


(Kf)80...8,_, = D1) jao ra yy 1 (3.3.19) 


(K (0f))pop1p2 一 (0f )aoyoy1y2 本 (0f )aoaiyiy2 十 (0 力 aoaalaznma 


一 fyoy17Y2 i f aoryiYy2 十 junvona jaonom 


二 faiazy2 | f aoazy2 十 f ava yo ja2. (3.3.22 ) 


(0(K f))8081 62 十 (K (0f))808182 一 joyima f aoaia2 一 Vf df 


这 就 是 大 = 2 的 公式 (3.3.18). 对 于 一 般 的 有 > 0, 其 验证 方法 是 一 样 的 . 于 是 结论 
(2) 成 立 . 引 理 证 毕 . 
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根据 引 理 3.6, 若 8 是 WU 的 加 细 : > 8B, 则 由 (3.3.17) 给 出 的 上 映射 $9# 产生 一 
个 合理 定义 的 同 态 


pug H'(U, 7) > H'(B, ), (3.3.23) 
这 个 同 态 具有 传递 性 质 : 大 > 8B > .4, 则 
Pu,A = $8,A ' Pu,8- (3.3.24) 


这 样 , 对 关上 每 个 开 履 盖 WU = {Us}aer 确定 一 个 上 同调 有 H*(U, 大) 在 加 细 条 
件 > 8 下 存在 一 个 具有 传递 性 质 (3.3.24) 的 同 态 (3.3.23). 这 就 使 得 Abel 群 族 


{H*(U, 下 )， tp, UU 为 X 开 窗 坊 } (3.3.25) 


具有 像 预 层 那样 的 性 质 . 正如 一 个 预 层 在 每 一 点 ZEX6 可 按 等 价 关系 生成 一 个 
Abel 群 (3.3.9), 从 (3.3.25) 也 可 以 类 似 地 产生 一 个 群 . 令 


JH*(U, 7) (3.3.26) 


是 X 上 所 有 开 和 覆盖 UM 上 的 上 同调 集合 , 在 其 上 引入 一 个 等 价 关 系 ~ 如 下 : 令 
a € H*(U,F), Be H*(B,F), 4 是 X 的 一 个 开 履 盖 满 足 U > A, B > A, 如 采 a 
和 6 满足 
0 4(a) = bp,.4(B); (3.3.27) 
则 称 a 是 6 是 等 价 的 , 记 为 a ~ 6. 此 时 , (3.3.26) 按 这 个 等 价 关 系 产 生 一 个 等 价 
类 集合 , 该 集合 继承 了 H*(U, 大 ) 上 的 群 结构 , 记 为 
H*(X, fF) = lim H*(U, fF). (3.3.28) 
(A 

定义 3.7 令 久 是 一 个 拓扑 空间 ， 丰 是 X 上 的 一 个 预 层 . 则 由 (3.3.26) 按 
(3.3.27) 规定 的 等 价 关 系 产生 的 群 (3.3.28) 叫做 X 上 以 预 层 入 为 系数 的 Cech 上 
同调 群 . 

令 丰 是 X 上 Abel 和 群 G 的 常 值 预 层 , 即 对 每 个 开 集 U CC,， FT) = G. 这 个 
实数 常 值 预 层 就 简 记 为 G. 此 时 

H*(X,G) = lim H*(U, G), 
Bp | 
称 作 X 上 以 G 为 系数 的 Cech 上 同调 群 . 

到 目前 为 止 , 我 们 已 经 介绍 了 四 种 同调 群 : 单纯 同调 、 奇 开 同 调 、de Rham 同 
调和 Cech 同调 . 在 后 面 将 采用 谱 序列 方法 , 结合 预 层 , 证 明 当 X 是 流 形 时 , 这 些 实 
系数 的 上 同调 之 间 是 一 种 同 构 关系 . 特别 是 de Rham 定理 , 这 是 拓扑 学 中 非常 重要 
的 一 个 结果 . 
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3.3.4 ”Cech-de Rham 复 形 


在 前 面 3.1 市 中 介绍 了 双 复 形 的 谱 序 列 . 然而 在 此 之 前 从 来 没有 出 现 过 双 复 形 
的 实例 . 在 引入 了 de Rham 复 形 和 Cech 复 形 这 两 个 概念 后 , 就 可 以 介绍 Cech-de 
Rham 复 形 , 这 是 一 个 重要 的 双 复 形 . 

令 M 是 一 个 光滑 流 形 , UV = {U aer 是 M 的 开 和 覆盖 . 记 


Uooai:ia, = Uoo NMN Ua NN La . 
1M 上 的 微分 形式 构成 一 个 预 层 
人” = {9(U)}vem.: 
在 (3.3.16) 中 看 到 , 对 每 一 种 预 层 让 和 M 的 开 履 盖 WU, 产生 一 种 值 域 在 下 上 的 
Cech 复 形 . 当 天 取 作 微分 形式 预 层 Q* 时 , 就 得 到 一 个 复 形 C*(U,Q*), 它 可 与 成 


下 面 形式 
(3.3.29) 


d = (—1)%d’ : OC?(U, 1?) 一 CQP+ )， (3.3.30) 
其 中 以 : Q?(U) 一 Q?+1(U) 就 是 通常 微分 形式 的 外 微分 算 子 , 而 
6 : CU, NP?) 一 CTU, ON?) (3.3.31) 


正 是 由 (3.3.15) 定义 的 导 算 子 . 容易 验证 它们 满 下 
(d+6)*=d +6*+do6+éod 


K?’4 = CY(U, NN?) = [| Q? (Uoo...m, ). (3.3.32) 


目的 是 为 了 与 谱 序 列 的 记号 一 致 . 
这 里 我 们 要 做 的 事情 就 是 应 用 谱 序 列 证 明 de Rham 同调 群 与 Cech 同调 群 是 
同 构 的 . 为 此 目的 ， 关于 双 复 形 Kp4 需要 下 面 引 理 , 称 为 广义 Vyer Vietoris 序列 . 
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换 句 话说 , 这 个 复 形 的 6 上 同调 是 恒 为 零 的 . 
证 明 因为 对 任何 w € IIQ* (Uo,)， 


Ow (Uaoa ) 一 w{( Ua ) Ww (Uoao) 在 Laoaa 上 . 


而 w€E Q*(M) 是 全 局 形式 的 充 要 条 件 为 


因此 有 
i*Q*(M) = 第 一 个 5 的 核 


令 {pa} 是 M 开 和 覆盖 WU = {DVal 的 单位 分 解 . 假设 we H9O*(Ua ae ) 是 6 团 
链 , bw = 0. 那么 定义 一 个 (g 一 1) 链 有 


然后 有 


这 表明 , 每 一 个 闭 链 w 是 一 个 上 边缘 , w = 67. 因此 引 理 得 证 . 
回忆 双 复 形 Kpa 的 谱 序 列 . 由 定理 3.2, 复 形 (3.3.32) 的 谱 序 列 BL 和 Eo 项 
分 别 为 
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根据 引 理 3.7, (3.3.34) 给 出 


因此 (3.3.35) 变 为 


HBr(M) 一 GHBP(K) = Bprq=k Ew; (3.3.36) 


产生 的 同调 群 . 于 是 (3.3.36) 可 写成 
HSR(M) = @p+qk HS (C*(U, 0)). (3.3.37) 


等 式 (3.3.37) 称 作 Mayer-Vietoris 原理 . 
现在 陈述 和 证 明 de Rham 同调 与 Cech 同调 的 同 构 定理 . 


H»%p(M) ~ H*(M,R). 


证 明 ”首先 , 在 流 形 上 取 一 个 标准 覆盖 U = {Us。}aer. 所 谓 标准 履 吾 是 指 M 
中 任意 有 限 个 开 集 的 交 Uo Nn … ne 如 果 不 空 , 则 它 与 R" 同 胚 . 对 于 任何 一 个 
流 形 M, 它 都 存在 一 个 标准 覆盖 出 . 此 时 Cech-de Rham 双 复 形 就 是 在 标准 覆盖 V 
上 取 的 . 
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由 (3.3.34) 和 (3.3.35) 给 出 的 复 形 (3.3.32) 谱 序 列 El 和 Es 项 是 属于 第 一 种 . 
由 注 3.1, 复 形 (3.3.32) 给 出 的 第 二 种 谱 序 列 El 和 Eo 项 为 

Ker {d: IQ? (Us...a,) 一 HOPz+l(Ua au )} 

d(TOp-1(U au )) 

Er? = HA H?(K)). (3.3.39) 


Er = H?(K*') 一 (3.3.38) 


Er?’9 一 四 oz…zaov Hpr(Uao.….a,) 一 (由 p | 为 标准 履 新 )， Vp 大 0, 


E>» = HI(U, R). (3.3.40) 
类 似 于 (3.3.36), 从 (3.3.40) 可 以 得 到 
末 (24， R) 一 GHE(K), (3.3.41) 


这 是 因为 Ei 与 Bx 收敛 到 相同 的 总 同调 GHS (K). 根据 (3.3.36) 和 (3.3.41) 立刻 


推 得 
H*»0(M) ~ H*(U, R). 


这 说 明 H*(U, R) 与 M 的 标准 覆盖 选取 无 关 . 因此 , 从 定义 3.7 可 知 
H*(M,R) = H*(U,R) 
于 是 定理 3.5 得 证 . 证 明 完 毕 . 
3.3.5 de Rham 定理 
有 了 前 面 的 准备 后 , 就 可 以 应 用 谱 序 列 方法 再 结合 定理 3.5 来 证 明 de Rham 
定理 , 这 个 定理 陈述 如 下 . 
定理 3.6 令 M 是 光滑 流 形 . 则 M 上 的 de Rham 上 同调 与 实 系数 的 奇异 上 


同调 是 同 构 的 ， 
HSn(M) ~ H*(M, R). 


证 明 ”在 2.1 和 2.3 节 中 介绍 了 奇异 上 ,下 同调 群 的 概念 . 在 注 2.17 中 奇异 上 
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令 U = {Ua}aer 是 M 的 一 个 标准 覆盖 . 则 关于 U 可 建立 奇异 链 的 双 复 形 
C1 (WU, C7?) 一 四 ou.zpa CP(Ua ra， R). (3.3.42 ) 


类 似 于 引 理 3.7, 对 于 奇异 双 复 形 (3.3.42) 也 可 得 到 下 面 广义 Mayer-Vietoris 序列 ， 
它 是 正 合 的 ， 
0 CG*(M, 下 二 BC (Ua) > OCU ) > @GCr(U wo ) —. (3.3.43) 


因为 是 标准 覆盖 , 每 个 VU, 与 R" 同 胚 . 因此 奇异 上 同调 


类 似 于 (3.3.34)~(3.3.36), 由 (3.3.43) 的 正 合 性 可 推 知 (3.3.42) 的 第 一 谱 序 列 Bp! 和 
Eo 项 分 别 为 


| ES” = H?(C*(M, R)) = H?(M,R) 
并 且 EP?’ = Ep?' ==... = EP:4, 以 及 
H?(M, R) = GH? (K), K 是 (3.3.42) 所 给 双 复 形 (3.3.45) 


PP = H?(U,, as R) = ) p@0 
天 一 C4(U,R) (为 Cech 复 形 )， 
P29 一 0， 也 大 0 
E»? = HY(U, R) 
并 且 FE, = Es =::.= Eb,, 以 及 
Hi(U, R) = GH (K). (3.3.46) 


从 (3.3.45) 和 (3.3.46) 导出 同 构 
H*(M,R) ~ H*(uU, R). 
由 定义 3.7, 这 意味 着 奇异 上 同调 与 Cech 上 同调 是 同 构 的 
H*(M,R) ~ H*(M,R). 
再 由 定理 3.5 便 得 到 该 定理 . 证 明 完 毕 . 
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de Rham 定理 的 同 构 关系 可 用 积分 表达 出 来 . 令 Ci(M) 是 奇异 链 群 . 对 于 一 
个 光滑 单 形 o : 天 一 M 作 oc 上 的 对 偶 积 (内 积 ) 


则 上 式 谤 导 一 个 同 态 
p: QE(M) 一 CMR = Hom(C(M), RR), 
(p(wW), 0) = (w, A). (3.3.47) 


由 Stokes 公式 , 有 


此 可 得 op = poed. 这 意味 着 (3.3.47) 诱导 一 个 同 态 
入: Hbra(M) — H*(M,R). (3.3.48) 
de Rham 定理 说 , 这 个 同 态 是 一 个 同 构 , 并 且 
(e"(w),T) = | o， Tc He(M, 忆 ) 是 自由 共 较 元 


3.3.6 ”de Rham 上 同调 的 几何 表示 


现在 , 假设 M 是 可 定向 紧 流 形 . 由 定理 2.7，H(M, RR) 的 生成 元 是 一 个 上 k 维 
可 定 问 紧 子 流 形 . 令 Te Hi(M,R) 是 一 个 生成 元 , 它 是 一 个 上 维 蛇 子 流 形 . 由 尝 
形 的 共 斩 对 称 性 定理 ，T 的 对 偶 共 斩 元 区 是 一 个 n 一 k 维 可 定 问 紧 子 流 形 , 并 且 
了 CE Hn_k(M, RRR) 是 一 个 生成 元 . 令 
{Tj]jer C Hx(M,R) 是 生成 元 基 ， 
{Djer C Hn_k(M, RR) 是 {Ij}jer 对 偶 共 斩 元 构成 的 基 ， 


de Rham 定理 的 男 一 种 陈述 是 说 , 分 别 存 在 {I;} 和 {多} 的 对 侦 基 


{wijjer C HbR(M) 是 {Tj} 的 对 侦 基 ， 
{TJjer COM) 是 { 马 } 的 对 偶 基 ， 
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也 就 是 说 
[ wj = 6i7, 人 万 二 0 (3.3.49) 


/ Li 77 一 士 0 (3.3.50) 
M 


特别 地 , 根据 上 、 下 几何 化 定理 及 共 轿 对 称 性 定理 {Tj} 与 { 妃 } 也 分 别 是 
H*(M,R) 和 H"-*(M, RR) 的 生成 元 基 . 此 时 (3.3.48) 的 同 构 po* 可 明确 地 表达 为 


p(w)=T;, 9 (7)= (3.3.51) 

这 样 , 关系 式 (3.3.49)~(3.3.51) 将 M 的 所 有 目 由 共 轿 元 (可 定 问 紧 子 流 形 ) 与 

H* np(M) 的 生成 元 一 一 对 应 起 来 , 它们 给 出 de Rham 上 同调 群 的 一 个 几何 表示 ， 
使 得 每 一 个 上 同调 类 的 微分 形式 可 用 M 的 一 个 可 定向 紧 子 流 形 来 代表 它 . 下 面 将 


进一步 揭示 对 应 偶 w 与 Ti 之 间 关 系 . 为 此 目的 , 首先 需要 介绍 紧 文 集 上 同调 的 
Poincaré 引 理 . 


1. 紧 支 集 上 同调 的 Poincaré 引 理 
记 Q*(M) 是 具有 紧 文 集 的 de Rham 复 形 , 
Q:(M) = {we Q*(M)|w 在 M 上 具有 紧 支 集 } 


这 个 复 形 产生 的 上 同调 记 为 H*(M). 
Poincaré 引 理 ( 引 理 3.4) 是 说 


使 得 


H*(R") = | ~ 0 (3.3.52) 


然而 具有 紧 支 集 的 上 同调 瓦 *(R"), 情况 就 有 所 不 同 了 . 作为 一 个 例子 , 考察 H*(R'). 
我 们 知道 闭 0 形式 是 常数 . 因为 00(R1) 中 没有 常数 , 除了 零 以 外 , 因此 有 


该 映射 显然 是 满 的 . 当 fe 0(R1) 时 ， 
积分 映射 的 核 ， g(z)dz = 0, 则 函数 


Ri 
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具有 紧 文 集 , 并 且 df = 9g(z)dz. 因此 
积分 映射 的 核 = dQ.. 


这 束 寺 出 
Ker 人 
于 是 算出 
k ly kh, k 一 +， 
om- 人 ga 


这 束 是 R11 上 具 紧 文集 的 Poincaré 引 理 . 容易 看 出 ， Hi (R-) 的 生成 元 可 取 作 R 上 
的 单 弦 峰 1 形式 e(z)dz, 满 正 


eECP(R), e>0, 并 且 | e(zx)dr=1, (3.3.54) 
Rl 


这 里 CY(R!) 是 R!1 上 具 紧 文集 的 Ce。 函数 空间 . 
下 面 给 出 的 就 是 紧 文 集 胸 Poincaré 引 理 . 
引 理 3.8 ( 具 紧 文集 的 Poincaré 引 理 ) 有 下 面 结论 : 


(1) 对 Hi(R") 有 
| dzn 的 函 
hn (3.3.55) 
图 3.2 它 是 如 图 3.2 所 示 的 单 弦 峰 函 数 , 其 中 e 是 如 
(3.3.54) 的 函数 . 
证 明 类似 于 引 理 3.4, 将 证 明 
H+i(R" x Ri') ~ HZ(R") (3.3.56) 


是 一 个 同 构 , 则 结论 (1) 目 然 从 (3.3.53) 递 推 寻 出 . 
令 不 : R" x R! 一 R" 是 投影 . + 的 拉 回 同 态 x* 并 不 能 将 Q*(R") 映 到 在 
Rn x R1 上 具有 紧 文 集 的 形式 . 然而 r 可 诱导 一 个 推进 同 态 


ny : Qx*(Rn x RI) 一 Q*(R"), (3.3.57) 
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通过 纤维 上 积分 来 做 到 . 令 we Q:(R" x R!). 则 w 是 下 面 两 个 类 型 的 微分 形式 线 


再 构造 一 个 反 向 同 态 . 令 c = el(t)dt 是 如 (3.3.54) 那样 的 1 形式 , 定义 
ox : QR") 一 Or*(Rn x RI!) 
为 o,(9) = 9. elt)dt 显然 os 与 d 可 交换 , 因此 它 诱 导 一 个 同 态 
6+: He(R")— He (R™™). 
我 们 将 证 明 元 与 5, 是 互 逆 的 同 构 . 
由 定义 直接 可 导出 


NM. OO = 24. 


现在 , 定义 算 子 K : QE(R" x Ril) 二 Qe71(R" x R') 


0 
co -| 人 (fa) sa w 为 类 型 (2). 
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id— eson:=+(d:K—-K.d) (3.3.58) 


(d Ko=(rdp) fatt+ Dmg drdi + (—1)w 
-ra | edt | fat—(—1)r 0 


于 是 (3.3.58) 成 立 . 这 样 结论 (1) 得 证 . 
H?(R") 的 生成 元 可 由 同 构 6 : HK(R*) 一 HYT1(R*+1) 从 = 1 开始 达 代 


Ok+1 一 OK e(Tk+1)dTk+1, k 之 ] . 
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注意 到 有 (Ri) 的 生成 元 ol = e(zl)dzl. 因此 H"(R") 的 生成 元 为 


On 一 el(Z1) .el(Znjdzl :adZn， 


再 由 (3.3.54), 对 每 个 x; 有 
/ el(Zi)jdzi = 1. 


因此 (3.3.55) 成 立 . 结论 (2) 得 证 . 证 明 完 毕 . 
根据 de Rham 定理 (定理 3.6), 对 于 一 个 可 定 问 的 ”维系 流 形 M, HBRh(M) = 
R. 再 由 引 理 3.8 的 结论 (2), H3p(MM) 的 生成 元 o 可 取 为 如 (3.3.55) 那样 单 驼峰 的 


n 形式 , 邵 
0 二 p(z)dz1.…dzn 是 H%p(M) 的 生成 元 ， (3.3.59) 


其 中 p(xz) 是 如 图 3.1 所 示 的 那 种 隐 峰 函数 . 
2. 上 同调 类 的 几何 表示 


现在 可 以 回 过 来 讨论 这 一 小 节 的 主题 , 即 在 ;np(M) 与 M 的 自由 共 斩 元 (可 
定向 紧 子 流 形 ) 的 对 应 关系 (3.3.48) 下 , 其 生成 元 w 在 它 的 对 应 子 流 形 下 上 的 数学 
表达 式 是 如 何 的 , 下 面 定 理 给 出 解答 . 

定理 3.7 令 TCM 是 一 个 上 k 维 可 定 问 紧 子 流 形 , 并 且 是 一 个 目 由 共 斩 元 . 


则 唯一 存在 一 个 生成 元 we Hw(MM), 使 得 w 与 工 满 足 fe = 1, 并 且 在 w 的 同 
调 类 中 存在 一 个 形式 , 仍 记 为 w, 使 得 

1 w = p(Y) dy ** dyx, (3.3.60) 
其 中 p(y) 是 如 图 3.2 那样 的 孤 峰 函数 ，y = (wn,… ,yk) 是 工 的 局 部 坐标 ， 而 


在 HSw(T) 中 . (3.3.61) 


证 明 ”由 de Rham 定理 的 等 价 形式 (3.3.48)，w 的 唯一 存在 性 是 有 效 的 , 因而 
(3.3.61) 也 成 立 . 再 由 (3.3.59) 的 结论 可 导出 (3.3.60). 定理 证 毕 . 

注 3.6 ”在 定理 3.7 中 , 并 不 要 求 M 是 可 定 问 紧 流 形 . 当 M 是 可 定 问 紧 流 形 
时 , 结论 (3.3.49)~(3.3.51) 和 (3.3.59) 可 统一 成 下 列 结论 : 

(1) M 的 自由 共 轿 元 荆 与 H%w(M) 的 生成 元 w 一 一 对 应 ,并 且 包 含 映射 
i : [一 M 的 拉 回 同 态 i* : Hp(M) 一 H%p(T)( 限 制 同 态 ) 清 征 
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? 1) | 0， 否则 
其 中 T, 允 分 别 为 对 应 于 w 和 + 的 自由 共 孝 元， * 克 为 对 偶 积 


3.4 微分 形式 的 Hodge 分 解 定理 


3.4.1 介绍 


为 了 对 Hodge 分 解 有 一 个 概念 性 的 了 解 , 我 们 从 癌 量 场 理论 的 一 个 简单 事实 
开始 . 令 D c R3 是 一 个 三 维 开盘 ( 开 球 体 ). z = (7z1, 72,7z3) 是 D 上 的 正 交 坐标 系 ， 
V(D) 是 D 上 所 有 C” 向 量 场 构成 的 空间 . 我 们 知道 , 任何 一 个 癌 量 场 ve V(D) 
可 分 解 为 一 个 梯度 场 与 旋 度 场 的 和 | 


v= Vf+t+roth (在 注 3.7 中 将 对 该 分 解 给 出 证 明 )， (3.4.1) 

这 里 f e C%(D), A eV(D), 并 且 
/ Vf:rotAdz = 0. (3.4.2) 

D 


换 句 话 讲 , 车 在 V(D) 上 赋予 一 个 内 积 


(U,V) = | 2 vd7, 
D 


则 (3.4.1) 和 (3.4.2) 表明 V(D) 可 分 解 为 两 子 空 间 的 正 交 和 
V(D) = G@RR GLR, (3.4.3) 


其 中 
G= {Vf|f ecC™(D)}, 
R= {rotvu|l u EV(D)}. 


对 于 直角 坐标 系 而 言 ，R" 上 的 向 量 场 与 1 形式 按 如 下 对 应 : 


vy = (Vi Vn) Ow = Vidrl + + vndrn (3.4.4) 
是 等 价 的 . 因而 V(D) 的 正 交 分 解 (3.4.3) 对 应 于 D 上 的 1 形式 直 和 分 解 
Q1(D) = dQ°(D)@R, (3.4.5) 


这 里 Q*(D) 是 D 上 形式 空间 , d 为 外 微分 算 子 , R 是 旋 度 场 RR 按 (3.4.1) 对 应 
关系 转化 的 1 形式 子 空间 , 即 
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vu 一 (WU1;U2),23) E V(D), rotv E Rl 


关于 微分 形式 与 问 量 场 的 关系 可 参见 例 3.2. 
现在 对 RR 作 一 改造 . 注意 到 Q1(D) 与 Q2(D) 之 间 有 对 应 关系 


fidz1 十 f2d72 + jadza 一 fidr2d73 一 f2dz1d73 十 f3dr1d72, 


按照 这 种 对 应 关系 , 可 以 给 出 两 个 映射 , 记 为 * 映射 : 
*: 0 (D) — 1°(D), 
*: QD) — QD). (3.4.7) 


显然 * 映射 是 同 构 关 系 : * . * = 和 对照 RR 的 表达 式 可 以 发 现 ,如 果 定 义 算 子 
5 : 02(D) 一 Q1(D) 为 


6 二 土 * dx*， ( 士 表示 正 负 号 可 任 取 一 个 )， (3.4.8) 
则 瑟 = 6Q2(D). 于 是 (3.4.5) 可 表达 为 
QD) = dQ (D) 四 650 (D)， (3.4.9) 


这 个 关系 式 (3.4.9) 就 是 D 上 1 形式 的 Hodge 分 解 , 由 (3.4.6) 定义 的 线性 映射 
(3.4.7) 称 作 Hodge * 算 子 . 

Hodge 在 1941 年 发 现 9 ,分解 关系 (3.4.8) 可 推广 到 可 定 问 Riemann 紧 流 形 
M 的 上 形式 空间 Q*(M) 上 . 此 时 关键 的 一 点 就 是 将 (3.4.7) 的 星 算 子 * 从 Q*(DD) 
推广 到 一 般 Q*(M) 上 


*: QE(M) — QE(M), n = dimM. 
这 样 便 可 在 Q*(M) 上 定义 一 个 内 积 
(w,T) 一 I ， 炒 三 ， 


并 且 将 (3.4.8) 的 6 鼻子 推广 到 m*(M) 上 ， 
6: QO*(M) —= QM). 
然后 Hodge 证 明 Q*(M) 可 作 如 下 正 交 分 解 
QA*(M) = dN- (M) @ Nt M) ©@ H*(M), (3.4.10) 
其 中 A*(M) 是 调和 形式 空间 , 即 
H*(M)= {w € N*(M)| dw = 0, 6w = 0)}, 
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特别 地 ，XH*(1M) 与 de Rham 上 同调 五 5 (AM) 同 构 . 因此 , (3.4.9) 是 (3.4.10) 的 特 
丈 形 式 . 
注 3.7 ”现在 对 分 解 (3.4.1) 给 出 一 个 证 明 . 令 ve V(D) 给 定 . 考虑 下 面 方程 


的 Neumann 问题 
Af = divv, 在 DL 上， 
(3.4.11) 


从 方程 (3.4.11) 可 知 


/ of 一 divw. 
5D On D 


这 是 (3.4.11) 存在 唯一 解 的 充 要 条 件 . 因此 (3.4.11) 可 解 . 再 令 
u=v— Vf, f 是 (3.4.11) 的 解 


| divu = 0, 
u:nlaepD = 0. 
因为 Dc R3 是 开盘 , 因此 divu = 0 意味 着 存在 一 个 向 量 场 A e V (RS) 使 得 


u=rotA=—> v= Vf+rotA. 


| vr-u=—] faive=0. 


于 是 导出 (3.4.1) 和 (3.4.2). 

Hodge 分 解 定理 涉及 拓扑 、 分 析 与 几何 等 诸 学 科 . 因此 阅读 此 节 的 读者 最 好 具 
备 如 张 量 分 析 、 外 代数 、Riemann 流 形 的 概念 , 以 及 泛 函 分 析 、 侦 微分 方程 等 领域 
的 一 些 基 本 知识 . 不 过 , 不 具备 这 些 基 础 的 读者 也 不 妨 读 一 读 这 一 节 , 因为 这 里 会 
简要 地 介绍 所 出 现 的 概念 , 并 且 对 一 些 涉及 其 他 学 科 的 性 质 和 结论 只 需 接受 即 可 . 
Hodge 分 解 被 公认 为 是 数学 中 最 优美 和 最 重要 的 定理 之 一 , 它 对 几何 、 拓 扑 与 分 析 
的 融合 产生 深远 影响 . 
3.4.2 Hodeg * 鼻子 


前 面 已 说 到 , 为 了 将 (3.4.9) 推广 到 (3.4.10), 必须 将 (3.4.7) 的 * 算 子 推广 到 一 
般 可 定 问 紧 流 形 M 的 微分 形式 空间 Q*(M) 上 . 


则 有 


再 由 :n=0 在 89D 上 ， 
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首先 考虑 在 R* 上 的 推广 . 令 z = (z1,… ,zn) 是 Rn 的 一 个 基 . 我 们 知道 ， 
Q*(R") 是 在 C%(R"*) 上 以 下 面 外 形式 为 基底 


{dzi di | ] < 21, “| ik 入 也 


生成 的 空间 , 称 为 Cee 模 的 生成 基 . 
从 形式 上 看 , Q*(R") 与 Q"-*(R") 在 Ce 模 生成 基 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 


dTi, dzi, 4 dTj) “* dTj, _,) 
这 里 下 标 
《5 | , Vk, 71， 0 ,Jn—k ) 是 (1, 2, "* ,72 ) 的 一 个 排列 . (3.4.12) 
因此 , 很 自然 地 可 以 想到 由 (3.4.6) 定义 的 * 映射 (3.4.7) 可 按 如 下 方式 推广 到 
Q*(R") 上 , 即 规定 


*(1) = dz1:.. dxn, 


dei dr, ) = | dzj,…dzj,，” 当 (3.4.12) 是 偶 排列 (3.4.13) 


dz;,.… dx;,_,， 当 (3.4.12) 是 奇 排列 . 
然后 再 将 映射 (3.4.13) 线性 延 拓 到 Q*(R") 上 ， 
(Rn — QR"). (3.4.14) 


然而 ， 必 须 注意 到 这 个 事实 , 即 当 Rn 取 男 一 个 坐标 系 y = (yi1,… ,yn) 时 ， 
Q*(R"*) 和 Q"-*(R") 的 微分 形式 各 自 按 (3.2.5) 的 方式 进行 变换 . 因此 只 有 证 明 对 
任何 we Q*(R"), 在 坐标 变换 y = yp(z) 下 ，*w 是 按 (n 一 ) 形式 进行 变换 , 则 * 
才 是 合理 定义 的 . 

下 面 的 例子 表明 , 由 (3.4.13) 给 出 的 * 算 子 仅 当 y = wo(z) 是 正 交 变换 时 才 是 
合理 的 . 令 we Q1(R?) 是 个 1 形式 ， 


LU 一 fidzi 十 f2dZo2， 
*W 一 91d7Z1 十 g2d72 (g1 = 一 如 ，92 = f1). 


w 在 vy 坐标 下 为 


w’ = fidyi + fody2, 
kW = gidyi + g2dy2 (91 = —fs, gs = fi1). 
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假设 *w 是 遵守 1 形式 变换 规则 , 则 


这 个 等 式 成 立 的 充 要 条 件 是 4 为 正 交 和 矩阵 , 即 xw 按 1 形式 变换 条 件 是 4 为 正 交 . 

事实 上 , 只 要 在 R" 中 取 正 交 坐 标 系 , 则 * 算 子 是 合理 定义 的 ， 这 一 氮 从 下 
面 的 论证 中 可 以 得 到 证 实 . 令 z = (zl ,zn) 是 Rn 中 一 个 正 交 坐标 系 , w € 
Q*(R"), En (Rn) 分 别 是 kk 和 (n 一 k) 形式 


w= 》 frdrr, T= 》 gidzry 


我 们 知道 , w 与 7 的 外 积 一 定 是 一 个 n 形式 


w :T= h(z)Vol, (3.4.15) 
其 中 Vol = dzr1:…dzn 是 体积 元 ，h(z) 是 一 个 函数 
h(x) = 》 el” frgy, (3.4.16) 


它 在 正 交 变换 下 是 不 变 的 , 其 中 ery 是 1J 置换 的 从 写 张 量 


1， 了 71J 是 偶 排 列 ， 
el 二。 -1， 了 J 是 奇 排列 ， (3.4.17) 
0， 了 与 了 中 有 相 重 指标 . 


现在 反 过 来 , 由 张 量 分 析 的 理论 可 知 , 若 w 是 一 个 大 形式, 而 r 只 是 表面 上 是 一 个 
(n 一 k) 形式 ( 即 不 知 系 数 是 否 按 (3.2.5) 规则 变换 ). 如 果 能 验证 w 与 了 的 外 积 w :7 
一 定 能 表达 成 (3.4.16) 的 形式 . 即 h(x) 是 与 坐标 选取 无 天 的 函数 , 则 7 一 定 是 一 
个 (n 一 k) 形式 . 我 们 就 是 应 用 这 个 性 质 来 验证 * 算 子 的 合理 性 . 

由 (3.4.13) 可 以 看 到 


dzi + dri, -*(dri, dz 这) = dx1 dzn， (3.4.18) 
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* 算 子 正 是 利用 这 个 规则 来 定义 的 . 令 


a = 》 ardzr， B= > Bidzry < A“(R"), 
则 从 (3.4.18) 可 知 


由 于 > ar6r 是 反对 称 张 量 {oi0..i} 与 {Bj;…jn} 的 内 积 , 也 是 R* 上 雇 外 代数 
空间 A*(R") 的 内 积 , 它 与 R* 上 正 交 坐标 系 的 选取 无 天 . 因此 有 

引 理 3.9 由 (3.4.13) 在 Q*(R") 上 的 线性 扩张 所 产生 的 Hodge * 算 子 (3.4.14) 
是 独立 于 R" 的 正 交 坐标 系 的 选择 . 

现在 需要 将 (3.4.14) 推广 到 流 形 M 上 . 因为 (3.4.13) 的 定义 用 到 体积 元 的 定 
问 , 它 要 求 在 M 所 有 局 部 坐标 系 中 保持 一 致 . 因此 M 应 该 是 可 定 同 的 . 再 由 M 
上 积分 的 可 积 性 要 求 ，M 必须 是 可 定向 紧 流 形 . 

当 推 广 到 流 形 上 时 , 一 个 新 的 问题 出 现 了 ， 这 就 是 在 引 理 3.9 中 的 * 算 子 只 
在 正 交 变换 下 不 变 , 而 在 非 正 交 坐 标 变换 下 该 算 子 失去 意义 . 然而 当 M 是 爱 流 形 
时 , 它 不 存在 这 样 的 坐标 系 履 盖 {U6, xz°}, 使 得 在 所 有 UV n Ve 上 它 的 坐标 变换 
zc = p(Z8) 都 是 正 交 的 . 因而 直接 按 (3.4.13) 的 方式 将 * 算 子 推广 到 流 形 上 就 遇 
到 了 障碍 . 为 了 解决 这 个 问题 , 先 需要 对 张 量 以 及 Riemann 流 形 作 一 简要 介绍 . 


3.4.3 ” 流 形 上 的 张 量 场 


张 量 最 简单 的 例子 就 是 函数 ( 称 作 0 阶 张 量 场 ) 和 向 量 场 ( 称 作 1 阶 张 量 场 ). 
在 R*" 上 的 上 阶 张 量 场 束 是 具有 mn” 个 分 量 的 函数 


4 一 { Qi.i | ] < 21) , Lk < n}, 


它 的 分 量 要 求 在 R" 的 坐标 变换 下 按 某 种 规则 进行 变换 . 在 正式 给 出 引 量 的 定义 之 
前 , 需要 明确 解释 一 下 为 什么 要 引入 张 量 , 考虑 它 的 动机 与 背景 是 什么 . 其 实 , 简要 
地 讲 束 是 两 点 : 

(1) 张 量 是 表达 具有 普遍 意义 的 物理 定律 的 量 . 这 人 句 话 的 意思 是 , 物理 定律 的 
数学 表达 就 是 微分 方程 , 定律 的 普遍 性 要 求 方程 的 形式 与 人 们 获得 它 的 实验 地 反 和 和 
时 间 无 关 , 而 不 同 的 地 点 与 时 间 之 间 的 关系 就 是 常 说 的 坐标 变换 ,只 有 方程 是 用 张 
量 表达 时 才能 做 到 它 是 与 坐标 变换 无 关 . 换 句 话说 , 只 有 用 张 量 表达 的 物理 定律 在 
宇宙 中 才 具 有 普 裔 性 的 意义 . 

(2) 数学 中 的 不 变量 (不 随 坐 标 变换 而 变 的 量 ) 是 由 张 量 按 一 定 规则 组 成 的 . 例 
如 (3.4.19) 中 的 量 > ar6r 在 正 交 变换 下 是 不 变 的 , 而 它 的 任何 一 个 分 量 如 ar, 或 
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其 他 的 组 合 如 ar67 就 不 是 不 变量 . 它们 在 不 同 坐 标 系 中 具有 不 同 的 数值 . 同 理 , 物 
理 中 的 守恒 量 , 如 能 量 、 动量 等 , 也 是 由 张 量 按 一 定 规则 组 合成 的 量 . 

这 里 介绍 张 量 的 目的 就 是 需要 运用 张 量 的 上 述 第 二 条 特性 : 构造 不 变量 . 这 是 
因为 (3.4.19) 在 流 形 的 局 部 坐标 变换 ( 非 正 交 变 换 ) 下 不 再 是 不 变量 . 因而 我 们 需 
要 扩大 张 量 的 概念 来 寻找 这 样 的 不 变量 , 它 是 (3.4.19) 的 推广 . 

” 为 了 不 抽象 , 我 们 从 简单 的 实例 来 看 张 量 是 如 何 解 决 这 个 问题 的 ，(3.4.19) 的 
不 变性 主要 是 指 下 面 的 量 


(aB) = 》 arGi ( 按 Einstein 约定 , 经 常 简 记 为 arB7) (3.4.20) 
| 如一 天 
是 一 个 标量 函数 , 称 为 两 个 张 量 的 内 积 , 即 同 指标 分 量 乘积 再 全 部 加 起 来 . 以 流 形 
M 上 向 量 场 w 和 梯度 场 v 来 考察 . 令 (U,z) 和 (Vvy) 是 M 的 两 个 局 部 坐标 . w 和 
v 在 (U,z) 中 表达 为 ( 见 1.1.4 小 市 ) 


Bz” OZ 
用 w: 和 wv; 表示 wv 和 w 的 第 i 个 分 量 : 
dz; Of 
”一 , 一 < 1? 挟 
uU rr Ui Br, ll<i<n 


在 (Vy) 的 坐标 系 中 ，w 和 w 的 表达 为 


注意 到 , 坐标 z 或 y 的 位 置 , 它们 在 向量 场 % 的 分 子 上 , 而 位 于 梯度 场 v 的 分 母 
上 . 正 是 因为 这 一 点 , 在 非 正 交 坐 标 变换 下 它们 表现 出 不 同 的 行为 . 令 两 个 坐标 系 
在 UNV 上 的 变换 关系 为 

y = p(7), 
它 的 Jacobi 矩阵 ( 即 变 换 上 矩阵) 为 


Di 
A=(gj), aij= a (3.4.21) 
J 


在 这 种 变换 下 ,入 与 u, 5 与 v 之 间 的 变换 关系 分 别 为 
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4 = 下 2 Oy; Oy; 


关系 式 (3.4.22) 和 (3.4.23) 表明 当 坐 标 系 发 生变 换 时 , 同 量 场 u 和 梯度 场 v 经 历 
了 不 同 的 变换 . 然而 当 变 换 是正 交 时 , 即 4 是 正 交 和 窍 阵 4! = A-! 时 , 两 种 变换 
(3.4.22) 和 (3.4.23) 没有 区 别 . 这 说 明 在 正 交 变换 下 疝 量 场 与 梯度 场 是 一 样 的 . 此 
时 两 个 梯度 场 a 和 6 的 内 积 在 坐标 变换 下 经 历 如 下 变化 (两 个 辣 量 场 的 内 积 也 一 
伴 )， 


从 这 个 等 式 可 以 知道 为 什么 (3.4.20) 在 正 交 坐标 系 中 是 一 个 不 变量 , 虽然 那里 是 一 
般 上 阶 张 量 场 , 但 是 原理 是 一 样 的 . 
然而 , 当 4 不 是 正 交 矩阵 时 , 两 个 梯度 场 的 内 积 不 再 是 个 变 的 , 即 


(G,P)=a:A (4A) PB A068 (=(oD))， 
此 时 , 如 果 我 们 用 癌 量 场 和 梯度 场 来 作 内 积 , 吏 可 发 现 
( 社 ,VD) 二 入 -5 (由 (3.4.22) 和 (3.4.23)) 


ov 一 < vu, >. (3.4.24) 


换 句 话 讲 , 阿 量 场 和 梯度 场 的 内 积 在 任何 坐标 变换 下 都 是 不 变 的 . 

这 个 例子 告诉 我 们 当 在 R" 中 时 , 所 有 坐标 系 都 可 取 为 正 交 的 , 此 时 间 量 场 与 
梯度 场 在 坐标 变换 的 规则 方面 没有 差别 . 然而 到 一 般 流 形 M 上 时 , 由 于 M 上 不 
存在 每 个 局 部 坐标 都 是 正 交 的 坐标 系 覆 盖 , 此 时 向量 场 和 梯度 场 在 非 正 交 坐标 变换 
下 , 其 变换 规则 (3.4.22) 和 (3.4.23) 产生 不 一 致 . 这 就 造成 反 变 张 量 与 协 变 张 量 的 
区 分 . M 上 的 向 量 场 v 称 作 是 1 阶 反 变 张 量 场 , 梯度 场 称 作 是 1 阶 协 变 张 量 场 . 高 
阶 张 量 场 可 以 一 阶 张 量 场 中 产生 , 这 就 是 张 量 积 . 例如 


4 一 (Up 和 了 一 (wy UP 
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是 两 个 1 阶 反 变 张 量 场 ( 疝 量 场 ), 则 它们 的 张 量 积 


t oo ty 一 


就 称 为 2 阶 反 变 张 量 , 它 由 n? 个 分 量 构 成 . 同 理 , 着 久 是 1 阶 反 变 张 量 , v 是 1 
阶 协 变 张 量 , 则 它们 的 张 量 积 vw@ wv = (wiv;) 称 为 (1, 1) 型 2 阶 张 量 . 当 w% 和 w 都 
是 1 阶 协 变 张 量 时 ，v@v = (wiv;) 称 作 2 阶 协 变 张 量 . 如 此 下 去 , 便 得 到 任意 高 阶 
张 量 . 

有 了 上 面 直 观 作 基础 ， 现 在 就 给 出 张 量 场 严 格 的 数学 定义 . 首先 数学 上 习惯 


于 用 | 去 | 作为 M 在 局 部 坐标 系 (U,z) 下 的 切 空间 TM 的 基底 , 即 向 量 场 
1 二 《2 2) 表达 为 
4 一 Due, ei 一 I (3.4.25) 


(WU, V) 一 2 UUi, 


由 (3.4.24) 可 知 , 这 个 内 积 是 M 上 的 一 个 不 变量 , 即 M 上 一 个 与 坐标 选取 无 天 的 
现在 坐标 变换 y = 2(z) 就 转化 为 基 诬 的 变换 


6 1 
Oy 2 ( 7 | Ovyi 
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然后 就 可 在 M 上 定义 一 般 张 量 的 概念. 
定义 3.8 令 M 是 nn 维 光滑 流 形 ，{U6,z?*} 是 M 的 一 个 坐标 系 履 盖 . 设 在 
每 个 坐标 系 (U, z) 中 给 定 一 个 具有 n* 个 分 量 的 函数 


这 族 量 称 作 一 个 天 阶 的 (9,p) 型 张 量 , 者 在 (Z z) 和 (V,y) 上 它们 分 别 表示 为 全 和 
T, 并 且 在 UNnV 上 的 坐标 变换 y = olz) 下 , 了 和 了 的 分 量 之 间 按 如 下 规则 进行 


TO (3.4.28) 


其 中 0? 与 C*s 是 如 (3.4.27) 中 的 量 . (k,0) 型 的 张 量 称 作 阶 反 变 张 量 ，(0,) 型 
做 有 阶 协 变 张 量 . 者 交换 指标 分 量 不 变 则 为 对 称 , 若 改 变 符号 则 反对 称 . 

通常 按 Einstein 约定 总 是 将 上 下 标 相 等 的 乘积 wb 表示 关于 i 求 和 . 这 样 ， 
(3.4.28) 可 简写 成 如 下 形式 


TH = TIT ON ... CY C31 ... OY. (3.4.29) 
由 于 C=() 与 C* =(C*) 是 互 逆 矩阵 , (3.4.29) 可 等 价 地 写成 
TY — Ts .84 CI1 .。。 Ce Ci 。。。 Ci . (3.4.30) 


的 是 1 阶 协 变 张 量 . 


是 一 个 (p 十 k,g 十 7) 型 张 量 . 

这 里 引入 张 量 的 目的 就 是 为 了 在 流 形 上 寻找 类 似 于 (3.4.19) 的 不 变量 . 张 量 场 
的 下 面 性 质 为 该 目的 提供 了 理论 基础 . 

引 理 3.10” 令 M 是 一 个 流 形 ， T= {Ti...i} 和 5 = {S73m} 分 别 是 M 上 
k 阶 协 变 与 m 阶 反 变 张 量 场 . 则 5 与 工 关 于 7 个 指标 的 内 积 


(ST) Im-r ~ {9 ime rT 


21 ?天 一 了 


是 取 ” 个 相同 指标 分 量 乘积 再 关于 它们 求 和 , 它 是 一 个 (m 一 7,k 一 7) 型 张 量 场 . 特 
别 地 , 若 5 与 了 的 阶 数 相同 (m=), 则 5 与 工 关 于 所 有 指标 的 内 积 , 记 为 
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是 M 的 一 个 0 阶 张 量 场 , 即 是 M 上 的 一 个 函数 , 也 称 作 一 个 不 变量 . 

这 个 引 理 的 证 明 是 根据 定义 直接 验证 . 这 里 不 再 详 叙 . 需要 说 明 的 一 点 是 , 上 
述 内 积 关 于 混合 型 张 量 也 可 以 定义 , 并 且 指 标 排 列 可 以 混杂 . 

现在 根据 引 理 3.10, 在 M 上 定义 * 算 子 


*: QC(M) 一 0 一 (1)， 
束 必 须 作 如 下 修正 , 对 w = ardzr € Q*(M)， 
(LU 一 3 *(Q)I * CDT， 
其 中 xdz1 与 (3.4.13) 相同 , 而 
*(Q)I = GG, Gdz = Vol, (3.4.31) 


也 就 是 说 * 应 该 将 w 的 协 变 张 量 {ar} 变 为 反 变 张 量 {67}. 如果 做 到 了 这 一 点 , 则 
(3.4.19) 束 改 与 为 


QO: *0 = 2 * (BI)dr1:- = QarBi!Vol. 


此 时 > or 吏 是 M 上 的 不 变量 ,而 * 算 子 也 就 成 为 合理 定义 的 


要 做 到 这 一 点 ， 必须 对 M 配 上 一 个 对 称 的 二 阶 张 量 场 使 其 成 为 Riemann 流 
形 , 这 样 我 们 才能 找到 满足 (3.4.31) 的 算 子 . 


3.4.4 Riemann 流 形 


为 了 能 在 流 形 M 上 建立 Hodge 分 解 定理 , 需要 Riemann 流 形 的 概念 . 既然 要 
介绍 这 一 概念 , 这 里 就 从 该 流 形 的 产生 背景 及 其 作用 开始 谈 起 . 

令 M 是 舱 入 到 RN 的 一 个 n 维 光 滑 流 形 . 则 M 在 RN 中 轧 是 可 局 部 地 用 函 
数 表 达 出 来 . 令 


F(Z) = fri(zZi ,Tn)y :TNT1, ,Tn)} (3.4.32) 
是 M 在 局 部 坐标 系 (U,zx) 中 的 一 个 表达 , 例如 就 像 图 3.3 展现 的 那样 . 


3.3 ”嵌入 到 R” 中 的 流 形 M 的 局 部 表达 
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我 们 知道 , 在 ze M 扩 的 弧 长 微分 元 平方 ds? 可 与 成 


ds = dr” = gi;(z)dzidz; (这 里 采用 了 求 和 约定 )， (3.4.33) 
其 中 gii(T) 表达 为 
N 
gu(2) = 5 ee ri) (3.4.34) 
k=1 “ 


me(Z) 是 地 的 分 量 . 从 (3.4.34) 容易 看 到 , 当 坐 标 发 生变 换 y = wp(z) 时 ，9i 按 二 阶 
协 变 张 量 的 规则 进行 变换 (这 是 因为 gi 含 二 .二 ,并 且 giy 是 对 称 的 ) 


di7 — 07 


再 来 看 一 下 , 这 个 对 称 张 量 场 {9;;} 给 流 形 M 带 来 了 什么 样 的 一 些 几 何 性 质 ， 
它 自 喘 义 有 什么 样 的 特点. 

(1) 度量 性 质 . 首先 能 注意 到 的 就 是 {gi;} 给 M 带 来 了 度量 , 即 对 M 上 任 一 
条 连接 p,g 两 点 的 曲线 


通过 {gi;} 可 以 得 到 它 的 长 度 . 由 (3.4.33) 有 


:= [eh 


计算 这 个 积分 便 给 出 y(t) 的 长 度 L. 由 引 理 3.10，gijziz; 是 一 个 不 依赖 于 坐标 系 
z 的 选择 . 因而 工 是 一 个 不 变量 . 

(2) 在 M 的 切 空间 TM 上 给 出 一 个 内 积 结构 . 令 pe M 是 一 给 定 尽 ，TpM 
是 M 在 p 点 的 切 空 间 . 对 T,M 上 任 两 个 切 癌 量 a 和 bb, 可 在 M 中 找到 两 个 过 PP 
凡 的 曲线 ya(t) 和 6(2)， 


Yalt) 一 {zZ1 bb， , Tn (t)}, TD 人) 一 {zi | , TZ7,(t)}, 
Ya(0) = 7Y6(0) = zp, 使 得 


dt dt ’dt 

dyb (0) dx? dz? 
p= /i... 3.4.35 
dt | 下 (3.4.35) 


事实 上 , (3.4.35) 是 a 和 在 坐标 系 (U,zx) 中 的 表示 . 若 在 7 表示 的 M 上 , 则 a 和 
b 可 与 成 
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(9b) = dt 
二 全 光合 委 
< 一 Ox, dt Or; dt 
一 Li (p)a'b, (3.4.36) 


其 中 ai=jzk 和 = 2 是 a 和 5， 的 分 量 . 因此 (3.4.36) 给 出 切 空间 TM 一 个 内 
积 结构 . 再 次 由 引 理 3.10, 它 是 独立 于 M 上 的 坐标 系 . 

此 外 , 当 a =b 时 , (3.4.35) 表明 (a,a) 是 回 量 a 的 长 度 平方 . 因而 推出 当 a 关 0 
时 ，gijaiai > 0. 这 说 明 {gij} 是 M 上 正定 的 对 称 张 量 . 

(3) 流 形 M 上 可 定义 体积 的 概念 . 当 M 仅仅 是 一 个 流 形 时 , 它 的 开 子 集 并 没 
有 体积 的 概念 . 但 是 当 赋 予 它 正 定 的 二 阶 对 称 张 量 (3.4.34) 后 M 上 的 任何 开 子 集 
都 具有 了 体积 的 概念 . 例如 , 当 M c RI 是 一 个 二 维 曲 面 时 , 任 一 点 zx € M 的 面积 


做 分 元 是 
cdZ1QZ2 = V g11922 一 gfodz1d72, 


{9i;} 的 行列 式 det(gij(z)) 起 到 面积 元 的 角色 . 这 个 事实 对 于 任意 nn 维 流 形 也 成 
立 , 即 若 {9;;} 是 由 (3.4.34) 给 出 的 M 上 二 阶 张 量 场 , 则 


Vol = det (gi; )dz1 “ QZ (3.4.37) 


代表 了 由 (3.4.32) 给 出 的 M 上 体积 微分 元 , 因此, 对 任意 开 集 UC M, U 的 体积 
由 下 向 积分 给 出 


| VgdZ1 :adzn， g = det(gi;). 


要 搞 清 (3.4.37) 是 一 个 体积 元 , 只 需 注 意 若 Qdz 是 体积 元 , 则 在 坐标 变换 y = 
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因此 , 这 就 需 Q(y) 与 Q(z) 之 间 按 如 下 规则 变换 


ny) = Q(z)det (ee) — Q(z)det (和 z (3.4.38) 


因为 {9i7;} 具有 度量 特征 ， () 一 定 是 di 的 组 合 . 骨 由 2 阶 协 变 张 量 的 变换 规则 ， | 
坐标 的 张 量 4; 与 xz 坐标 的 g;; 关系 为 


(5i;) = C(gi;)C , (3.4.39) 


对 照 (3.4.38) 可 知 


因此 (3.4.37) 代表 了 M 的 体积 微分 元 . 

还 可 以 从 (3.4.32) 诱导 的 二 阶 对 称 张 量 {9;;} 得 到 更 多 的 流 形 M 的 几何 性 质 
但 是 对 这 里 的 目的 来 讲 上 述 三 个 性 质 已 足够 了 . 实际 上 , 所 有 这 些 性 质 不 需要 受 骸 
入 的 约束 , 这 里 从 (3.4.32) 出 发 是 为 了 读者 更 能 直观 地 理解 流 形 上 配 以 张 量 场 后 在 
几何 结构 上 带 来 如 何 的 影响 

现在 将 上 述 过 程 抽象 出 来 , 便 得 到 Riemann 流 形 的 概念 . 

定义 3.9 ”一 个 光滑 的 nn 维 流 形 M 称 作 Riemann 流 形 , 如 果 在 M 上 配 有 一 
个 正定 的 二 阶 对 称 协 变 张 量 场 {9i7 并 且 g;; 是 Ce 的 . G = {gi;} 称 作 Riemann 
度量 张 量 . 

Riemann 流 形 也 可 由 上 述 性 质 (2) 来 定义 , 即 M 是 一 个 n 维 光 请 流 形 , 并 且 
在 每 个 切 空间 T,.M 上 带 有 一 个 正定 的 内 积 ()z, 使 得 当 XX 和 YY 是 M 的 光 靖 加 
量 场 时 ，z 一 (XY)z 是 M 的 光 请 函数 . 

令 M 是 一 个 Riemann 流 形 ， {9i7} 是 它 的 度量 张 量 . 由 于 {9i7;} 是 处 处 正定 
的 ， (gi;) 有 逆 和 矩阵 ， 记 为 

(gi;) = (9™). (3.4.40) 


从 (3.4.39) 可 以 推出 ，(%2) 是 M 上 的 一 个 正定 的 二 阶 反 变 张 量 场 , 它 也 是 对 称 的 . 
(3.4.40) 叫做 反 变 的 Riemann 张 量 , 正 是 它 使 得 我 们 可 以 找到 满足 (3.4.31) 的 * 算 
子 . 
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3.4.5 ”Laplace-Beltrami 算 子 


令 M 是 一 个 可 和 定 回 的 Riemann 紧 流 形 ， {9i7;} 是 它 的 度量 张 量 . 现在 就 可 以 
将 Rn 上 的 Hodge * 算 子 推广 到 M 上 . 
令 weQr(M) 是 M 上 的 一 个 大 形式 ， 


w 二 Yin da Di . 
定义 *: Q*(M) 一 Q7~*(M) 为 


*WW 二 > (a ) -*(dzi, QT )) (3.4.41) 


{go5 是 M 的 反 变 Riemann 度量 (3.4.40). 因为 %5 是 对 称 的 , ar 是 反对 称 的 ， 
而 a! 是 反对 称 的 . 特别 地 


这 里 0 一 eh 9) 


(w,T) 一 上 WW *T. (3.4.42) 
引 理 3.11 由 (3.4.42) 给 出 的 积分 是 定义 在 Q*(M) 上 的 一 个 内 积 , 它 是 对 称 


的 正定 二 形式 . 
] 正 了 明 今 (WY 一 >》 QTGZT， 7 一 > BdrJ 是 k 形式 . 则 | 


LV 炒 7 一 > ar(*B7)dzr1 : *dzJ. 


由 (3.4.13) 可 得 
aX1 .+ dTn,, [= J, 


ar : *dzxr = 
{ TA. 


因而 有 
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由 引 理 3.10，ar8 是 M 上 的 函数 . 因此 
/ WwW. *T 一 / (arB’')Vgdr1: :drn 
M M 
在 M 上 是 合理 定义 的 . 由 * 的 定义 容易 看 出 


/ W :A*T 二 / T* *W 一 / Gg .gjk oy, ai Bi :** Bi, Vol 
M M M 
因此 (.…) 是 对 称 的 . 再 由 (%2) 的 对 称 正定 性 可 推 知 


这 样 , 便 证 得 (3.4.41) 是 Q*(M) 上 的 一 个 内 积 . 引 理 证 毕 . 
对 于 (3.4.41) 定义 的 * 算 子 , 有 


米 米 4) 二 (一 Don 一 bg > gtkt ，。。 gnin (gi171 ... gkIk Qi 六 dri ，。。 Qi 


因此 有 
** 一 《一 1 一 人 (3.4.43) 
正如 (3.4.8) 那样 , 再 定义 一 个 微分 算 子 
6 = (—1)°K+ tl dx : Q*(M) — Q*-1(M), (3.4.44) 


并 规定 在 Q?(M) 上 5=0. 
下 面 引 理 告诉 我 们 6 是 d 的 共 斩 算 子 . 
引 理 3.12 5 是 a 在 Q*(M) 上 的 共 斩 算 子 , 即 


< (dw,T) = (w, 607). 
证 明 令 w 是 (k 一 1) 形式 , rt 是 上 k 形式. 在 此 情况 下 


d(w . *T) = dw *T 十 (一 1 一 To -dd*T" 
dw*:T 一 w.*67 (由 (3.4.43) 和 (3.4.44)). 


由 Stokes 公式 


因而 有 
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A=6d+d5: N*(M)— Q*(M) 
称 作 Laplace-Beltrami 算 子 . 显然 A 是 一 个 对 称 算 子 
(Aw,T) = (w, AT) 


(1) 首先 考虑 Laplace-Beltrami 算 子 在 M 上 的 0 形式 空间 (M 上 上 所 有 光 剖 函 
数 空间 ) 的 局 部 表达 式 , 即 给 出 


人: NM) — OM) 
的 表达 式 . 因为 在 Qo(M) 上 6 = 0. 因此 
人 =0d=—-*d*d. 


令 we Qo0(M) 是 M 上 的 一 个 Ce 函数 , 则 


再 根据 (3.4.41) 


V9 OT 
于 是 得 到 Av 的 表达 式 
1 0 jj OU 


当 M = R" 时 , 度量 张 量 为 g;; = %5 = 6;. 此 时 (3.4.45) 变 为 


A D Ou | ~ O2u 
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它 与 道 常 的 Laplace 算 子 相差 一 个 符号 . 
(2) 对 于 一 个 n 形式 w = wvVgdz, A = 一 d* dr: 此 时 


因此 , 在 形式 上 人 算 子 为 
A(uvVgdr1:.. dzn) = 和 (vor 2 ) dm (3.4.46) 
(3) 对 1 < kn 一 1 阶 的 微分 形式 ， 人 人 算 子 的 表达 式 变 得 不 平凡 了 . 事实 上 
有 统一 的 公式 来 表达 它们 , 我 们 将 在 后 面 给 出 这 个 表达 式 . 为 了 解 A 算 子 表达 式 
的 不 平凡 性 , 这 里 给 出 


wW = WI1d7X1 十 Wo2dTZo 十 3QT3 
上 的 A 公式 计算 过 程 . 在 IC) 上 ， 
A=—(d*d*—*d*d). 
首先 考察 d * dx 算 子 . 由 


*W = (Vg9g" Uj;) * dzi, 


d*w= BT (Vg9g9 "uj;)dri . *dzi = 过 (V9g2u1)dzl dzn， 
1 0 1 
*d * (Vy 一 Vo 357 (V9g jj;), 
立刻 得 到 yg /1 5 
一 -| 一 2 d 3.4.47 
dx*d*w Br. (三 次 (V99 有 Tk ( ) 
再 来 考虑 xd * d 算 子 . 容易 看 到 
dw = Ou1 dr dy 十 Ou dr dz， 十 Ou2 jz dz。 十 Ou2 dr, 
DZ OX3 DZ1 OX3 
03 gp1dr3 + LS drodrs, 
OX1 OTX2 


*0w 一 (ve 5 + QZzodzi 十 (Vo g™ a ) * qzZadZzl 
J1 J1 
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/ ) * dX1dXzo2 十 Vas gw 5 ) * dxadro 
J1 


十 Vgg9 1g? 2 | dz1dZz3 十 VIg219 72 2 | CTZ20T3. 
0 71 OT 


其 中 
, Ou;, 
G1 = V9(g "9g — 9g), 
Lj 
] OU。 
G2 = V9(g9 9 了 一 9 9 2) 
Lj 
Ga = Vo(g gh ~ gr gli) us (3.4.48) 
OTj) 
然后 有 
d * dw = A drodo 十 CC1dr dr， 十 CC2 17 dr, 
To OT3 OX1 
OG 
4 002 dr dr。 十 CCas jn dr 十 一 drodz3， 
OZa OZ1 Ox» 


结合 (3.4.47) 和 (3.4.49), 得 


Aw = (Aw)1idz1 + (Aw)2d72 + (Aw)a3drs, 
这 里 
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其 中 Gxk(k = 1,2,3) 是 由 (3.4.48) 给 出 . 

从 上 面 等 式 可 以 看 出 , 在 一 般 微 分 形式 上 的 Laplace-Beltrami 算 子 在 局 部 坐标 
系 下 的 表达 式 是 非常 复杂 , 一 般 用 直接 计算 的 方法 无 法 得 到 它 的 公式 . 

(5) 关于 形式 的 Laplace-Beltrami 算 子 在 局 部 坐标 系 的 表达 式 是 由 下 式 给 出 


十 < 》 (一 1)7 9 ‘RI, , Ljd1 tr i dz1 7 CD ， (3.4.50 


r<| 


其 中 Vi 和 Vi 是 关于 zx; 的 协 变 导数 , Ri; 是 Ricci 张 量 , Ri, 是 曲率 张 量 . 见 文献 
139] 中 关于 Laplace 算 子 的 条 款 . 


3.4.6 ”Hodge 定理 


现在 可 以 讨论 Hodge 分 解 定理 3. 该 定理 陈述 如 下 . 

定理 3.8 ” 令 M 是 一 个 可 定向 紧 Riemann 流 形 ，Q*(M) 是 M 上 所 有 光 请 
的 大 形式 构成 的 空间 . 则 有 下 面 结论 : 

(1) Q*(M) 可 作 下 列 的 正 交 和 直 和 分 解 


QA*(M) = dQ*-1(M)@6N*TI(M)@H", (3.4.51) 
这 里 H* 是 所 有 满足 Aw = 0 的 形式 组 成 的 空间 , 它 可 等 价 地 瑟 成 
= {w €E QA*(M)| dw = 0, 6w = 0}, (3.4.52) 


H* 中 的 元 素 称 作 调和 大 形式 . 


. 264 : 第 3 章 ” 详 友 列 及 微分 形式 


(2) H* 与 de Rham 上 同调 群 8% (MM) 同 构 , 因而 它 的 维 数 是 有 限 的 dim H* = 
DB 是 大 维 Betti 数 . 

证 明 ”该 定理 本 质 上 是 Fredholm 二 择 一 定理 的 精细 化 . Fredholm 定理 说 , 若 
万 是 一 个 内 积 空 间 , 到 = 4+ 巨 :万 一 万 是 线性 有 界 算 子 , 并 且 


则 五 可 正 交 地 分 解 为 
H=LH 人 eK, dim/H < co， 


其 中 X= {ue HH| Lu = 0} 是 工 的 核 空间 . 从 (3.4.50) 可 以 看 出 人 满足 Fredholm 
条 件 , 故 内 积 空间 Q*(M) 可 分 解 为 


| QF(M) = AQN*(M) @® H®*, H* AQ 13.4.53) 
H* = {w€ O°(M)| Aw = 0}, 
并 且 H* 是 有 限 维 的 . 此 外 (3.4.53) 是 等 价 于 (3.4.51), 这 是 因为 
AN* = d6Q* @6dN*, ad509516d0 (3.4.54) 
此 外 由 
(Aw,w) = (dw, w) + (9dw, w) 
= (6w, 6w) + (dw, dw), (3.4.55) 
容易 推出 
Aw=0O dy=0, 6w=0 (3.4.56) 


于 是 (3.4.53) 和 (3.4.54) 就 意味 看 Hodge 分 解 (3.4.51). 
下 面 将 采用 不 依赖 (3.4.50) 的 证 明 方 法 . 由 (3.4.55) 可 知 


(Aw,w) 之 0, Vw E Q*(M), 
并 且 人 在 H* 的 正 交 补 空间 G* = (H*)- 上 是 正定 的 
(Aw,w) > 0， Vw EG", wz0. (3.4.57) 


而 Q*(M) 可 正 交 分 解 为 
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ON(M)=G*"@H", G*= (8H")-. (3.4.58) 
因此 , 只 要 能 证 明 下 面 方程 
Aw = a, a EG", (3.4.59) 


在 G* 中 有 解 ( 它 等 价 于 AQ*(M) = G*), 则 (3.4.58) 即 是 (3.4.53). 

分 几 步 来 证 明 该 定理 . 

第 一 步 . 使 用 Riesz 表示 定理 来 证 明 (3.4.59) 的 弱 可 解 性 . 为 此 目的 , 这 里 将 对 
该 定理 给 予 一 个 陈述 . 读者 能 在 一 些 泛 函 分 析 的 教科 书 中 找到 这 个 定理 的 证 明 . 

Riesz 表示 定理 ” 邻 万 是 一 个 Hilbert 空间 ，f e H* 是 石上 的 一 个 线性 有 
界 泛 函 , 且 唯 一 存在 一 个 元 素 uo e HH 使 得 对 所 有 ve 互 有 


(uo,v) = f(v). 
第 二 步 . 根据 (3.4.57), 可 在 G* 中 引入 新 的 内 积 
(w, TH = (Aw,T) = (dw, dr7) + (6w, 67). 
记 G* 是 G* 在 这 个 内 积 下 的 完备 化 空间 , 它 是 一 个 Hilbert 空间 , 其 范 数 为 
wlla = (Aw,w) = (dw, dw) + (0w, 0w). 


此 时 G* 中 元 素 w 虽然 仍 是 上 形式 , 然而 它 不 再 是 Cee 的 , 它 只 是 一 砍 弱 可 做 函 
数 . 这 就 是 为 什么 采用 Riesz 表示 定理 证 明 的 (3.4.59) 可 解 性 只 是 弱 解 的 存在 性 . 
注意 到 对 任 a = 》 ardz17， 


此 外 , 由 


6oi= | *d kW:**d*Ww 
M 


一 (一 机 全 一 1 一 全 1 / *d*W.d*w 
M 
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|w < Cllwllg: (3.4.63) 


第 三 步 . 需要 证 明 (3.4.59) 的 弱 解 存在 性 , 即 对 每 个 ae G* 存在 一 个 wo € G* 
使 得 对 所 有 的 re G* 有 
(Awo,T) = (QT) (3.4.64) 


对 给 定 的 a Ee G*， f(T) = (a,7) 给 出 G* 上 一 个 线性 泛 消 . 由 (3.4.63)， 
f(7)|=|(a, 7 < Clr < Cllrllg. 


这 表明 f 是 有 界 的 . 因而 由 Riesz 表示 定理 可 知 唯 一 存在 wo e G* 满足 (3.4.64). 
于 是 (3.4.59) 弱 解 存在 性 得 证 . 

第 四 步 . 要 证 明 (3.4.64) 的 弱 解 wo 是 Cee 的 , 即 wo e G*. 由 椭圆 算 子 的 定义 ， 
对 A: G* 一 GF, 表达 式 (3.4.62) 和 条 件 (3.4.63) 意味 着 A 是 一 个 二 阶 椭圆 微分 算 
子 . 因而 由 椭圆 正则 性 定理 (关于 这 个 定理 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [6]), (3.4.64) 
的 弱 解 wo 是 Cee 的 . 

这 样 就 完成 了 结论 (1) 的 证 明 . 

第 五 步 . 最 后 证 明 结 论 (2). 令 we Q*(M). 则 由 结论 (1)， 


w = AT 二 How, 


3.4 微分 形式 的 Hodge 分 解 定理 .267 . 


这 里 Hw e H* 是 一 个 调和 天 形式 ，7 EGGe = (H*)+ 是 唯一 由 方程 
AT=w— How (3.4.65) 
确定 的 . 定义 映射 G : Q*(M) 一 G 为 
Gw =7T  ” (7 是 (3.4.65) 的 解 ). 
则 由 dA = Ad = d6d 可 看 出 G 与 d 可 交换 


G.d = dG. (3.4.66) 


此 时 w 可 表示 为 
wW = d0Gw + 6dGw + How. (3.4.67) 


令 w 是 一 个 财 的 大 形式 , 则 由 (3.4.66) 和 (3.4.67) 有 
w = diGw + Huw. 
因而 在 de Rham 上 同调 群 Hh%,(M) 中 ，ow 与 Hw 属于 同一 个 同调 类 ， 
w=[Hwl， 在 Hpr(M) 中 . 


这 说 明 对 Hs(M) 中 任 一 个 同调 类 o, 至 少 有 一 个 调和 形式 we H* 使 得 o = [ad 
反 过 来 , 车 o 中 含有 两 个 调和 形式 am, as e H*, 则 


al — Q2 = db, 对 某 个 6 € Q*-1(M). 
然而 ai 一 as 与 dB 正 交 : 
(dB, Q1 一 a2) = (8, 60Q1 — 602) = (68,0)=0. 


因此 4d6 = 0. 这 说 明 al = az, 即 每 个 同调 类 o 最 多 只 能 含 一 个 调和 形式 . 这 了 吏 证 
明了 H* 与 万 pp 是 一 一 对 应 , 因而 是 同 构 的 . 定理 证 半 ， 

注 3.8 ”从 定理 3.8 很 容易 推 得 Poincaré 对 偶 定 理 . 令 we H* 是 一 个 调和 形 
式 并 且 也 是 hs(M) 上 的 一 个 代表 元 : [w] e H%p(M). 由 于 Hodge* 算 子 与 人 A 可 
交换 ，*A = Ax, 因此 xw e H"-* 也 是 一 个 调和 形式 , 即 


d(*w) = 0, 0(*w) = 0. 


这 表明 [xw] e HP*(M). 再 由 
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是 非 退 化 的 , 即 对 任 给 定 w 有 B(w,r) = 0, vr, 则 w = 0. 因而 从 B 诱导 同 Poincaré 
对 偶 同 构 Hj(M) ~ HE(M). 
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同 伦 论 是 代数 拓扑 的 重要 分 文 之 一 . 正如 同调 论 一 样 , 同 伦 论 的 理论 与 方法 已 
渗透 到 数学 的 许多 领域 之 中 . 作为 拓扑 不 变量 , 同 伦 群 与 同调 群 在 反映 流 形 拓扑 结 
构 方 面具 有 互补 作用 . 这 两 者 之 间 即 有 相关 联 的 一 面 , 这 由 Hurewicz 定理 所 体现 ， 
又 具有 很 大 的 差异 . 但 总 的 来 讲 , 同 伦 群 概念 的 几何 意义 比较 清楚 , 但 它 的 计算 却 
是 一 个 困难 问题 , 特别 是 它 在 数学 其 他 分 支 的 应 用 不 如 同调 群 那么 广泛 

同 伦 论 的 创立 应 归功 于 Hurewicz 于 1935 年 在 文献 [10] 中 关于 一 般 ” 维 同 论 
群 的 引入 . 当 n = 1 时 , 就 是 早期 Poincark 提出 的 基本 和 群 . 随后 Eilenberg 于 1940 
年 在 文献 [5] 中 使 用 同 伦 群 建立 映射 延 拓 的 障碍 类 理论 . 以 后 同 伦 论 沿 看 它 的 计算 
问题 , 以 及 与 其 他 学 科 的 内 在 联系 方面 发 展 起 来 . 其 中 , Leray 的 详 序 列 在 同 伦 群 的 
应 用 , 以 及 Serre 天 于 球面 同 伦 群 的 工作 对 该 领域 产生 重要 影 啊 . 

这 一 章 的 安排 如 下 : 4.1 节 主 要 是 一 些 基 本 概念 , 如 同 伦 群 、 相 对 同 伦 群 及 其 
基本 性 质 的 介绍 . 同时 证 明了 同 伦 群 的 拓扑 不 变性 以 及 一 些 序列 如 相对 同 伦 序列 、 
纤维 从 同 伦 序列 的 正 合 性 . 最 后 给 出 一 些 流 形 的 同 伦 群 计算 . 4.2 广 自 先 引 入 了 共 
轿 元 球面 定理 , 并 给 出 rn(S”) 的 计算 及 Hopf 球面 同 伦 分 类 . 然后 应 用 共 斩 元 球面 
定理 揭示 出 Hurewicz 定理 的 实质 . 接着 介绍 了 一 维 同 伦 群 的 基本 性 质 , 包括 一 维 
Hurewicz 定理 及 Van Kampen 定理 . 最 后 介绍 了 Whitehead 乘积 及 三 联 组 同 伦 正 
合 序列 . 4.3 节 主 要 介绍 Rilenberg 关于 映射 延 拓 的 障碍 理论 以 及 与 此 相关 的 同 伦 
分 类 定理 . 最 后 在 4.4 节 给 出 一 些 球面 上 同 伦 群 的 计算 . 特别 地 介绍 了 和 著名 的 Serre 
定理 以 及 Fraudenthal 的 同 纬 像 定 理 . 这 两 个 定理 对 球面 同 伦 群 的 理解 和 计算 是 非 
闻 基 本 的 . 


4.1 同 伦 和 群 


4.1.1 基本 概念 


令 XY 是 两 个 拓扑 空间 , f,g : X 一 了 是 两 个 连续 映射 . 回忆 一 下 f 与 f 同 
伦 的 概念 . 它 是 说 存在 一 个 连续 映射 


H: Xx|0,1—=Y, 


使 得 矿 (x,0) = f(z), H(z,1) = g(x), x EX, 则 f 与 g 称 为 同 伦 的 , 记 为 f 和 ~ yg. 
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同 伦 群 有 了 两 种 等 价 地 定义 方式 . 它们 有 各 目 方 便 的 地 方 . 这 里 将 对 这 两 种 方法 
部 给 予 介绍 . 令 X 是 拓扑 空间 , I" 是 一 个 n 维 方 体 . 令 zo e X 是 一 个 给 定点 ， 
映射 

f: (Im ,97m) — (X, Zo) (4.1.1) 


将 I" 映 到 X 中 , 将 边界 91” 映 到 zo 点 . 
定义 4.1 下 面 集合 称 为 以 xo 为 基点 的 和 上 nn 维 同 伦 群 ， 


mm(X,Zo) = {[f| [fl 是 所 有 满足 (4.1.1) 的 映射 同 伦 类 }, 
其 x (X, zo) 上 的 加 法 运算 定义 为 


f (2t1, to, 和 , tn ), 


] 
(f + 9)(ti,:* ,tn) = | 2 (4.1.2) 
] 


g(2t1 1 ,zt2， 四 , tn )， 


BH [f] + [9] = [f + g]. 
很 容易 验证 , 按 (4.1.2) 方式 定义 的 加 法 使 =,(X,zo) 构成 一 个 群 , 其 零 元 素 为 
人 恒 等 映射 fo(I") = zo， 


fl=0SfOfh 
f 的 逆 元 素 f 为 
f(ti, ,tn) = f(1 — ti,t,, ,tn ) 
这 古 因 为 下 面 映 射 
f (2t1, to, , tn )， 0 < L1 < >(1 和 s), 
H,(t) = f(1— s,t», , tn )， < 二 
F(2t1 — tas. ,tn), (1 +s)<ti<l 


给 出 f 十 f 与 常 值 映射 的 同 伦 
Ho=f+f, Hi(t)= f(1,t2,.…: ,tn)= Zo. 


加 法 运算 (4.1.2) 的 几何 意义 很 清楚 , 如 图 4.1 所 示 . 其 中 f 十 g 可 视 为 这 样 的 
复合 映射 (f 十 g) oh : I? 一 XX, 其 中 怀 分 别 将 I" 前 半 部 分 和 后 半 部 分 映 到 两 个 
方 体 I? 十 I? 上, 然后 f 十 g 中 的 f 和 9 分 别 将 1? 入 映 到 XX 中 , 始终 保持 
f(017) = g9(013) = xo. 

注 4.1 当 n= 1 时, 按 (4.1.2) 的 加 法 运算 是 不 可 交换 的 , 即 [+g 夭 [9+ 月. 
但 是 当 n > 2 时 是 可 交换 的 . 后 面 将 证 明 这 一 扣 . 


4.1 同人 人伦 和 群 . 9271 . 


同 伦 群 的 为 一 种 等 价 定义 是 关于 球面 映 喘 
f: (5",p0) 一 (X, Zo0), (4.1.3) 
其 中 po e S" 为 给 定点 , f(po) = xo. 然后 定义 下 面 集合 为 n 维 同 伦 群 
mn(X, zo) = {[ 有 | [fj 是 所 有 满足 (4.1.3) 的 映 冉 同 伦 类 } 
其 中 , 加 法 运算 定义 为 


foh(z), z€ SY (S? 为 北半球 )， 


(f + 9)(2) 加 | goh(z), zz ENS” (S" 为 南半球 )， 


h(S1¥)= 5", h(0S7?)=h(0S")= po. 
加 法 运算 (4.1.4) 的 几何 意义 如 图 4.2 所 示 . 


同 伦 群 的 一 个 自然 性 质 就 是 一 个 映射 £ : X 一 Y 将 诱导 出 XX 与 Y 的 同 伦 群 
之 间 一 个 同 态 
Cx : 7Tm (及 ， Z0 ) 一 nn(Y¥, y0)， 


其 中 &(z0) = yo. 其 同 态 是 按 如 下 意义 得 到 
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由 此 立即 得 到 同 伦 群 的 伦 型 不 变性 (拓扑 不 变性 ). 
定理 4.1 令 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 . 若 久 与 Y 同 伦 等 价 , 则 有 如 下 同 构 


Cx : mA 0 7 Tn(Y, yo)， 


其 中 yo = &(x0), 和: X 一 了 是 同 伦 等 价 映射 . 
证 明 ”由 同 伦 等 价 定义 (定义 2.6), 存在 映射 


:XA—Y, 4: 了 一 从， 


使 得 
CoEf~id: 有 一 人 CoM: 一半 


因此 映射 € 和 诱导 出 


(4 oh = Cx © Ex = idx : Ti (有 Z0 ) 一 Tv 人 及 ， 70), 
(é OC)* = Ex 0 Cx = dx : Tn(Y, Yo ) 7 Tn(Y, Yo). 


这 表明 6 : rm(X,zo) 一 Tn(Y, yo0) 是 一 个 同 构 . 定理 证 毕 

对 比 同调 群 与 同 伦 群 的 定义 以 及 拓扑 不 变性 的 证 明 , 可 以 看 到 同 伦 群 的 引入 要 
简单 许多 . 可 能 正 是 因为 这 样 使 得 它 的 计算 变 得 更 困难 

引入 同 伦 群 后 , 就 可 以 介绍 拓扑 学 中 一 个 重要 的 基本 概念 , 即 M 连通 的 拓扑 
空间 . 它 由 下 面 定 义 给 出 . 

定义 4.2 令 拉 是 一 个 拓扑 空间 . 称 XX 是 m 连通 的 , 厂 


Tk ( 及， To ) 一 0, v1 < k < hh, 
这 里 zo EX 为 任 一 点 (后 面 将 看 到 rn(X,zo) 与 zo 无 关 ). 特别 地 , 当 m= 1 时 ， 
X 称 为 单 连通 的 , m = 0 时 , X 为 道路 连通 的 . 
4.1.2 ”一 些 基 本 性 质 


这 一 小 节 将 讨论 同 伦 群 的 若干 基本 性 质 , 即 rw(X, zo) 与 基点 zo 的 选取 无 关 性 ， 
当 n> 2 时, mn(X) 是 Abel 群 (可 交换 群 ), 以 及 公式 到 (XxY)= mm(X) 甸 mn(Y). 

引 理 4.1 ” 当 X 是 道路 连通 拓扑 空间 时 , 对 任 两 点 zo,zl EX, 具有 下 面 同 构 
关系 


Tn(X, To0) T Mn(X, 71). 


因此 , 以 后 总 是 可 以 将 ” 维 同 伦 群 简 记 为 zn,(X). 
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证 明 ”为 了 住 要 明了 , 只 对 XX 是 一 个 流 形 进 行 证 明 . 首先 引入 流 形 的 匀称 性 
定理 , 该 定理 说 当 X 连通 时 , 对 任 zo, zx1 EX 存在 如 下 同 胚 


h: 从 一 入 ， 满 征 P(zo) 一 1. (4.1.5 ) 


理解 该 定理 并 不 困难 . 对 任 一 穿 过 zo 与 zi 的 一 条 线段 L, 取 工 在 M 的 一 个 管 
形 邻 域 N(L)， 则 显然 N(L) C M 是 一 个 包含 zo 与 zi 的 开 集 , 它 同 胚 于 一 个 开 
盘 D, 见 图 4.3 所 示 . 容易 看 出 , 对 任 一 开盘 D 及 D 中 两 点 po,pl e D, 仔 在 同 胚 
pw:D 一 DD 使 得 
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由 (4.1.4) 可 推 知 


f = (fi1, f2) f1 : 1 一 人 入， f2 : 1 —Y. 
此 外 有 
(fi1, f2) o (91, 92) = (f1 0 91, f2 ° g2). 
因此 下 面 双 射 


(fi, f2)] — ([f1], (|f2)), 
([f1], [f2]) = (fi, f2)) 


产生 (4.1.8) 的 同 构 . 证 明 完 毕 . 
将 公式 (4.1.8) 与 Kiinneth 公式 (2.2.32) 和 (2.2.33) 对 比 ， 进一步 看 到 同 伦 群 
与 同调 群 之 间 的 差异 


4.1.3 ”相对 同 伦 群 


类 似 于 相对 同调 群 , 关于 空间 偶 (X, 4) 同样 可 以 建立 相对 同 伦 群 . 令 A CX 
是 一 个 子 空间 , zo e 4 是 一 个 基点. 考虑 映射 


f: 0%, J ) oo (X,A,zo0), n>2, (4.1.9) 


其 中 1-1 = {(t1)… ,tn) EI? t=0}, J"1= OI In-l. 
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定义 4.3” 令 (X, 4) 是 个 拓扑 空间 偶 , zo e 4 为 一 基点 , n > 2. 则 下 面 集合 
称 为 空间 偶 (X, 4) 的 以 zo 为 基点 的 相对 同 伦 群 


rn(X, A,z0) = {[ 帮 | f 是 映射 (4.1.9)}. 


其 加 法 运算 与 (4.1.2) 相同 
选择 地 , rn(X, 4, zo) 可 等 价 地 按 下 式 定义 . 考虑 映射 


f: (Dn ,Sn 一 ,Do0) — (X, A,z0), n>2, (4.1.10) 
其 中 D" 为 n 维 单位 球体 , 5S"-1 = 6D", po e 9" 1. 然后 定义 
nn(X, A, zo0) = {[f]| f 为 映射 (4.1.10)}， 


其 加 法 运算 定义 为 


注 4.2 ”关于 同 伦 群 的 引 理 4.1 和 引 理 4.2 以 及 伦 型 不 变性 (拓扑 不 变性 ) 
对 于 相对 同 伦 群 也 成 六， 即 x,(X, 4h,zo) 与 基点 zo 的 选取 无 关 , 并 上 且 当 n > 3 
时 ，rn(X, 4A, zo) 是 一 个 Abel 群 ,为 此 ， 以 后 在 无 歧义 情况 下 简 记 相对 同 伦 群 为 
mn(XX, 4A). 此 外 , 当 (X, 4) 与 (Y, B) 具有 相同 伦 型 时 , 有 


Tm (从 ， A) 一 nn(Y, B), vn 之 2. 


4.1.4 ” 同 伦 群 的 几何 表示 


介绍 完 同 伦 群 基本 概念 后 , 现在 需要 将 同 伦 群 几何 化 . 只 有 这 样 才能 够 把 握 此 
概念 的 实质 

令 X 是 拓扑 空间 , [月 se wk(X, zo0). 所 谓 几何 化 是 指 将 同 伦 群 中 的 所 有 生成 元 
[f] 拿 来 , 考虑 它们 代表 元 的 像 


Imf = f(S*)CX (k>1) 
所 组 成 的 X 中 以 zo 为 公共 区 后 的 子 空间 族 


A(XX) = {Imf CX| [fl e xx( 六 ,7z0) 为 生成 元 , Vk > 1}， (4.1.11) 
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设 zo EX, yo EY 是 拓扑 空间 X 和 YY 的 基点 , 记 


XAY = (XUY)/{zo = vo}, 


即 XATY 是 和 与 了 在 zo 与 yo 氮 的 烙 接 和 . 这 样 (4.1.11) 束 是 久 的 所 有 子 空间 
Imfoa 在 0 所 的 烙 接 和 ， 
MNalmfo CA, (4.1.12) 


定义 4.4 令 [fo] € rk(X,zo0) 是 生成 元 . 则 (4.1.12) 称 作 X 的 同 伦 几何 表示 ， 
其 中 每 个 分 文 Imf。 称 为 是 mm 维 同 伦 球 , 这 里 


7 一 dm Imfo < k. 


特别 地 , 在 (4.1.12) 中 车 fo 与 fo 的 像 在 X 中 可 以 通过 连续 形变 而 相互 重合 , 则 
定义 为 Imf。 = Imfs. 
注意 到 , Imf。 = Imfe 并 不 意味 着 fo = fp. 事实 上 , [f。] 和 [fe] 所 属 的 同 伦 群 
维 数 可 能 不 相等 , 即 
fa(S*)= fe(S™) k=m. 


在 1.6 节 中 介绍 的 球面 Hopf 纤维 化 可 以 看 到 , 存在 f : S2"-1 一 S" 使 得 


Imf = f(S*" )=S5", n=2,4,8. 


例 4.1 令 27? 是 两 个 孔 ( 亏 格 为 2) 的 环 面 , 则 272 的 同 伦 几何 表示 如 图 4.4 
所 示 , 它 是 以 zo 为 基点 的 四 个 圆圈 5S1 构成 . 


图 4.4 四 个 在 zo 点 烙 在 一 起 的 贺 圈 TT 


关于 X 的 同 伦 几何 表示 , 有 如 下 基本 性 质 

引 理 4.4 令 M=X 是 一 个 m” 维 流 形 . 则 有 下 面 结论 : 

(1) 同 伦 球 流 形 的 分 类 . 一 个 n 维 流 形 是 同 伦 球 的 元 要 条 件 是 它 必 须 是 以 9" 
为 履 迭 空间 的 流 形 . 例如 下 面 三 种 是 以 5" 为 履 迭 空间 的 流 形 : 球面 、 实 投影 空间 ， 
及 n 维 透镜 空间 ( 当 n > 3 为 奇数 时 )， 


(1 < i 4) 是 re(20 ,zo) 的 几何 表示 


Ss™”, P”, LL"(p,Q®). 
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拓扑 空间 EE 称 为 M 的 用 迭 空间 , 若 x : EB 一 M 是 一 个 具有 离散 纤维 的 从 空间 . 
事实 上 , 以 5S" 为 覆 和 欠 空 间 的 流 形 可 能 只 有 上 述 三 类. 
(2) 令 f E Tn(M ), 则 


因而 有 


其 中 i,(M) 是 所 有 dim f(S") < n 的 同 伦 类 [f] 组 成 子 群 . 上 面 的 公式 对 于 一 般 
n 维 拓扑 宇 间 也 成 立 . 
(3) 令 [fl e xm(M) 是 一 个 生成 元 ,有 = dim f(5T) < m. 则 一 定 存 在 一 个 生成 
元 [9] e rk(AM), 使 得 
g(S*)= f(S™), k<m. 


(4) 对 每 一 个 生成 元 [fl e rr(M), 若 dim f(S*) = 大 则 [有 中 一 定 有 一 个 代表 
元 f : S* -，M, 使 得 f(5*) 是 M 的 一 个 维 子 流 形 ( 同 伦 球 ), 并 且 当 > 2 时 ， 
f(S*) 是 一 个 维 共 轿 元 (对 k= 1, 若 M 是 同调 球 , 并 且 ri(M) 地 0 则 FS1) 就 
不 是 共 轿 元 ). 
(5) 反 过 来 , 若 T* C M 是 一 个 上 维 共 思 元 , 并 且 IT* 同 胚 于 5S*, 则 一 定 存 在 一 
个 生成 元 [fl e rk (MM) 使 得 
1(3 ) = 


此 外 , 若 Tk 是 自由 的 , 则 [月 是 i(M) 的 无 穷 循环 子 群 的 一 个 生成 元 , 车 存在 +1 
维 共 二 e 元 re+1 使 得 9rk+l = Te, 则 [月 是 一 个 Zr 子 群 的 生成 元 , 这 里 rt+1 要 求 
是 一 个 大 十 1 维 闭 盘 D*+1 关于 边界 9D*+! 按 如 下 方式 作成 的 商 空间 


元 8 十 工 _ D*t!/{g- (Z)| TE S*}, (4.1.13) 


其 中 g : 0D5f 一 9 汪 deg (g) = 7( 见 定义 4.5). 通俗 地 讲 , 在 g 的 映射 下 
OD*+1 将 5S* 覆盖 > 次 . 这 种 情况 下 rs+l 称 为 7 边缘 擅 . 

上 述 结论 (1)~(4) 是 相关 的 基本 概念 的 直接 推论 . 然而 结论 (5) 的 证 明 需 要 建 
立 在 后 面 引 理 4.6 基础 上 , 即 x (S57) = Z 的 结论 . 然而 它们 给 出 了 流 形 M (或 拓扑 
空间 ) 的 同 伦 几何 表示 (4.1.12)( 或 (4.1.11)) 与 同 伦 群 x(M) 之 间 的 关系 . 特别 地 ， 
由 上 述 结论 (5) 可 以 推 知 , 若 流 形 M 的 所 有 维 同 伦 球 的 共 琶 元 为 TY,… ,> 
它们 是 自由 的 , 并 且 都 是 球面 , 则 M 的 维 同 伦 群 为 

na(M)=i.(M)OBZO...BZ, 对 k>2, 


7 
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其 中 元 (M) 是 如 (4.1.13) 中 那样 的 子 群 . 

注 4.3 大 丰 维 共 斩 元 T C M 是 一 个 同 伦 球 , 但 不 是 球面 , 则 上 述 结论 (5) 
不 成 立 . 例如 实 投影 空间 Pn" (n > 3) 中 子 空间 P"*-! C P" 是 它 的 n 一 1 维 共 斩 元 ， 
并 且 P*-! 是 一 个 同 伦 球 . 但 是 ( 见 例 4.1) 


Nn-_1(P") 一 0, [A} 之 3. 


因此 不 存在 非 零 元 素 [fl € ww_1(P") 使 得 f(S"-1) = Pr 一: 
现在 考虑 空间 偶 (X, A) 相对 同 伦 群 的 几何 化 . 由 定义 4.3 可 以 看 出 , rk(X 4) 
将 六 (X) 中 的 所 有 
f: (S*,po) 一 (4,zo0) 


的 同 伦 类 [f] 排除 在 外 , 然而 却 增加 了 边界 固定 在 4 中 的 圆 盘 映射 
g: (Dn,OD"- ,po) 一 (X, 4,Z0) 
的 同 伦 类 [g]. 因此 相对 同 伦 群 的 几何 表示 为 
A(X,4) = {Imf C XI [fle xr(X, 4, zo0) 为 生成 元 , Vk > 2}. 


A(X, 4) 中 由 两 部 份 元 素 构 成 , 一 部 是 X 中 不 
能 形变 到 A 中 的 同 伦 球 , 另 一 部 分 是 边界 限制 
C 、 在 4 中 的 “ 圆 盘 ”， 称 为 同 伦 盘 ,这些 同 伦 盘 
0 不 能 够 完全 形变 到 4 中 去 . 例如 , 图 4.5 给 
二 全,"， 的 是 一 个 实心 轮胎 RB 关于 边界 9R3 = 72 空 
图 4.5 ”阴影 部 分 D* 是 (RT,OR7) 间 偶 ( 启 ., 9R3.) 的 一 个 同 伦 盘 , 它 由 阴影 部 分 显 
的 一 个 同 伦 盘 , 盘 的 边界 9D? 限制 ”不 . 同时 可 以 看 到 , (说 ,0RI) 的 几何 表示 只 有 
在 9R3 上 一 个 元 素 , 即 二 维 同 伦 盘 D2， 


A(R7T,ORT) = {D’}, 
因为 任何 R3, 中 的 圆圈 51 都 可 形变 到 边界 90R3, 上 . (R33.,9R3) 相对 同 伦 群 为 


Z, k=2, 


nk (RT,ORT) = | 0 vo 


4.1.5 ” 正 合 同 伦 序列 


类 似 于 同调 群 , 关于 相对 同 伦 群 也 存在 一 个 正 合 序列 . 此 外 , 与 同调 群 所 不 同 
的 是 , 同 伦 群 关于 纤维 从 r : EE 一 M 的 总 空间 五 、 底 空间 M 与 纤维 下 之 间 也 存 
在 一 个 正 合 序 列 . 这 里 将 分 别 介 绍 它 们 . 
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令 (X,4) 是 一 个 拓扑 空间 偶 , 则 有 下 面 映射 : 


i : 4 一 X 是 包含 映射 ， 
7 了: 区 一 (X， 4) 也 是 包含 映射 . 


这 两 个 映射 可 谤 导出 如 下 同 态 : 


ix : Tk(A) — Tk(X), (4.1.14) 
jx: TkE(X) 一 TAX A), k2>2. (4.1.15) 


jx : TT( 有) 一 TAX 4) (4.1.16) 


此 时 可 以 定义 同 态 
(4.1.17) 


于 是 , 由 上 述 同 态 (4.1.14)~(4.1.17) 可 产生 下 面 同 伦 群 的 正 合 序列 
定理 4.2” 令 (X, 4) 是 一 个 道路 连通 的 拓扑 空间 偶 , zo e 4 是 一 个 基 扣 ， 则 
下 面 同 伦 序列 是 正 合 的 : 


一 nk(A., Z0 ) 一 T (人 及， To ) 了 TEL 人， A., Z0 ) 2 Nk-1(A, Z0 ) 


一 一 7T2( 从， A, Z0 ) Or Tl (4 Z0 ) rr T1( 和， Z0 ) =， TXT( 和 ,4 Z0 ) 一 一 0, (4.1.18) 


其 中 同 态 i 如 (4.1.14), 7 如 (4.1.15) 和 (4.1.16), 6, 如 (4.1.17). 
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证 明 ”首先 考察 空间 偶 (X, 4) 同 伦 群 的 构成 . 由 定义 4.1 可 以 看 到 x (X, zo) 
可 分 解 为 两 部 分 


np (A)= {[f] #0€Erne(X)P) /3 ) C A}, (4.1.19) 
nx(X/A)={[f| fF: (5S°,po) — (A, zo0)} 
TK ( 及， A, Z0 ) 一 nk(X/A, To ) OD Di(X, A, xo), k 之 3， (4.1.20) 


其 中 D(X, 4,zo) 是 所 有 X - 4 中 边界 在 4 上 的 有 维 圆 盘 映 射 同 伦 拓 构成 的 子 
群 , 表示 为 


Dr.(X, A, zo) ={[f| / : (D®, OD*, po) (X， A, To), 
f(D*) 在 关中 不 能 形变 到 A 中 } 


0 (o,0)， 当 [o] 关 0 在 wr( 关 ) 中 ， 
“0)= | (0,0)， 当 [o] = 0 在 xk(X) 中 . 人 
而 关于 分 解 (4.1.19) 和 (4.1.20) 有 
jx :Nk (A)DAi(X/A) > rp(X/A) DB D(X, A), k>3 
jx((€,0)) = (6,0), Vvé Enk(A), CE nk(X/A), (4.1.22) 
再 由 (4.1.17) 有 
Ox : TE(X/A) DBDi(X,A) Tk_1(A), k>>3, 
0.((C, |f])) = lflsr-i)) (4.1.23) 


因为 D* 可 缩 , 故 f(D*) 在 XX 中 也 可 缩 . 这 说 明 对 任 [f] € Di(X, 4), 有 [flapx]=0 
在 ri(X) 中 . 因此 有 
Im oO = Ker 1:, kk 之 3. 
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于 是 关于 k > 2 的 正 合 性 被 证 明 . 

因为 ri(X) 和 m2(X, 4) 一 般 不 可 交换 , 不 能 得 到 如 (4.1.19) 和 (4.1.20) 那样 
的 分 解 . 但 是 ri(X) 和 xs(X, 4) 的 生成 元 可 作 类 似 的 分 解 . 因此 , 用 同样 方法 对 
序列 


可 证 得 正 合 性 , 这 里 不 再 重复 . 定理 证 于 . 


现在 讨论 纤维 从 : 
F— EE 
(Wh (4.1.24) 
M 
的 同 伦 序 列 正 合 性 . 


首先 考察 E 是 正则 从 情况 , 即 存在 一 个 截面 
s: M—E(ros= id). (4.1.25) 
注意 roi=zoeAM 为 基点 ,ros=id: M -;，M. 对 zo EeE 下 下 面 序列 
np(F) > np(E) E> TO) 一 0 
是 正 合 的 . 再 由 
Nx:S*=id: TCM) 一 TCM 


可 推 知 , 当 (4.1.24) 是 正则 从 时 有 xk(B) = xk(M) 甲 加 (mk( 忆 )) 而 实际 上 i 古音 一 
同 态 , 因而 有 
nk(E) = xk(M) A ). (4.1.26) 


然而 当 (4.1.24) 是 一 个 奇 性 从 时 ,不 存在 如 (4.1.25) 那样 的 截面 , 分 解 公式 
(4.1.26) 也 不 再 成 立 . 此 时 我 们 希望 有 一 个 正 合 序列 来 取代 (4.1.26). 
再 来 观察 正则 从 的 特征 . 令 XX 是 一 个 拓扑 空间 , f : X 一 M 是 一 个 映射 则 对 


(4.1.25) 的 截面 , 下面 映射 
F=sof: X—E 


是 的 一 个 提升 , 即 在 投影 +: EM 作用 下 有 


To 三 上 


幸运 的 是 , 对 于 所 有 纤维 从 这 个 性 质 成 立 . 这 就 是 下 面 的 纤维 从 履 兰 同 伦 性 质 , 它 
对 证 明 纤 维 从 的 同 伦 序列 正 合 性 起 到 关键 作用 . 
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引 理 4.5( 禾 盖 同 伦 性 质 CHP) 令 7 :一 M 是 一 个 纤维 丛 , X 为 一 个 有 
限 可 剖 分 空间 jn : Xi 一 五 是 一 个 映射 则 对 任何 fo = ro fo 的 一 个 伦 移 
ft: XX 一 M, 0<t<1, 必 存在 一 个 覆盖 f; 的 伦 移 f: : X 一 已 使 得 


fi=rof 


证 明 ”由 于 和 X 是 有 限 可 剂 分 空间 , X 是 由 有 限 个 方 体 规则 排列 而 成 X= 
UB 1 产 . 只 和 需 对 方 体 IT* 证 明 引 理 即 可 

由 于 (E,7, M) 的 局 部 平凡 性 , 该 引 理 的 证 明 是 不 困难 的 . 这 是 因为 M 存在 开 
履 震 {Ua}. 不 失 一 般 性 , 吏 假设 是 两 个 , 即 


M = Ui + U,, U1iNMU,> 天 全， 
使 得 
Di= Eliv, =UxF, EF» = Elv, = U» xF. 


由 假设 , fo : I* 一 巨 是 一 个 给 定 映射 , 并 且 有 : 一 M (0 < t<1) 也 是 给 定 的 
i= xo fo 的 一 个 伦 移 . 则 可 构造 上 六 的 覆盖 


| I EE(=UxF+U, x HH), 


_ (4.1.27) 
noft=fi: 产 一 DC 二 Da 


如 下 . 若 f(T) CU (或 CI) V0 tg 1, 则 由 Elv, (或 Blv,) 的 平凡 性 ， 显 然 
存在 fi 在 Elv，( 或 Blv,) 上 的 提升 


(4.1.29) 
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fi(17) = J 厂 xx 万 ) C 茶 个 Uo 


然后 采用 上 述 方 法 构造 出 f4 的 提升 f. 引 理 证 毕 
有 了 CHP( 引 理 4.5), 立即 可 推出 下 面 纤 维 从 的 正 合 序列 定理 . 
定理 4.3 “对 于 (4.1.24) 所 给 的 纤维 从 , 令 zo E FF, 则 有 如 下 结论: 
(1) 投影 x 诱导 出 同 构 : 


TT : TR (已 ， F, zo) nk(M, T0) (k > 2 )， 以 及 


务 。: Ti (五 , 书 zZo0) 一 Xi (M,Z7z0) 为 一 一 对 应 . (4.1.31) 


(2) 下 面 的 同 伦 序 列 是 正 合 的 : 


0. 可 可 
TIONMeo) — ry (Fz0) 一 人 p(BE, To0) — Ak(M, eo0) 一 


— 7T1(M,e0) = To(F) = TE) ro(M)— 0, (4.1.32) 


(3 ， 如 果 纤 维 从 4 1. 24) 是 正则 的 则 同 伦 群 可 分 解 成 (4.1. 26) 的 直 和 形式 
证 明 ”结论 (1) 的 证 明 . 首先 投影 + : 五 一 M, x(f) = zo, 诱导 出 同 态 


nx: Tk(E,F, zo) — Tk(M, Zo) (k > 2), 及 单 值 对 应 
Nx . NT1(E, fF, zo) 一 一 nT1(M, zo). 


和 首先, r* 是 满 同 态 . 这 里 由 于 对 任 [f] € re(M,zo)， 


(大 ,9 三) (M, zx0). 
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此 时 f 可 视 为 有 : 天 -1 一 AM. 因此 , 由 引 理 4.5, 存在 f 的 提升 


f: (I*,O1*,po) 一 (E, F, zo), 


使 得 no f= f. 并且 fF 的 任何 伦 移 都 存在 提升 . 因此 


we 


nlf] = [fl], [fle rx(E,F, zo). 
其 次 , rs 是 一 一 的 . 假设 [月 , [9] € rk (EE, 下 zo) 使 得 


er 


mx([f]) 一 Ts) 
出 f=xof 与 0 一 Tod: (I*, O71") — (M,Zzo) 是 同 伦 的 ， 即 存 在 
H;: (1*,01*) 一 (M,Zzo) 


使 得 Ho = f，Hi = g. 再 次 由 同 伦 覆盖 性 质 , 存在 Hi 的 提升 


结论 (3 ) 的 证 明 . 铬 巨 存 在 截面 s: M 一 五 则 zs =id: rk(M) 一 TOM) 
从 这 可 推出 
Nx: Tk(E) 一 nk(M) 是 满 同 态 . 


再 由 (4.1.32) 的 正 合 性 可 得 短 正 合 序列 
0 一 Np(F) 一 mk 五) — rk(M)— 0. (4.1.33) 


这 样 便 得 到 直 和 公式 (4.1.26). 定理 证 毕 . 

注 4.4 ”Serre 首先 注意 到 覆盖 同 伦 性 质 . 随后 , Hurewicz 表明 对 所 有 拓扑 空 
间 X, 覆盖 同 伦 性 质 都 成 立 , 而 不 仅仅 是 如 Serre 那样 的 有 限 多 面体 . 此 外 , Serre 也 
发 现 一 些 例子 , 在 那里 CHP 成 立 但 是 局 部 平凡 性 不 成 立 , 即 CHP 与 局 部 平凡 性 并 
非 是 纤维 从 的 等 价 性质 . 于 是 Serre 和 Hurewicz 分 别 将 1.6 节 中 的 纤维 从 概念 推 
广 成 下 面 纤 维 空间 
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Serre 纤维 化 : 设 + : EB 一 M 是 映射 . 独 对 任 有 限 多 面体 X 具有 CHP, 则 
(BE,7T,M) 称 为 是 以 M 为 压 , 7 为 投影 的 纤维 空间 . 

Hurewicz 纤维 化 : 车 对 任意 拓扑 空间 X, 关于 英 射 站 : 五 一 M 具有 CHP, 则 
(BE,7,M) 称 为 一 个 纤维 空间 . 

纤维 空间 的 CHP 可 用 下 面 图 表 来 表达 : 


T b 
J 
1 l F 产 -一 i 
a 
(ZX, 0) Xx /tt ~ M 


4.1.6 ” 直 和 分 解 公式 


根据 同 伦 群 的 正 合 序列 (4.1.18) 和 (4.1.32), 关于 空间 偶 (X, 4) 以 及 拓扑 空间 
XAY 有 如 下 直 和 分 解 定 理 . 

定理 4.4” 令 六 是 一 个 拓扑 空间 , (X, 4) 是 道路 连通 的 空间 偶 . 则 有 下 面 同 
伦 群 的 直 和 分 解 公 式 : 

(1) 否 4 CX 是 收缩 核 ( 即 对 于 包含 映射 i: 4 一 X 存在 上 映射: XX 一 4A 使 
得 gp oi = iqd), 则 有 如 下 公式 


ni(X)= np(A) Dre(X, A), k>2. (4.1.34) 


(2) 若 XX 可 形变 到 4 内 ( 即 有 形变 同 伦 HH : (X,zo) 一 (六,z0), 使 得 Ho = 
id,，H1(X) C 4A), 则 有 公 王 


7 4) 一 TAX) 四 TAX A), k>2. (4.1.35 ) 


(3) 右 A 在 从 中 可 缩 到 一 后 TO0, 如 有 同 伦 H,: (A, To ) 一 (X， Z0 )， U 所 上 世上 
使 得 Ho = id，H1(4) = zo. 则 当 > 2 时 有 


TK( 及， A) = Nk(X)BAr1(Y). (4.1.36) 
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由 yp :i = id, 从 上 面 的 正 合 性 可 推 得 (4.1.34). 
公式 (4.1.35) 的 证 明 . 由 假设 存在 同 伦 


| H, : (x zo) 一 (X,zo)， 使 得 (4.1.37) 
Ho=id: X— X, Hi(A)CX. 
因此 , 对 任 [月 Err(X), hs.([ 月 ) = [Ho 有 Crx(4) 定义 一 个 同 态 
h. : na(X) — Tk(A) 
同 伦 (4.1.37) 意味 着 
i :hs = id: Ang(X) — rr(X), (4.1.38) 
因此 i : zr(4) 一 kg(X) 是 一 个 满 同 态 , 从 而 由 (4.1.18) 可 得 正 合 序列 
0 Agri(X, A) > ni(A) > rp(X)— 0 
由 (4.1.38), 从 上 面 短 正 合 序列 可 推 得 公式 (4.1.35). 
公式 (4.1.36) 的 证 明 . 当 大 > 1 时 显然 包含 同 态 
in : Tv(4) 一 mk(X) 是 零 同 态 . 
因此 有 正 合 序列 
0 一 大 (X) 全 TAR(X A) Ap_1(A) 0， 天 >2. 
为 了 证 明 上 述 序列 是 可 分 裂 的 , 需要 证 明 存 在 同 态 
px : TEL1(A) — rk(X, 4)， (4.1.39) 


使 得 0,p. = id. 令 Z(4) 是 以 4 为 底 的 锥 . 则 4 在 和 中 的 可 绷 同 伦 H;: (4,zo) 一 
(X,zo) 诱 寻 出 一 个 Z(A) 到 XX 的 映射 


H: Z(A)— X, H(t,z) = Hi(z), V(t,7z) € Z(A). (4.1.40) 
由 于 2Z(4) 可 缩 , 由 同 伦 序列 (4.1.18) 可 知 
O, Tk(Z(A),A) 一 Tk_1(A) 


是 一 个 同 构 . 定义 同 态 


其 中 
H,: Tk(Z(A),A) —> nk(X， A), k 远 2 


是 由 (4.1.40) 诱导 的 同 态 . 容易 看 出 o, = 瓦 ,.9-1 是 如 (4.1.39) 那样 满足 8..p, = id 
的 同 态 . 于 是 公式 (4.1.36) 成 立 . 定理 证 毕 . 

令 XY 是 道路 连通 的 拓扑 空间 , XvY 是 XY 在 XnyY=zo 点 的 粘 接 和 . 
容易 看 出 XVY 是 Xxy 的 一 个 子 空间 . 事实 上 , XvVY 与 Xx{zo}U{zo}xY 
同 胚 , 而 显然 X x {zo}U {zo} xY CXxY. 为 此 有 下 面 定理 . 

定理 4.5 令 久 ,YY 与 和 VY 如 上 所 述 . 则 对 大 >2 有 如 下 公式 


nk(XVY)=Arn(X) BAY BrAar(XxXY,XVY). (4.1.41) 


记 娘 :XX 一 XvVY 和 ;,: 一 XVY 是 包含 上 映射, 中: 铸 xY 一 外 与 
忆 : XxY 一 Y 是 投影 . 则 可 构造 同 态 


| nx : TAX XY)— ri(X VY), 
mx ((f ) = J1x: Pi ([f)) 十 J2* - Py.((f)). 


于 是 得 到 
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是 满 同 态 . 由 空间 偶 (X x 了, 铸 vY) 的 正 合 序列 可 得 


OATikr1(X XY XVY)o rt(XVY)— rmm(XxY)—0. 


由 于 之 2 时 xk(XXVY) 是 交换 群 , 故 得 公式 (4.1.41). 定理 证 毕 . 
4.1.7 一些 流 形 的 同 伦 群 


应 用 前 面 介绍 的 正 合 同 伦 序 列 , 我 们 可 以 对 一 些 流 形 的 部 分 同 伦 群 给 予 计 算 . 
同 伦 群 与 同调 群 不 同 , 它 的 计算 问题 是 一 个 困难 的 课题 , 即使 像 球 面 这 样 最 简单 的 
流 形 , 它 的 全 部 同 伦 群 计算 仍 是 一 个 没有 完全 解决 的 问题 .下面 给 出 一 些 例子 

例 4.2 PpP"(n >2) 与 L2"+1(P,Q) 的 同 伦 群 . 我 们 知道 5S" 是 P" 的 覆 达 空 
间 , 即 纤维 所 = {zx, 一 zx) 的 纤维 从 7 : 5" 一 P". 此 外 


us To ) 一 0, vk 之 1. 


从 正 合 序列 (4.1.32) 可 推出 mx(P") = me(5"), 之 2. 由 (4.1.31) 的 一 一 对 应 


hr 


fx : NT1(S™, {zo,—Zzo}, To} 一 TOP ,7Z0)， 


而 Xi(S", {zo, 一 T0}, zo) 仅 有 一 个 非 零 元 素 , 即 在 5S" 中 连接 zo 与 -zo 的 曲线 . 因 
此 有 ma(P2,zo) = Z2. 这 样 得 到 


nk(P") = | | (n > 2). (4.1.42) 


同样 ， G2m 十 ] 也 是 透镜 空间 Lt+1(P, Q) 的 福 进 空间 TT: G2n+l1 > Lt+1(P Q), 其 
纤维 下 = {7z1,… ,zp} 是 952+1 上 的 p 个 把， 类似 于 实 投影 空间 P", 可 以 得 到 
L*"+1(P,Q) 的 同 伦 群 为 


(n 之 1). (4.1.43) 


从 公式 (4.1.42) 和 (4.1.43) 以 及 同 伦 几何 化 性 质 ( 引 理 4.4) 可 以 看 出 ,球面 5" 
的 全 部 同 伦 群 xi(57)(k > 1) 的 计算 对 于 一 般 流 形 同 伦 群 的 计算 具有 全 关 重 要 的 


例 4.3 S"(n = 1,2,4,8) 的 同 伦 群 计算 公式 . 之 所 以 选取 这 些 球面 是 因为 Ri 
是 5S1 的 履 迭 空间 , 而 S2"-1 是 以 57 (n = 2,4,8) 为 底 空 间 的 Hopf 纤维 化 . 前 先 
来 看 51 的 同 伦 群 . 显然 


Tt: RIi—S!, 7(t)=e”"™ 
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是 一 个 纤维 映射 , 其 纤维 为 = {0, 圭 1, 土 2,…}. 取 zo = 0, 则 由 
rk(R',To0)=0, nxp(Fro)=0, Vk>1, 
以 及 正 合 序列 (4.1.32) 可 推 知 rk(S1) = 0, Vk > 2. 再 由 (4.1.31) 
ni(R', 卫 7z0) 一 Xi(M, eo0) 是 一 一 对 应 (eo = (0)). 


而 A (Ri, 了 zo) 与 2Z 一 一 对 应 . 因此 有 x1(S1) = Z. 于 是 有 


Z, k=1, 
(LS ) 一 | ) (4.1.44) 
考察 5” 的 同 伦 群 . 由 Hopf 纤维 化 
ol _ 9 
J 
< 


以 及 (4.1.44), 从 正 合 序列 (4.1.32) 可 得 rp(S3) ~ xk(5?) 对 上 > 3. 而 当 r < 大 时 
9 在 Sr 中 可 绚 ， 故 有 
nr(S*)=0, vr<k. 


由 xi(S53) = 0 (k < 3) 可 推 知 


于 是 得 到 
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此 外 , 再 由 S$ C 5S" 在 5S" 中 可 顷 , 根据 定理 4.4 结论 (3) 有 


Nk(S',S) ApS BAL1(S), k>2. 


于 是 得 到 公式 
Nk(S) = nk(S") 四 Th-1(9 )， 
姑 而 有 
0, l<k<3, 
nk(S’) _ nk_1(S3), 4<k<ob, (4.1.46) 


nk(S') 中 nk_1(S"), k 之 7. 
最 后 考察 53 的 同 伦 群 . Hopf 纤维 化 为 


mk(S ) = nr_1(S"), 8<k<14, (4.1.47) 
TS ) DBAS'), k>15. 


关系 式 (4.1.44)~(4.1.47) 提供 了 5S"(n = 1,2,4,8) 的 同 伦 群 计算 公式 . 
例 4.4 复 投 影 空 间 CP" 的 同 伦 群 . 在 1.1.6 小 节 中 可 以 知道 , 以 51 为 纤维 ， 
CP" 为 底 空 间 的 纤维 从 


此 外 有 


由 于 51，52 + 和 CP" 是 道路 连通 的 , xo(S1),， ro(S2?*+1) 和 xo(CP") 只 有 一 个 
元 素 {0}. 因此 有 m1(CP") = 0. 于 是 得 到 


例 4.5 ” 正 交 群 O(n) 与 SO(n), U(n) 与 SU(n) 的 同 伦 群 之 间 的 关系 . 它们 
之 间 有 如 下 关系 


(4.1.49) 
(4.1.50) 
从 这 个 纤维 从 的 同 伦 序列 
一 TRHi(0S2n+1) o> A (UR) ori(Un+1)) 一 TS 人 HT) 一 ， (4.1.51) 
推出 同 构 


na( UN) raUn+1)), Vk < 2n—1, 
进而 归纳 地 推 得 


Ak(U(N)) TAUN+m)), Vk<2n—-1,mz>1. 
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同 理 , 对 于 正 交 群 的 纤维 映射 
O(n)— O(n+1) 


TO Ti(ON+m)), VE<n—2,m2>1, 
| Nk(U(N)) ri(UN+m)), Vk<2n—1,m2>1 I 
再 由 (4.1.49) 和 (4.1.50) 可 知 
| Nkp(SO(n)) T Ar(SO(N+m)), Vk Sn-2, m2>1, (4.1.53) 
TV) TAIUN+m)), VEk<2n—1, m2>l1 


(4.1.54) 


nk(Vn(CT™m)) =0, Vk < 2n. 
换 句 话说 , 实 的 Stiefel 流 形 Vn(R"+m) 是 n 一 1 连通 的 , 而 Va.(C"+m) 是 2n 连通 
的 . 最 后 , 由 纤维 化 


O(n) = Vn (RT™) U(n) 一 Vn(C"+™) 
! ! 
Cr ( R™+T™) G,, (C+™) 


(4.1.55) 
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4.2 一 些 重 要 性 质 


4.2.1 ” 共 因 元 的 球面 定理 


在 第 2 章 中 已 经 曾 明 了 流 形 共 斩 元 与 同调 群 之 间 的 天 系 . 实际 上 共 辆 元 与 同 
伦 群 也 有 一 定 的 关联 . 特别 是 由 4.1.4 小 节 中 关于 同 伦 群 几何 化 的 基本 性 质 , 再 结 
合 注 2.9 陈述 的 共 轿 元 球面 性 质 , 可 以 在 同调 群 与 同 伦 群 之 间 建 立 菜 种 联系 . 这 就 
是 著名 的 Hurewicz 定理 , 我 们 将 在 4.2.3 小 节 中 介绍 . 现在 将 注 2.9 给 出 的 结果 作 
为 定理 在 这 里 给 了 予 陈述 与 证 明 . 

定理 4.6( 共 斩 元 球面 定理 ) ” 令 M 是 一 个 流 形 , 并 且 记 


k 二 min{fm > 1 T7 是 M 的 mm 维 紧 共 斩 元 } 


则 有 如 下 结论 : 

(1)M 的 所 有 大 维 紧 共 斩 元 一 定 是 同调 球 , 并 且 当 M 是 单 连通 时 ,I* 是 
维 球面 ; 

(2) 若 I* 是 模 -7 下 共 斩 元 , 即 存在 十 1 维 共 斩 元 r*+1 使 得 9n*+? = rT*， 
日 M 单 连 通 , 则 x*+1 一 定 是 如 (4.1.13) 那样 的 7 边缘 盘 ， 

证 明 ”由 假设 , T* 是 M 最 小 维 数 的 非 平凡 共 思 元 ， 因 此, 作为 拓扑 空间 T* 
内 不 含有 任何 维 数 小 于 的 非 平凡 共 斩 元 , 它 满足 条 件 


DT = 0. 


这 说 明 Te 是 M 的 一 个 子 流 形 . 由 流 形 的 下 同调 几何 化 定理 (定理 2.7)， 


Z, q=0,k, 


Ha(T™,Z) 一 | 0 其 他 . 


这 了 吏 表 明 T* 是 一 个 大 维 同调 球 . 
假设 9rk+l = rT*， 如果 mn*+1 不 是 7 边缘 盘 , 则 re+1 中 一 定 含 有 共 斩 偶 
(ci ye+l ii>1l 它们 也 是 M 的 共 斩 元 . 但 是 当 k > 2 时 oi 与 YX+17i 中 必 有 
一 个 维 数 小 于 k, 即 
min {i,k+1—i}<k. 


此 与 定理 假设 矛盾 . 定理 证 毕 . 

实际 上 , 定理 4.6 的 结论 (2) 对 k= 二 1 且 M 是 非 单 连通 情况 也 成 立 . 对 于 带 边 
流 形 M, 也 同样 有 像 定 理 4.6 那样 的 结果 . 下 面 给 出 的 是 市 边 流 形 的 最 小 维 数 共 斩 
元 的 球面 ( 体 ) 定理 . 
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定理 4.7 令 M 是 一 个 带 边 流 形 , 整数 kk > 1 如 定理 3.6. 则 有 下 面 结论 : 

(1) M 的 所 有 大 维 紧 共 轿 元 I* 不 是 同调 球 就 是 同调 盘 ( 即 同调 平凡 的 融 边 紧 
流 形 ), 并 且 当 M 是 单 连通 时 Fe 或 是 球面 或 是 闭 盘 . 

(2) 若 I* 是 模 -r 下 共 思 元 , 即 6x*+1 = rTk mod(9M), 当 M 是 单 连通 时 ， 
Ts+L/retT moM) 是 一 个 边缘 盘 . 

定理 4.7 与 定理 4.6 是 平行 的 两 个 定理 , 这 里 省 去 定理 3.7 的 证 明 . 


4.2.2 xn(S”") 的 计算 与 Hopf 同 伦 分 类 


在 例 4.2 中 看 到 
TO )=0, Vk<n. 


现在 要 求 出 rn(S"). 从 感觉 上 都 知道 , 当 用 一 个 橡皮 鹏 缠 一 个 管子 时 . 如 末 统 了 n 
弹 , 则 不 管 怎 样 形变 它 都 不 可 能 变 为 m 圈 (m 关 n) 的 缠绕 . 这 种 缠绕 在 数学 上 就 
在 映 射 


f: Si 5. 


若 规定 朝 某 个 方向 缠绕 为 正 , 相反 方向 为 负 , 并 且 确定 某 点 zo < 51 在 管子 上 不 动 ， 
则 下 面 对 应 
f 一 十 n, 当 上 在 5! 上 正 向 或 负 向 绕 ”图 


给 出 同 伦 群 ri1(S1) 的 一 个 同 态 


ni1(S, zo) 一 . 


而 n 轿 不 能 变 为 m( 关 n) 圈 的 经 验 告诉 我 们 上 面 对 应 是 一 一 的 . 这 了 就 在 数学 上 产 
生 下 面 同 构 
7l(9 ,2Zo) 一 也 


将 此 经 验 推广 到 一 般 n 维 球面 5S" 上 就 是 下 面 结论 . 
引 理 4.6 ”对 于 nn 维 球面 S57 (n > 1), 有 


rn(S")=2Z. 
证 明 ”我 们 将 证 明 
h: An(S™) ~ Ha(S")=2Z. (4.2.1) 
令 zo € S57 是 一 个 基 扩 , 则 恒 等 映 射 


id : (S™, zx0) — (S™, x0), (4.2.2) 
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其 同 伦 类 [及 | 是 x (57) 的 一 个 生成 元 , 及 ~ id. 显然 有 的 诱导 同 态 
fi : Hn(S") 一 Hn(S") 满 足 有 .([S"]) = [S”]， 


这 里 [S"] 是 Hi,(S") 的 基本 类 . 由 定义 可 知 下 面 的 和 


其 代表 元 f : S57 一 Sn" 的 像 大 (S") 将 Sn 保定 向 地 有 覆盖 次 , 见 图 4.1 和 图 4.2， 
而 大 (S") 将 Sm 反 定 问 地 才 盖 & 次 , 其 中 [及] 是 [及] 的 他 元 队 . 这 表明 fi 和 ff 
的 诱 寻 同 态 


具有 性 质 


fex(lS"]) = —kIS (4.2.3) 


为 了 证 明 h 的 单一 性 , 只 需 证 明 对 任何 映射 
f: (Sn zo) 一 (Sm zo), (4.2.4) 


若 f([S"]) = [S"m], 则 f 与 (4.2.2) 的 恒 等 映射 同 伦 : f 和 ~ id. 
关于 n 采用 归纳 法 来 证 . 当 n = 1 时 , 这 样 的 f 等 价 于 映射, 见 图 4.6， 


| f: [0,1] — [0,1], 
f(0) =0, f(1)=1, 


其 中 z=0 与 =1 视 为 同一 点 , 并 且 zo = 0. 
显然 伦 移 H(z) = 好 十 (1 =- 力 fz) 给 出 一 个 同 伦 f ~ id, 满足 
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Hi: |0,1|—|0,1l, OO<t<1, z=0~>z=1, 


.0 .0 
Hi(0)=0, Hi(1)=1, 
J4 现在 假设 对 n > 1 结论 成 立 , 即 对 任意 映射 
(4.2.4) 当 f(5"7) 覆盖 97 一 次 时 , 则 /~ id. 需要 证 
m=0 yz 明 该 结论 对 n 十 1 也 成 立 . 此 时 f 等 价 于 将 n+1 维 


图 4.6 f(5!) 覆盖 5' 一 次 , 且 ”单位 闭 盘 Dn+1 映 到 Dn+l 保持 边界 S" = 9Dn+il 
f 能 形变 到 对 角 线 上 , 即 f 之 id 上 映 到 9Dn+l 上 , 并 且 和 覆盖 一 次 ， 


| f:D™ oD™ (4.2.5) 
flapr+1: OD™™ 一 0D” (= 5"), HBf,([S")) = [5"]. 
由 归纳 假设 , 存在 同 伦 
| F: 9Dn+l 一 9Dn+l(= 957) ‘4.2.6) 
Fo= flaprt1, 人 f=id 


此 外 , 柱 体 D*+1 x 了 的 边界 部 分 | | = 9D?+1 x TU D"+1 x {0} 是 D"*+1 x 了 的 收 
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即 f 与 Hi 同 伦 . 由 于  : Dr+l 一 Dr+l 在 边界 9D"+! 上 是 恒 等 的 , 故 可 作 
同 伦 
H:=tid+(1 -tHi: Dt 一 万 "+ 


于 是 得 到 
f ~ Hi, 万 | id. 


因此 有 /~ id. 同 构 关系 (4.2.1) 得 证 . 证 明 完 毕 . 

在 上 面 的 证 明 过 程 中 , 实质 上 已 应 用 了 一 个 重要 的 概念 : 映射 度 . 它 最 初 是 由 
Brouwer 在 1912 年 引入 的 , 现在 通常 称 之 为 Brouwer 度 , 分 析 中 的 拓扑 度 理论 正 是 
从 这 产生 出 来 . 其 定义 如 下 . 

定义 4.5 ” 令 f: 5" 一 5S" 是 一 个 映射 ,n>1, [5"] 是 Hn(5"7) 的 生成 元 . 寿 
f 诱导 的 同 态 f, : Hn(5") 一 Hn(S"7) 产生 


fi([S™])= KIS"|, kez, 


则 整数 称 为 f 的 上 映射 度 , 记 为 deg (f)=. 
由 引 理 2.2, 映射 度 是 同 伦 不 变 的 , 即 若 f ~g : S57 一 S", 则 有 deg (f) = 
deg (9). 换 句 话说 [有 一 deg (f) 是 单 值 对 应 


满足 deg(f) = deg(g), Vzxo, Vyo € S", 则 一 定 有 了 ~ g. 这 就 产生 出 下 面 的 Hopf 球 
面 同 伦 分 类 定理 . 

定理 4.8 ” 令 f,g: 5" 一 5S" 是 两 个 映射 ,n>1. 则 之 g: 5" 一 5" 的 充 
分 必要 条 件 是 deg (f) = deg (9g). 

映射 度 还 有 下 面 几 个 基本 性 质 : 

(1) 乘积 性 质 : 右 f,9: S* 一 S”™, 则 


deg (f 0° 9) = deg (f): deg (9). 
(2) 车 f: 5S" 一 S" 同 伦 于 常 值 映射 , 则 


deg (f)=0. 
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(3) 对 于 恒 等 映射 id: S" 一 S"” 有 
deg (id) = 1. 
(4) 关于 对 径 映 射 h(x) = 一 x, 有 
deg (h) = (一 1)”” ， 
即 当 n= 奇数 时 , 对 径 映 射 疡 是 保定 加 的 , 当 n= 偶数 时 , 六 是 反 定 同 的 . 


4.2.3 Hurewicz 定理 


Hurewicz 定理 是 同 伦 论 中 最 重要 的 定理 之 一 , 它 主 要 是 在 同 伦 群 与 同调 群 之 
闻 建 立 联系 , 是 计算 同 伦 群 的 一 个 有 力 工具 . 该 定理 陈述 如 下 . 

定理 4.9(Hurewicz 定理 )” 令 XX 是 一 个 拓扑 空间 , 4 C X 为 子 空 间 . 则 下 面 
结论 成 并 : 

(1) 车 XX 是 (k 一 1) 连通 空间 ,k > 2, 则 有 同 构 


Tk(X) ed Hx(X, 2Z). 


(2) 者 空间 偶 (X, 4) 是 (k 一 1) 连通 的 (k > 3), 即 xi(X,A)==0, 对 1<ig<k-1， 
则 有 同 构 
nik(X,A) ~ Hi(X, A,Z). 


证 明 “共和 斩 元 的 球面 定理 (定理 4.6 和 定理 4.7) 能 够 很 好 地 帮助 我 们 理解 该 
定理 的 本 质 . 实际 上 , 由 同 伦 群 的 几何 化 表示 可 以 看 到 , 拓扑 空间 X 中 只 有 同 伦 
球 , 如 球面 、 实 投影 空间 、 透 镜 空间 等 这 样 的 在 X 中 不 可 缩 子 空间 才 可 能 对 A(X) 
有 所 贡献 .特别 是 X 中 不 可 缩 的 球面 子 空间 S*, 它 对 rk( 关 ) 一 定 有 页 献 . 而 共 
斩 元 球面 定理 告诉 我 们 流 形 X 中 最 小 维 数 的 不 可 缩 共 斩 元 一 定 是 球面 (拓扑 空间 
也 是 如 此 ). 这 些 球面 即 是 rk(X) 的 生成 元 , 也 是 大 (X,Z) 的 生成 元 . 这 就 产生 了 
Hurewicz 定理 . 下 面 应 用 定理 4.6 和 定理 4.7 来 证 明 该 定理 . 

这 里 只 考虑 X 是 一 个 流 形 的 情况 . 令 X 的 所 有 维 共 斩 元 为 


1 1 ,1,, 沁 0 ,Dg,) 


其 中 Ti (1 < j < m) 是 自由 共 斩 元 , 又 , (1 < i < 7) 是 模 -gq; 下 共 斩 元 . 由 假设 X 
是 (k 一 1) 连通 的 , 因此 X 没有 维 数 小 于 大 的 非 平凡 共 轿 元 . 再 由 定理 4.6 可 知 工 ; 
和 ,都 是 在 X 中 不 可 缩 的 K 维 球面 . 

由 同调 几何 化 定理 (定理 2.7)， 


Hi(X,2Z) = QT ,Tm} Di1 Zo {Yq 
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此 外 由 引 理 4.4, 每 个 上 维 球面 T; 和 刀 , 都 是 rk(X) 的 生成 元 , 并 且 由 结论 (5) 可 
知 


nk(X) 一 ZAT1, ~ ,Lm } Di-1 Zq, { 2q;}- 


因此 有 
nk(X) 全 Hx(X, 2Z). 


这 就 是 Hurewicz 定理 的 结论 (1). 注意 , 引 理 4.4(5) 已 应 用 了 基本 性 质 3.5. 

关于 结论 (2) 其 原理 与 结论 (1) 是 一 样 的 . 只 是 这 里 的 共 白 元 Ti， 马 ,或 是 
维 球面 , 或 是 边界 在 9X 上 的 维 闭 盘 . 然后 再 由 定理 3.7 与 相对 同调 的 几何 化 定 
理 (定理 2.24) 便 可 推出 结论 (2). 定理 证 毕 

注 4.5 ”对 于 一 般 道 路 连通 空间 X 以 及 空间 偶 (X, 4), 因为 基本 群 zi (XX) 和 
相对 同 伦 群 rz(X, 4) 一 般 情况 下 是 不 可 交换 的 , 因此 关于 它们 的 Hurewicz 定理 表 
达 形 式 与 定理 4.9 是 不 一 样 的 . 关于 zi(X) 与 Hi(XX) 的 关系 放 在 下 一 小 节 中 介绍 ， 
而 关于 rz(X, 4) 有 如 下 同 构 : 


no(X,A) 
i2o(X,A) 


其 中 7t2( 闵 ， A) 是 T2( 及， A) 的 正规 子 群 ( 即 对 任 0 € 2 ( 从， A), 了 Et T2 (入 ， A) 有 
YY! Ei2(X,A), 或 (y+o 一)) E72(X,A4)), 它 定义 为 


H,(X, A,Z) 一 


这 里 mn, : Yo(X,4) ~ me(X 4) 是 由 7 € mi(4) 产生 的 在 rz(X, 4) 上 作用 , 关于 
m1(4) 在 rk(X,4) 上 的 作用 概念 可 参见 4.3.2 小 市 . 

下 面 给 出 的 例子 表明 定理 4.9 的 应 用 . 

例 4.7 计算 S*v Sm 的 同 伦 群 , 这 里 n,m > 2. 由 公式 (4.1.41)， 


TO VO)=A(") BAH) BAgt1(S XI, VO). 


容易 看 出 S"” x Sm 和 S" v Sm 都 是 单 连 通 的 . 此 外 有 
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即 除了 =n+m 外 , Hi(S"V Sm) 与 Hi(S"m x Sm) 同 构 , 它们 的 生成 元 相同 . 
此 包含 映射 i: S"™ Vv Sm 一 95" x Sm 诱导 出 同 构 

ix: Hr(S” x S™)Hi(S*VS™), Vk@AzAn+t+m. 
再 由 同调 序列 


—» Hi(S*V S™) = Hi(S™ x S™) — Hi(S™ x S™,S™YV S™) 
一 Hr_i(S” VI) 万 109 x 5) oO.…, 


Hir(S” xS™,S Veo)=0, VkA#An+m, 
Hnrim(S” Xx SS™,S"VS™)= Hm(S xS")=Z. 


再 由 (S"™ x Sm, Sm™ vy Sm) 是 单 连 通 , 以 及 定理 4.9 可 推 得 


再 由 (4.2.7) 得 到 
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将 证 明 它 对 也 成 立 由 (4.1.41) 有 
Nk(KXr_1V SI")= nr(Xr1) BAR(I) BAjgL1(I" x Xr_1, Xr). (4.2.9) 


由 同调 序列 可 算出 


0, k < 2n, 


Hr(S™ X Xr_1, Xr ) 一 
万 (97 X Xr_1)，; k = 2n. 


再 由 (S57 x XX._1, XX+) 的 单 连通 性 及 定理 3.9 可 得 


根据 归纳 假设 , 从 (4.2.9) 和 (4.2.10) 立即 推 得 (4.2.8). 
4.2.4 ”基本 群 的 性 质 


基本 群 就 是 一 维 同 伦 群 x (X), 它 与 n > 2 维 同 伦 群 的 一 个 本 质 差别 就 是 
ni() 在 一 般 情况 下 是 不 可 交换 的 . 这 就 使 得 基本 群 在 许多 方面 具有 独特 性 质 . 例 
如 , 道路 连通 拓扑 空间 的 Hurewicz 定理 与 单 连通 的 情形 在 表述 形式 上 是 不 一 样 的 ， 
此 外 , 关于 一 维 同 伦 群 的 Van Kampen 定理 不 能 够 推广 到 高 维 同 伦 群 上 等 . 这 一 小 
节 专 门 讨论 基本 群 的 性 质 . 

从 一 个 例子 出 发 来 考察 基本 和 群 的 不 可 交换 性 是 如 何 产生 的 以 及 它 对 群 结构 的 
影响 . 图 4.7(a) 是 一 个 轮胎 面 T?, 而 (b) 是 7T2 挖 去 一 个 开盘 D2? 的 拓扑 空间 

2 -D2 那里 zo 为 基 凡 . 


0 1 0 0 0 

- 2 ” | 

.0 万 20 .0 万 .0 
(a) (b) 


图 4.7 Li = S' 是 纬度 圈 , 5L2。 = 9 是 经 度 图 


从 直观 上 很 容易 看 出 , 在 72 中 的 纬度 圈 L; 与 经 度 轿 L2 是 72 的 一 维 同 伦 表 
示 , 它们 构成 mi(72) 的 生成 元 基 . 当 7? 控 去 一 个 开盘 D? 后 , T? -- D? 中 似乎 多 
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出 一 个 圆圈 9D? = 5S1. 然而 细心 观察 可 以 发 现 9D? 与 图 4.7(b) 中 的 工 是 同 伦 的 ， 
而 工 = i 十 Lo 一 LL 一 Lo, 或 等 价 地 同 乘法 表示 可 写成 


- OD*=L=Li:L:.Li*.L;.. 


这 说 明 T? - D? 与 7T? 相 比 较 , 基本 群 的 生成 元 没有 增加 . 但 是 群 结构 发 生 了 变化 . 
这 主要 表现 在 圆圈 L 的 可 缩 性 方面 . 在 7T? 中 , 图 4.7(a) 显示 出 工 可 缩 到 zo 点 上 ， 
然而 在 T? -- D? 中 工 是 不 可 缩 的 . 这 个 现象 用 数学 的 术语 说 就 是 在 ri(7T?) 中 工 i 
与 也 ?( 或 等 价 地 与 Ls!') 是 可 交换 的 , 即 


L=Li:L2:Li!l:L! =Li:Li1: L123! =1, 在 m(7?) 中 ， 
而 在 ri(72 一 站) 中 工 与 Lz 是 不 可 交换 的 ， 
L= LL2.Li :LL2 关 1， 在 m(T 一 忆 ) 中 ， 


Bp Lo2.L7  #Li :LL,. 
继续 用 这 个 例子 来 考察 可 交换 性 与 不 可 交换 性 对 群 结构 方面 市 来 的 差 开 . 上 面 
已 经 分 析 了 , mm (7T?) 与 mi(T? 一 DD?) 的 生成 元 是 一 样 的 , 它们 是 L! 和 Lo. 但 是 在 
m1(T?) 中 工 i 与 L2 是 可 交换 的 , 而 在 mi(T? 一 D2?) 中 它们 不 可 交换 . 这 使 得 x1(T?*) 
可 表达 成 如 下 形式 
ni(T”) ={L7 :LL2 | n,m eZ 
= {nLi 十 mLz| nme2Z (或 等 价 地 采用 加 法 群 时 ) 
ZPDZ. (4.2.11) 


而 m1(7* 一 DD) 的 表达 式 为 


ri(T2 一 站)={ai:a2… Qk| Qi 是 世 ,L2,L71,L> :的 某 一 元 } 
= {Ql 十 Q2 十 …… 十 Qk | k > 1, oi 为 了 1) 卫 2， —L 上 i, 一 L2 之 一 } 
(等 价 地 采用 加 法 时 ). 


换 句 话说 , 由 于 Li L2,L7!, Lz!( 或 土 L1, 土 L2) 是 不 可 交换 , 基本 群 mj(T? -~ D?) 是 
由 所 有 这 四 个 元 素 的 有 限 次 乘积 (和 ) 组 成 的 群 . 它 也 可 等 价 地 表达 为 下 面 形式 


ni(T? — D2)={L7 LL7 Li ki € Z, ji = 1,2, m > 1} 


= (> kiL;j| ki € 2Z, fi=1,2,m > 1 (采用 加 法 时 ).，(4.2.12) 
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对 照 (3.2.11) 和 (3.2.12) 可 知 , ri(T2) 与 m2(T? 一 D?) 之 间 的 关系 为 


一 {(k(L1i 十 Lz 一 Li 一 L2)| ke€Z} (采用 加 法 时 ) (4.2.14) 


从 (4.2.14) 可 以 看 出 x*(T? - D2) ~ 2 它 的 元 素 (ZiZ27ZT DZ )* 的 几何 意义 是 转 
着 9D? 绕 了 大 图 的 5S1, 当 k > 0 时 为 反 时 针 缠 绕 , 当 k < 0 时 为 正 时 针 缠绕 . 特 
别 地 ， 

LiLoLi LL; =0$ LiL = LoLi. 


并 且 从 几何 上 看 , LiL2L7!L2! = 0 意味 着 用 二 维 盘 D? 将 72 - D? 的 洞 补 上 使 得 
LiL2L7'L> 这 个 圆圈 变 得 可 缩 到 一 点 . 这 就 是 为 什么 有 (4.2.13) 同 构 关系 的 原因 . 
从 (4.2.11) 可 以 看 到 


Ti(T*) ~ Hi(T*,2Z) ~ Hi(T* — D’,Z2). 
再 由 (4.2.13) 可 得 到 
Hi(T?— DD?,Z) ~ mn(T?— DD)/r*(T* — D’). (4.2,15) 


公式 (4.2.15) 对 于 一 般 道 路 连通 的 拓扑 空间 也 成 立 ， 这 就 是 关于 基本 和 群 的 
Hurewicz 定理 . 下 面 介 绍 该 定理 . 
令 {A1,… ,Am，Bo,,… , Bo} 是 ri(X) 的 生成 元 基 , 其 中 4; 在 mi(X) 中 是 
无 穷 循 环 的 , 而 Bo 是 gq; 阶 有 限 循环 的 , 即 
D:DBL Dy DB.… Bo,, 当 Ta(X) 可 交换 ， 
mi(X) = (4.2.16) 
| 所 有 4; 与 B。 的 有 限 和 (或 积 )， 当 mi (XX) 不 可 交换 . 


令 好 (X) 是 mn( 义 ) 的 子 群 , 定义 为 


nA*( 针 ) 称 为 ri(X) 的 换 位 子 群 , 显然 有 如 下 性 质 : 
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( 

( 
aA—BEni( 

(3) z* (了) 是 zi( OE X)/mi(X) 是 一 个 可 交换 群 (Abel 
群 ). 

下 面 就 是 关于 违 路 连通 拓扑 空间 的 Hurewicz 定理 . 

定理 4.10 令 久 是 一 个 道路 连通 的 拓扑 空间 , 则 有 如 下 同 构 关系 


Hi(X,2Z) 和 nn(X)/T(X). 


证 明 从 (4.2.16) 和 (4.2.17) 可 以 看 到 x1(X) 的 生成 元 与 商 群 mi(X)/m?(X) 
的 生成 元 是 一 一 对 应 , 并 且 对 应 的 生成 元 循环 阶 数 相 等 , 即 


A; [Ajl, A; Em(X), [Aj]l Em(X)/ni(X), 
2 也 DB。 C T1 (入 )， Po C Ti1(XX)/ri(X). (4.2.18) 


此 外 , 由 定理 3.6, x(X) 的 生成 元 与 Hi(X,Z) 的 生成 元 也 是 一 一 对 应 , 并 且 对 应 
生成 元 循环 阶 数 相等 : 


Aj oO Ajln, A; E TI1(AX )， [AjlH E Hi(X,Z2), 
Bi, © [BE Em(X), [Balny € Hi(X,2). 


上 面 两 组 生成 元 的 一 一 对 应 产生 两 个 Abel 群 Hi(X,2Z) 写 m(X)/7mi(X) 
元 的 一 一 对 应 . 这 就 导致 定理 4.10 的 同 构 . 定理 证 毕 . 


作为 这 一 小 节 的 结束 , 最 后 简要 地 介绍 分 解 的 拓扑 空间 X = Xi UX 基本 和 群 
的 Van Kampen 和 定理. 


在 (4.2.16) 中 已 看 到 , 对 任意 拓扑 空间 X, 基本 群 m(X) 是 由 可 数 个 具有 有 
限 或 无 限 循 环 阶 数 的 生成 元 {a1, a2,…} 进行 自由 乘积 所 生成 的 群 . 将 (4.2.16) 简 
记 为 
T1(X ) 一 AMf(aQl,Q2，……). 


令 拓扑 空间 Y 的 基本 群 mi(Y) 生成 元 基 为 {B81, 62,…}, 则 定义 ma(X) 与 (7Y) 的 
自由 乘积 为 
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道路 连通 的 开 集 ， 则 | A1( 六 ) 是 A1 (X11) 与 Nn1(X2) 的 目 由 乘积 A1(X1) * T2 ( 汪 2) 中 将 
Ti (Xi 首义 >) 中 元 到 按 等 价 关 系 


所 作 的 商 群 , 其 中 各: Xi 一 X 和 加: Xs 一 久 为 包含 映射 

更 严格 地 , Van Kampen 定理 可 表述 如 下 . 

定理 4.11 令 久 = XiUX。 是 一 个 拓扑 空间 , Xi1, 义 2, Xi 阁 Xs( 寺 2) 是 道路 
jk : Xk 一半 (k 二 1,2) 是 包含 映射 , zo € XinmX2. 则 关于 XX 的 基 


AXA1( 义 ， Z0 ) 一 Nn1(X1, To) 水 ni(X2, To)/G, 


其 中 G 是 由 {ij(Q) :iz(a-!)| a € xi(X1i 阁 Xo, x0)} 生成 的 正规 子 群 . 

注 4.6 ”者 在 X = Xi UX 中 子 集 X1, XX。 和 Xin 阁 Xs( 关 2) 都 是 财 集 , 并 且 
XimXs 在 它 的 一 个 开 邻 域 中 是 强 形变 收缩 核 , 则 定理 4.11 仍然 有 有效. 由 此 绑 果 可 
推 得 公式 

ni(XVY)=m(X)* 51(Y), 


其 中 X 和 Y 是 道路 连通 的 拓扑 空间 . 
4.2.5 Whitehead 乘积 


在 2.3.4 小 节 中 看 到 , 同调 群 之 间 存 在 着 一 种 乘积 结构 , 这 种 乘积 在 本 质 上 是 
共 恩 元 对 偶 积 在 同调 群 中 的 体现 . 在 同 伦 群 中 共 斩 元 的 对 偶 积 没有 起 到 作用 ， 然 
而 ，Whitehead 仍然 在 同 伦 群 上 发 现 了 一 种 乘积 运算 ， 它 本 质 上 是 由 球面 拓扑 结构 
决定 的 . 下 面 束 介绍 这 个 运算 . 

令 [f] € mn(X), [ge rm(X), 则 


在 另 一 方面 , 我 们 知道 一 个 维 球面 5S* 是 将 上 维 开盘 D* 将 其 边 寞 视 为 一 上 后 po 
所 成 的 空间 , 可 表达 为 
S* = D* U {po}. (4.2.20) 


于 是 5S" x Sm™ 可 表示 为 


S™ x S™= DT™UD"UD™U {po}, (4.2.21) 


其 中 D*+m = Dn x D™ 是 一 个 n+ 十 m 维 开盘 . 表达 式 中 的 四 个 开盘 D"*+™m, D", D™ 
和 Do? = {po} 称 为 CW 复 形 S" x Sm 的 四 个 胞 腔 , 关于 CW 复 形 的 概念 将 在 后 


.306. | 第 4 章 同 伦 论 
面 3.4 节 中 给 予定 义 . 可 以 看 到 , 在 (4.2.21) 中 子 集 D*U DmU {po} 与 S"v Sm 同 
胚 , 它 是 由 6D"*+m 按 下 面 方式 导出 


OD™t™ OD" x DT™ UD?" x OD™ 
二 SmVyS" (将 6D" 与 9D™ 视 为 基 所 po, 再 由 (4.2.20)). (4.2.22) 


由 (4.2.22), 很 目 然 地 可 产生 一 个 映射 


D : Sn+m-l -Sn V Sm， (Sn+m-1 一 BDn+m)， (4.2.23) 
使 得 
OOD X OD"™) 一 D0. 


映射 (4.2.23) 是 定义 Whitehead 乘积 的 关键 . 令 [有 Enn(X), [9le nm(X), 则 
Whitehead 积 


是 由 下 面 映射 决定 


由 (4.2.24) 和 (4.2.25) 定义 的 Whitehead 积 只 是 一 个 乘积 , 与 同调 群 的 乘积 不 
同 , 它 没 有 单位 元 . 因而 同 伦 群 没有 环 结构 . 但 是 它 有 以 下 性 质 : 
(1) 满足 分 配 律 . 对 任 [f1], [fz] € rn(X),[9] se rm(X) 有 


fx lg =(-1"™ (lg) x (Lf) (4.2.26) 
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该 性 质 是 由 正 交 变换 
A: R” x R™— R™ x R" 


造成 , 此 时 det 4 = (--1)*™, 并 且 


Gm 二 mm 一 ] 4 omt+n—l + Om V On 


满足 [ol = (一 1)*m|p o 4]. 再 由 (4.2.24) 和 (4.2.25) 便 得 到 (4.2.26). 
(4) 乘积 的 往 环 性 质 . 令 [ 力 ， 9| 如 上 ， Ih| 二 Tk(X), n,m,k > 1. 则 | 


(—1)™*(([f] x [9]) x [A]) + (—1)™™(([9] x [A]) x 四) 
+ (-1)°™(([h] x [f]) x [9]) = 0. 


该 性 质 需 要 较 多 的 演算 , 这 里 省 去 证 明 . 
(5) 独 [有 1, [9] sm) 则 


fx[9=[f:9:f :9 (4.2.27) 


这 个 表达 式 关 于 Whitchead 乘积 的 几何 意义 提供 了 比较 清晰 的 解释 . 实际 上 , 对 于 
n 二 m 二 1 的 情况 , 由 (4.2.22) 和 (4.2.23) 定义 的 映射 o 可 由 图 4.8 给 出 , 在 那里 
p: 0D? 一 LiV Ls (S11Vv 5S1) 满足 


p(8D2) = Li1:L2:Li :LL . 


Do Do 
Do S'v D1! 
po [b=5! po 万 
图 4.8 
注意 到 
fl =f, fli=f), 
9| 工 ， 一 9) 9|7>: 一 9 ， 
得 到 
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4.2.6 ”三 联 组 同 伦 群 


同 伦 群 与 同调 群 之 间 有 许多 差异 , 其 中 一 个 重要 差异 是 在 同调 群 上 成 立 的 切除 
性 质 对 于 同 伦 群 来 讲 一 般 不 成 立 . 用 一 个 例子 来 说 明 问 题 . 
例 4.9 33 与 9(D? x D?) 是 同 胚 的 , 表示 为 


Ss =0D’x DUD’*x0D’*=AUB, 
其 中 A = 8D? x D? 与 B= D? x 9D? 都 是 实心 轮胎 体 . 而 
T*= ANB = 0D’° x 0D’ 
是 轮胎 面 . 考虑 下 面 正 合 序 列 
Aa(A) — na(53) 一 ma(S3, 4) — re(A) — 
由 rk(4) = rk(S1) = 0, Vk > 2, 从 上 述 序列 可 推出 
na(S°,A) na(S°)=. (4.2.28) 


另 一 方面 ,在 4 中 再 取 一 个 开 的 实心 轮胎 R cc 4, 使 得 T? 是 4A -RR 的 形变 收缩 
核 . 因此 有 


再 由 正 合 序列 
一 Ta( 4 一 尺 ) 一 Ts(95 一 民 ) 一 Ta(9 RA- RD TA R)— 


可 知 
na(S — R,A— R)=0. (4.2.29) 


对 照 (4.2.28) 和 (4.2.29) 可 发 现 包含 映射 i : (53 -RR, A 一 R) 一 (53,4) 并 不 导出 
rs(93, 4) 与 x3(53 一 R,A 一 RR) 之 间 的 同 构 . 因此 切除 定理 对 同 伦 群 一 般 不 成 立 . 
该 例子 取 目 文献 [15]. 
为 了 考虑 切除 定理 在 同 伦 群 中 成 立 的 条 件 , Blakers 和 Massey 在 文献 [3] 中 提 
出 了 三 联 组 同 伦 群 的 概念 , 并 建立 了 相应 的 三 联 组 同 伦 正 合 序列 . 下 面 就 介绍 这 一 
令 X 是 道路 连通 的 拓扑 空间 , 4, B 是 X 的 两 个 子 空间 , 使 得 


X=AUB, roE€E ANMB (#0). 
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空间 组 (X, A, B) 就 叫做 三 联 组 关于 这 个 三 联 组 可 定义 同 伦 群 如 下 . 对 于 一 个 n 
维 单 位 闭 盘 D"( 也 是 ” 维 实心 球体 ), 记 


定义 4.6 ”下 面 的 集合 称 为 是 (X, 4, B) 的 三 联 组 同 伦 群 
nk(X, A, B, xo) = {[f]| f :(D",S® ,Ss ,po) 一 (X, A, B, x0)}, 
其 中 [fj 表 映 射 f 的 同 伦 类 ,kk > 3, 其 加 法 运算 定义 为 


foh:(z), 2 ED”', 


f+ 9)(2) = | goh_(z), zeED", 


这 里 hi :DY 一 D7 满足 hi(D?) = D", hi4(D? ND?)= po. 
三 联 组 同 伦 群 的 一 个 等 价 定义 为 


Nk(X, A,B, zo) 一 { 用 三: CU (X, A, B, x0)}, 


其 中 大 > 3 1m"! 和 J"*-! 如 (3.1.9), 而 


的 同 伦 类 组 成 的 集合 , 它 不 是 一 个 群 
”同样 地 ， 三 联 组 同 伦 群 与 基点 zo e A B 的 选取 无 关 , 并 且 当 有 > 4 时 


nk( 六 ,A,B) 是 一 个 交换 群 . 
引入 三 联 组 同 伦 群 的 目的 就 是 要 在 下 面 三 个 同 伦 群 之 间 建 立正 合 序列 


nk(A, ANMB), Tr(X,B), nr(X,A,B). 


为 此 , 首先 需要 在 它们 之 间 找 到 相应 的 同 态 . 
(1) 显然 , 包含 映射 1: (4,4mnB) 一 (X,B) 诱导 出 对 应 


is : Tk(A, ANB)— rr(X, B). (4.2.30) 
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当 k > 2 时 , i 是 群 同 态 . 
(2) 令 [f] € rr(X, B), k > 2, 则 


然后 定义 对 应 


jx: Tk(X, B) 一 rr(X, A,B) (4.2.31) 
为 ji.([f]) = [fo yl]. 当 上 >> 3 时, j 为 群 同 态 . 
(3) 令 [f] €e rp(X, A,B), k > 2. 则 
f: (D®,SY? ,SS ,po) — (X, A, B, x0). 
显然 , 对 于 5*"? = S+ mnS- ,限制 映射 FF = fs:-: 满足 
F: (S* 1,S* ?2,p0) — (A,ANM B, zo). 


于 是 可 以 定义 对 应 
0,: rk(X, A,B) — rp_1(A,ANB) (4.2.32) 


为 9.([ 有 ]) = [下 . 该 对 应 当 k& > 3 时 为 群 同 态 . 
建立 了 上 述 映 射 后 , 就 可 以 介绍 关于 三 联 组 (X, 4, B) 的 同 伦 群 正 合 序 列 如 下 ， 
从 该 定理 可 以 得 到 切除 定理 成 立 的 条 件 . 
定理 4.12 令 铸 = AUB 是 道路 连通 的 拓扑 空间 , 4ANnB 头 儿 . 对 于 三 联 组 
空间 (X, 4A, B), 下 面 两 个 正 合 序 列 是 正 合 的 : 
一 AXAk+1(X, A, 2 2 nk(A,AN B) 2 xk(X, 万) 一 ， 
— rk(X, A, B) 一 ， .7 ra(X, A, B) 一 Ti(4 ANMB,) 


2 ri(X, B), (4.2.33) 


其 中 i, 访 ,0 分 别 是 由 (4.2.30),(4.2.31) 和 (4.2.32) 定义 的 同 态 . 同 伦 序列 (4.2.33) 
称 为 是 第 一 个 正 合同 伦 序 列 . 第 二 个 正 合 序列 为 

-TH1(X A, B) 全 ni(B, ANB) -二 np(X, A) 

2 rp (X, A, B) 2... — no(X, A, B) — 

ni(B, ANB) — n(xX, B). (4.2.34) 
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两 个 正 合 序列 从 道路 空间 的 角度 看 是 相对 同 伦 序列 正 合 性 的 直接 推论 . 关于 这 
一 点 可 参见 下 一 小 节 的 内 容 . 关于 (4.2.33) 和 (4.2.34) 正 合 性 的 本 质 基本 上 是 与 相 
对 同 伦 序列 是 一 样 的 . 定理 4.2 的 证 明 过 程 正 是 对 这 些 同 伦 正 合 性 实质 的 揭示 . 

从 (4.2.33) 和 (4.2.34) 的 正 合 性 立即 推出 下 面 的 同 伦 切除 定理 . 

定理 4.13( 同 伦 切 除 性 ) “对 于 空间 X = AUB 及 ANB 郑 %, 包含 映射 
i: (A, ANnB) 一 (X,B) 诱导 出 同 构 


iy : ri(A, ANB) — rr(X,B) 


的 序 要 条 件 是 nk(X, A, B)=0, k>3kR jxX,A,B)=0. 
4.2.7 ”道路 空间 QAX(A, B) 上 的 同 伦 群 


令 X 是 一 个 拓扑 空间 , A, B Cc X 是 它 的 两 个 非 空 子 集 . 为 了 研究 X 上 的 同 
伦 群 , 引入 X 上 的 连结 4 和 B 的 道路 空间 经 常 是 方便 的 . 关于 三 联 组 (X, 4, B)， 
定义 道路 空间 QX(A,B) 为 X 中 起 点 和 终点 分 别 落 在 A 和 B 中 的 所 有 过 路 的 全 
体 集合 


AX(A,B)={f:00,1— X| f(0) € A, fl(1) e BY}. 


QX(4,B) 的 拓扑 是 由 下 面 定义 的 开 和 集 构 成 , O C QX(A, B) 被 定义 为 是 一 个 开 集 ， 
若 对 一 给 定 的 紧 集 K c [0,1] 和 一 个 开 集 U C X 使 得 


O= {feNX(A,B) f(K) CUY. 


若 4 = zo 是 一 个 基点 , B = X 是 整个 空间 , 则 QX(4, B) 称 为 以 zo 为 起 后 的 道路 
空间 , 简 记 为 
PX = NX(ro, X) = {Ff :0,1 — X| f(0) = zol 


特别 地 , 若 4 二 B 二 zo, 则 QX(4, B) 称 为 是 以 zo 为 基点 的 环 路 空间 , 记 为 
AX = {f:[0,1 — X| f(0) = f(1) = zo}. 


道路 空间 PX 与 环 路 空间 QX 之 间 是 纤维 从 与 纤维 的 关系 , 即 PX 是 以 多 为 
底 空 间 , QX 为 纤维 的 纤维 从 . 要 表明 这 一 点 , 从 一 个 投影 


Tn: PX—X (4.2.35) 


开始 , 这 里 r 的 值 是 由 f € PX 的 端点 定义 的 , 即 x(f) = f(1)， 因 此 对 任 一 扣 
x € X, 7-!(z) 是 连结 zo 到 z 的 道路 空间 


nT (7) = NX(xo, 7). 
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容易 推出 , 当 X 是 道路 连通 时 , 对 任 zeX 有 
NX (zo0,7) 0X. (4.2.36) 


是 同 伦 等 价 . 事实 上 , 从 图 4.9 可 以 得 到 , 当 y 沿 看 连结 z 到 zo 的 一 条 道路 7 从 
z 形变 到 zo 时 , 道路 族 QX(zo,z) 可 以 连续 地 形变 到 QX 上 . 用 数学 语言 讲 , 连结 
z 到 zo 的 道路 y : [0,1 一 X 7(0) = xz, 7() = zo 诱导 出 QX(zoz) 到 QX 的 一 
个 同 伦 等 价 , 其 映射 


定义 为 
f (2t), 0<t<-, 
po 用 = | ] 
] 
g(2t), 0<te< A ) 
ww(9) = | 1 
y+(2t 一 1)， 7 <t<l 
OS 3 
.0 


QX(zmT) A 
图 4.9 当 z 沿 ?> 形变 到 zo 时 , 2X(zo,z) 形变 到 QX 上 


容易 验证 
Wop=id: 0X(zoZ) — NX (zo, 7), 


poV=1id: NX 一 人 和. 


于 是 证 明 性 质 (4.2.36). 因此 投影 (4.2.35) 按 Hurewicz 的 意义 下 成 为 下 面 的 一 个 纤 
维 从 , 称 为 X 上 的 道路 纤维 空间 ， 


0X — PX 
LT (4.2.37) 


从 


这 个 纤维 化 在 同 伦 论 和 同调 论 中 都 是 很 重要 的 . 
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显然 直路 空间 PX 是 可 收缩 到 常 值 道路 ao : [0,1] 一 zo. 因此 


mk(PX,ao) 一 0， 大 > 1 
再 由 纤维 化 (4.2.37) 和 正 合 序列 (4.1.32) 可 得 到 同 构 
TbAi(X) 一 Tk(DX)， 大 >1 (4.2.38) 
其 实 , 同 构 (4.2.38) 可 由 定义 直接 推 得 


ng+t1(X)={[f| fF: (TY x1,07T) — (X, 20)} 
={[f| f: (1*,07) — (QX, oo)} 
=7k(0X), 


这 里 f = 川 六 
对 于 空间 偶 (X, 4), 相对 同 伦 群 可 等 价 地 定义 为 


Tk+1 (X, A, Zo) 一 TAX (4 zo)), (4.2.39 ) 
以 及 三 联 组 (X, 4, B) 的 同 伦 群 可 等 价 地 定义 为 
npr1(X, A, B) = rs(QX(B), QAX(A, ANB)). (4.2.40) 


类 似 于 (4.2.37) 的 纤维 化 , 所 有 X 中 从 4 点 到 zo 的 道路 空间 QX(4,zo) 在 
起 始点 映射 r : QX(zo, 4) 一 4 下, 给 出 一 个 纤维 化 


(1X 一 0X(A, To ) 


A 
这 个 纤维 的 同 伦 序列 为 
NARA) 一 TAR_1(DX) or (QX(A, 70)) 一 Tk-1(4) — 
由 (4.2.38) 和 (4.2.39), 上 面 的 同 伦 正 合 序列 束 变 成 了 相对 正 合 列 
Ak(A) Ak (XK) A(X, A) = rp_1(A) 一 … 


这 样 , 吏 从 道路 空间 纤维 从 正 合 同 伦 序列 给 出 相对 正 合 同 伦 序 列 (定理 4.2) 的 发 一 
种 证 明 . 
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同样 地 , 由 三 联 组 (X, 4, B) 的 相对 正 合 序列 


—» TEX(A, ANMB)) — rk(X(B)) 一 
> AKRONKX(B), OX(A, ANMNB)) or-1(NX(A, ANMB)) 一 


再 结合 (4.2.39) 和 (4.2.40) 就 导出 三 联 组 第 一 个 正 合 序列 (4.2.33). 同 理 也 可 推 得 
第 二 个 正 合 序列 (4.2.34). 这 就 给 出 定理 4.12 的 一 个 证 明 . 


4.3 障碍 理论 


4.3.1 ” 映 删 的 延 拓 问题 


映射 的 延 拓 问题 是 拓扑 学 中 重要 课题 之 一 , 它 主 要 是 考虑 这 样 的 问题 , 即 对 于 
一 个 X 中 的 子 空间 4 到 yY 上 的 映射 f : 4 一 Y, 是 否 存 在 一 个 XX 到 Y 的 映射 
f: X 一 了 , 使 得 f 限制 在 4 上 就 是 f : fla = f. 显然 , 这 个 问题 涉及 拓扑 空间 
,4 与 Y 的 拓扑 结构 以 及 映射 『 的 形式 . 在 代数 拓扑 中 关于 这 个 课题 的 主要 工具 
碗 是 由 Filenberg 在 1940 年 提出 的 障 但 理论 名 这 就 是 本 节 要 介绍 的 主要 内 容 . 

本 节 中 要 讨论 的 问题 涉及 三 个 方面 的 内 容 , 它们 之 间 具 有 紧密 的 相互 关联 性 . 
这 三 个 方面 是 : (1) 映射 的 延 拓 性 ; (2) 同 伦 的 延 拓 ; (3) 同 伦 分 类 问题 . 下 面 简 要 地 
描述 障碍 理论 关于 这 三 个 问题 的 数学 轮 廊 . 

(1) 映射 的 延 拓 性 ， 映射 延 拓 的 严格 定义 是 , 令 X,Y 是 拓扑 空间 , 4 C X 
是 一 个 子 空间 , i : 4 一 X 是 包含 映射 ， 如果 对 任何 连续 映射 (以 后 都 简称 为 映 
射 )f : 4 一 了 , 存在 映射 下:X 一 了 , 使 得 Foi=f, 则 五 称 作 f 在 4 上 到 XX 的 
延 拓 . 

所 谓 的 障碍 方法 是 对 可 剂 分 空间 偶 (X, 4) 的 单纯 复 形 K 中 m” 维 骨架 X" 按 
维 数 n > 0 逐次 扩张 . 即 对 映射 f: 4 一 了 有 

(i) f 有 零 维 延 拓 fo : XoU A 一 Y, 这 是 平凡 的 ; 

(ii) fo 可 继续 延 拓 到 所 : XILU4 一 Y. 当 Y 是 道路 连通 时 这 个 延 拓 也 是 平凡 
的 , 因为 任何 一 维 方 体 1T! 边界 上 的 映射 jlar 可 延 拓 到 1T* 一 了 . 现在 假设 可 延 拓 
到 所 : Xm"U A 一 Y (n> 1). 则 从 这 些 fi 可 构造 一 个 以 rm(Y) 为 系数 的 上 同调 
类 , 称 为 f 的 障碍 ， 

IC™™(f) eH"T(X,A,rn(Y)), 


使 得 f 可 延 拓 到 Xm+1U A 上 的 充分 必要 条 件 是 [Cm™+1(7)] = 0. 换 句 话说 , 由 了 次 
定 的 上 同调 类 [Cm+1(7)] 是 f 能 否 延 拓 到 Xmt+! 上 的 障碍 . 

(2) 同 伦 的 延 拓 . 这 个 问题 考虑 的 是 两 个 映射 六 , 户 :X 一 了 的 同 伦 扩张 , 即 
令 下 :4x 一 Y 是 一 个 映射 ， h(x,0) = fo, h(7z,1)= fi, 右 人 存在 fo 和 方 之 间 的 同 
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伦 互 : XxT 一 Y, 使 得 五 =h 在 AxI 上 , 则 五 称 为 h 的 同 伦 延 拓 . 
同 伦 延 拓 的 理论 是 否 h 的 扩张 在 n 维 骨架 Xm"U A 上 已 实现 , h" : (XmU A)x 
1 一 Y, 那么 h 能 扩张 到 Xm+1U 4 上 的 障碍 是 一 个 同调 类 


la"™™ (fo, fi)] € Ht (X, A, mnti(¥)), 


称 为 fo 与 fi 的 形变 类 . 也 就 是 说 , h 能 延 拓 到 X"+ U4 上 的 充 要 条 件 是 [d"+* (fo， 


(3) 同 伦 分 类 问题 . 记 (X,Y) 是 所 有 X 到 YY 的 映射 同 伦 类 集合 
"(X,Y) = {[f| f :XX 一 了 为 映射 } 


正如 Hopf 球面 分 类 定理 那样 , 这 个 问题 的 一 般 形式 就 是 希望 找到 X 和 了 上 的 拓 
扑 不 变量 来 表征 x(X,Y). 
从 同 伦 延 拓 的 障碍 理论 可 以 看 到 , 当 是 n 一 1 连通 , 4 = 基点 时 ， 


HF(X, nr(Y)) = HE(X, Ann(Y)) =0, kg<n-l. 
此 时 互 "(X,rn(Y)) 与 (X,Y) 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 , 即 
7n(X,Y)= H"(X,nn(Y)). 


这 样 , r(X,Y) 的 计算 就 由 上 同调 群 H"(X,mn(Y)) 完全 决定 . 
在 Eilenberg 的 障碍 类 理论 中 , 为 了 避 开 基点 的 影 啊 , 总 是 假定 Y 对 所 有 的 n 
部 是 n 单 式 的 . 这 正 是 下 一 小 节 要 介绍 的 概念 . 


4.3.2 n 单 式 空间 
在 基本 性 质 3.1 中 就 知道 同 伦 群 与 基点 的 选取 无 关 , 即 


Tk(X, To0) 之 TAX) Xo,yo EA. (4.3.1) 


但 是 这 种 同 构 关系 并 不 意味 着 zi.( 匀 ) 与 所 有 从 S* 到 X 映射 的 自由 同 从 类 x(S*, XX) 
是 一 一 对 应 的 , 即 一 般 来 讲 


Tk( 半 ,To0) = A(S*,X) (4.3.2) 


是 不 成 立 的 . 现在 的 问题 就 是 要 弄 清 楚 (4.3.2) 成 立 的 条 件 是 什么 . 
令 zyeEX 是 两 个 基点 , y 是 连结 zx 和 y 的 一 条 道路 


TY: |0,1]—= X,， 7(0)=7x, 7(1)=y. 
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这 了 吏 寻 出 结论 (4.3.1). 

当 zx =y 时 , y € Xi( 久 ,7). 此 时 同 构 映射 (4.3.3) 给 出 ri (X,z) 在 xk(X,7x) 上 
的 一 个 作用 , 即 对 任何 7 e mi (X, 7), 产生 一 个 同 构 yy: mk(Xz) 一 rk( 羡 ,2), 并 且 
对 yoemi(Xzl) 有 (ba)) = (y:0):(Q), 对 任 ae Ak(X,z). 进一步 有 如 下 定理 

定理 4.14 令 zoeX 是 一 个 基点 , 是 道路 连通 空间 , 则 有 下 面 结论 : 

(1) 对 任 kk > 1，ri(X,zo) 可 作用 在 re(X,zo) 上 :; 

(2) 下 面 的 包含 映射 是 一 个 一 一 对 应 关系 


Nk(X, To0)/Ti(X, 7T0) 一 nT(S*,X), 


其 中 左边 的 空间 表示 等 价 关 系 [f| ~ yx[f], VY € ri(X, 0): 
(3) 车 mi(X, zo) 作用 在 rs(X,zo) 上 是 平凡 的 , 即 对 任 7 e ri(X,zo)，Tr = id 
是 恒 等 同 构 , 则 有 
rk(X, To0) = 7(S", X), 


此 时 空间 X 称 作 是 单 式 的 . 
证 明 ”结论 (1) 可 由 (4.3.3) 导出 , 结论 (3) 是 结论 (2) 的 推论 . 这 里 只 需 证 明 
结论 (2). 令 
h: nr(X, To0) 一 7(S"*,X) 


是 包含 映射 . 令 [站 € Ap( 久 ,70)，Y & Ti(X, x0). 则 映射 


F: I"xI—X, 
F(x,0)=f, vrEeT,, (4.3.4) 
F(z,t) = y(t), Vr € OI" 


的 顶 面 F(zx,1) : I* 于 给 出 同 伦 类 [F(z,1)] = 用. 事实 上 , ri(X,zo) 作用 在 
mk(X,zZo) 上 的 显 公 式 就 是 由 (4.3.4) 表达 的 . 满足 (4.3.4) 的 映射 存在 性 即 可 耳 
接 证 明 , 也 可 由 后 面 映射 的 延 拓 障碍 定理 保证 . 
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从 (4.3.4) 可 看 到 [f]| 与 [用 是 目 由 同 伦 的 (不 保 基 乓 )， 这 样 , 当 引 入 下 面 
T1 (AX, ro) 等 价 天 系 集合 时 ， 


Tk(X, To)/Ti(X, To0) = {[f| = ylf]| 7 € ri(X, zo0)}, 
包含 映射 h 诱导 出 映射 
H: rk(X, zo0)/Ti(X, ro0) — 7(S*, X). 


因为 r(S*, X) 中 任何 映射 可 形变 到 保 基 点 映射 . 因此 互 是 满 射 的 . 对 于 单一 性 ， 
假设 [je rk(X,zo) 使 得 


则 由 五 的 定义 知 [f] = yzo] = 0 在 zi( 六 ,7z0)/m (XX, zo0). 因此 五 是 单一 的 . 于 是 
定理 证 毕 . 

定理 4.14 的 结论 (3) 告诉 我 们 当 X 是 nn 单 式 的 拓扑 空间 时 , rw(X) 关于 基 
点 是 完全 自由 的 , 它 与 r(S",X) 一 一 对 应 . 那么 n 单 式 拓 扑 空 间 的 特征 是 什么 呢 ? 
显然 , 当 X 是 单 连通 时 ， 则 对 所 有 n > 1 它 是 n 单 式 的 . 其 次 , X 是 1 单 式 的 
充 要 条 件 为 rm (X, zo) 可 交换 . 另外 , 若 XX! 是 单 连通 的 ，T" 是 n 维 轮 胎 面 ， 则 
XX 二 XX x T" 对 所 及 >>1 是 k 单 式 的 . 
下 面 给 出 一 个 例子 来 告诉 我 们 x (X, zo) 作用 的 几何 直观 是 什么 . 
例 4.10 ”对 于 轮胎 面 T? 上 的 ri 作用 几何 直观 很 清楚 , 即 7” 中 的 纬度 圈 a 
沿 着 一 条 经 度 图 > 平移 地 转 一 图 回 到 原 位 就 是 xy 在 [a] 的 作用 , 即 ylal = [aj. 同 
理 经 度 图 沿 纬度 平移 一 图 也 是 一 个 作用 a,[y]. 这 里 要 考虑 的 是 铸 =T? 一 D? 上 的 
fl 作用. 在 图 4.10 中 , Li1 =a:b.a-1.b-!1, 其 中 a 是 纬度 圈 'b 是 经 度 图 . 机 
a El(X,zZo) 的 作用 下 , a; (Li1) = 2 是 如 图 4.10 中 的 图 , 显然 L2 = =b.a 0 


图 4.10 a; (1) = Lz 表示 Li 沿 纬 度 圈 a 形变 到 三 


4.3.3 ”映射 的 障碍 类 


为 了 不 考虑 基点 的 影响 , 以 下 总 是 假设 Y 对 所 有 n > 1 都 是 双 单 式 的 . 由 定 
理 4.14, 此 时 rn(Y) = r(S",Y) 与 基点 完全 无 关 . 
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首先 观察 一 下 造成 映射 延 拓 的 障碍 是 什么 . 令 铸 = D? 是 一 个 贺 盘 , 4 = yo e 
6D? 为 一 所 ,了 = 5S1. f :4 一 Y 为 f(yo) = zo ES1. 见 图 4.11 所 示 . f 的 一 维 延 
把 有 1: 9D? 一 S51 的 同 伦 类 集合 为 


显然 , 若 同 伦 类 [fi] = n 关 0( 即 fi 将 8D? 保定 同 或 反 定 同 在 Y = 5S: 上 统 In 
图 ), 根据 n > 0 或 n <0), 则 刻 不 能 从 6D? 上 延 拓 到 D? 上 . 然而 当 [ 户 ] = 0, 即 
有 将 9D? 对 合成 一 个 线段 再 映 到 y 上 ， 


fi1=9g9oh, h : 0D* — [0, 1], df .- 0, 了 一 也 


则 户 就 可 以 从 8D? 延 拓 到 了 = 59! 上 , 见 图 4.12 所 示 


上 面 的 分 析 表 示 , 影响 户 : 0D 一 了 进 一 
步 延 拓 的 障碍 产生 于 映射 同 伦 类 [有 | 在 x1(Y) 
惩 到 为 寺 即 [fi1 =0 是 所 可 延 拓 的 充 要 条 件 . 


i 当 4 取 为 D? 边界 : 4 = 
OD*, : A 一 Y 是 一 个 同 胚 时 . 则 显然 f 


在 论 二 何不 能 延 东 到 D2 上 . 这 第 二 种 情况 与 第 
图 4.12 有 就是 和 D? 压缩 ”一 种 的 差异 产生 于 空间 偶 (X, 4) 拓扑 结构 的 变 
到 9 上 化 , 即 


U， 当 4 一 {vo} C D*, 


4.3.5 
Z， 当 4=0D2C D*. 


H“(D’*, A,Z) = | 


现在 , 将 f 在 9D? 上 的 延 折 f : 9D? 一 Y 视 为 ri(Y) 中 元 素 
flapz] € "1(Y), 
将 D? 与 二 维 方 体 等 同 , 再 视 为 二 维 上 链 的 生成 元 , 则 


C*(f)= [flapzs]D’? eeC (D A, ml(Y)) 
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是 反映 f 是否 能 从 4 延 拓 到 D2? 上 的 障碍 , 它 将 (D2,4) 与 Y 的 拓扑 结构 联系 
起 来 . 
pilenberg 的 障碍 理论 就 是 从 这 里 入 手 的 . 令 X 是 道路 连通 空间 , 4C X 为 子 
空间 , 并 且 (X, 4) 是 可 谢 分 的 . 记 X" 是 对 的 nn 维 骨 架 . 假 议 f : 4 一 了 可 延 拓 
到 "UA 和 A 上, 即 
f: X*"UA—Y. (4.3.6) 


设 om"t1 C X"t! 是 一 个 n 十 1 维 单 形 ( 方 体 ). 则 6c"+ C Xm"U 4, 并且 


Plan : Oo"-1—Y 


的 同 伦 类 在 x,(Y) 中 产生 一 个 元 素 [filonti] e mn(Y 了 )( 这 里 Y 被 假设 是 n 单 式 的 
保证 了 同 伦 类 不 受 基点 影响 ). 此 时 可 作 一 个 上 链 


Cf)= >》 [err eCnt(Xmn(Y)) (4.3.7) 


Im 十 IE 惧 m 十 1 


注意 到 当 cx"+l e 4 时 , f 在 xn"+l 上 有 定义 , 故 有 [Jan+r] = 0 在 mn(Y)， 因此 
Cn"+i( 门 是 在 (X, 4) 的 相对 上 链 群 中 


Crm 二 1 (f) < OC™ti(X, A, mn(Y)), 


由 (4.3.7) 定义 的 上 链 称 为 是 f 延 拓 f 的 障碍 链 , 简称 障碍 . 

显然 有 下 面 的 结论 . 

引 理 4.7 ”在 (4.3.6) 中 的 映射 f 能 延 拓 到 X"+lLU A 上 的 充 要 条 件 是 它 的 障 
碍 C+1(f) = 0. 

现在 的 问题 是 f : 4 一 Y 可 能 有 无 穷 多 个 延 拓 的 同 伦 类 [月 , 如 (4.3.6). 因 
此 当 x,(Y) 关 0 时 , 要 判定 是 否 存 在 Cm"+1(f) = 0 是 一 件 很 难 做 到 的 事情 . 因为 
C7+1(f) = 0 意味 着 Cm+1( 有 站 是 H"+1(X, A,mn(Y)) 中 的 一 个 元 素 , 很 自然 地 要 问 
是 否 每 个 C"+i(P 都 是 上 闭 链 ? 下 面 的 例子 给 出 一 个 否定 的 回答 . 

考虑 一 个 三 维 方 体 X= 3，A = ai 为 13 的 一 个 顶点 ,Y = S1 x [0,1] 是 一 个 
管子 . f(a1) = bi€ESix {0}. 令 


f: 大 一世 
Xi 如 图 4.13 所 示 的 所 有 棱 , 将 XX 的 一 维 骨 架 映 到 Y 中 , 使 得 


jspxfol : 972 x {0} 一 S1 x {0} 为 同 胚 
jarzxfll : 972 x {1} 一 5S1 x {1} 为 第 值 映射 . 


在 图 4.13 中 可 以 看 到 满足 (4.3.8) 条 件 的 映射 f 的 图 像 . 


(4.3.8) 


而 侧面 二 维 方 体 边 缘 的 像 在 了 = S51 x [0,1] 中 可 纵 , 即 


[for?) = 0， 


72 为 3 中 侧面 单 形 . 因此 f 的 障碍 链 为 


i 


c (月 一 no C c“(X, A, 1 (2)). 
对 cl1(f) 作 上 边缘 运算 得 
6c1(f)= 6512 = #0. 
这 个 例子 说 明 并 非 所 有 F 的 障碍 链 cn+i( 户 都 是 上 闭 链 


然而 再 考察 (4.3.8) 可 以 发 现 , 可 以 从 flar2x {fo} 沿 看 四 条 校 Li (1 < i < 4) 延 
折 到 一 个 痢 的 映射 


户 : Xi!—Y, 户 |araxfo) 一 flar2x {0}; 


万 |arzxfll : OT’ x {1} — S™ x {1} 
是 同 胚 . 因此 有 


c2 (fi) 一 1 十 i, 
6(c2(f1)) =6R+612=B -T=0. 


这 表明 虽然 不 是 所 有 障碍 链 都 是 闭 的 , 但 是 在 这 些 障 碍 链 中 一 定 存在 上 闭 链 (这 就 
是 为 什么 取 上 链 作 障碍 而 不 取 下 链 的 原因 )， 

因为 上 闭 链 是 循环 平行 排列 的 方 体 ( 见 (2.3.33)), 关于 构造 户 使 得 gcz( 户 ) = 0 
的 方法 是 普遍 有 效 的 . 因而 可 得 下 面 引 理 . 
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引 理 4.8 ”在 所 有 (4.3.6) 的 映射 中 , 一 定 存在 f 使 得 ce*+1(f) 是 上 闭 链 , 即 
5cn+l( 六 = 0 在 Cn"+l(X,4,rn(y)) 中 . 这 样 


cti(f) e 五 "+(X A, rn(¥) 


称 为 f 的 障碍 类 . 
再 回头 看 图 4.11 的 那个 例子 . 在 那里 不 论 4 = {yo} 还 是 4 = 9D2， 的 障碍 
链 都 是 闭 的 , 即 
(Fe H2(D?, A,m(Y)). 


再 由 (4.3.5) 知 
一 0, A 一 {zo}, 


c (让 | £0 48D2 


而 4 = {zo} 时 f 可 延 拓 到 D? 上 , 当 4 = 69D? 时 f 不 可 能 延 拓 到 D? 上 . 者 
A = {zo}, 则 当 ci(f) 关 0 时 , 只 是 f 不 能 从 XX!1U 4 延 拓 到 X2U 4 上 . 但 并 不 意 
味 着 f 不 能 从 4 延 拓 到 X2U4 上 . 然而 f 的 障碍 类 [c?2(f)] 是 否 等 于 零 , 却 完全 
决定 了 f 是 否 能 从 4 上 延 拓 到 XXX"*+1U A 上 . 这 就 是 下 面 给 出 的 Bilenberg 延 拓 定 
理 . 

定理 4.15 令 f: XU4 一 是 /在 4 上 的 延 拓 . 则 了 能 从 4 上 延 拓 到 
Xm"t1U A 上 的 充 要 条 件 是 f 的 障碍 类 [c*+i(f)] = 0. 

证 明 ”由 引 理 4.7, 当 f 可 延 拓 到 XX"+1U A 上 时 , f 在 X"uU A 上 的 限制 f 满 
足 ert+1(f) = 0. 因此 必要 性 得 证 . 


若 所 有 [Plan+i] 一 0 在 nn(Y ) 中 ， 则 cti(f)=0. 那么 引 理 3.7 说 f 可 延 拓 到 
Xn+l 上 . 车 存在 [月 ss 关 0, 那么 由 (2.3.33) 关于 上 闭 链 的 平行 性 , 为 了 简单 不 
妨 设 
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的 和 乘 以 系数 [月 = [flecn+], 即 


由 假设 [cn 二 0 在 H"™t’(X, A, nn(Y )), 可 推出 
DTm+1 gd 4 


( 即 P+1/(4norn+1) 不 是 一 个 n 填 1 维 球面 ). 因而 方 体 I"+? 或 在 关 一 A 中 可 绚 ， 
或 可 形变 到 97m"+1l1 x 了 中 , 因而 f 可 延 拓 到 


fi 。 T7m 十 < 【J A 一 了 ， S.t. 万 | n+ 一 0, 7 一 ] . 2 


这 就 意味 着 cn"+1( 访 ) = 0. 再 由 引 理 4.7 得 到 该 定理 . 定理 证 毕 . 
该 定理 告诉 我 们 , 如 果 
H"*(X, A,Z)=0, 2<k<n, 


或 者 Y 是 n 连通 的 , 则 任何 映射 f : 4 一 Y 都 可 延 拓 到 AU X"+! 上 . 
4.3.4 ” 同 伦 延 拓 定 理 
令 f0, 开 :了 一 Y 是 两 个 映射 ,h:AxI 一 Y 满足 h(0) = fo, h(1) = 及. 假设 
h 可 延 拓 到 (X"*U A) x TI 上， 
h: (X"UA)xI—Y. 


我 们 将 关心 h 能 延 拓 到 (X"+l U A) x I 上 的 障碍 是 什么 . 
该 问题 可 以 转化 为 上 一 小 节 介绍 的 映射 延 拓 问题 , 其 过 程 如 下 . 令 


令 FF 可 延 拓 到 (Xm x 1)U A 上 . 则 上 面 同 伦 延 拓 问 题 就 转化 为 F 的 延 拓 问题 . 
这 样 

ertli(F) € H+I(X, A, nn(Y)) 
就 变 成 了 fo 与 有 i 的 同 伦 延 拓 的 障碍 类 . 
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现在 的 问题 就 是 障碍 类 出 现在 (X, 4) 的 上 同调 群 中 显得 有 一 些 不 自然 . 我 们 
希望 找到 刀 *(X, A,G) 与 H*(X, Ah,G) 之 间 的 关系 , 使 得 [c*+1( 下 )] 可 在 H*(X, 4， 
mn(Y)) 中 表达 . 事实 上 有 如 下 同 构 : 


:万 "+1(X ,4G) ~ H"(X,A,G), n>¥0. (4.3.10) 


在 本 小 节 的 后 面 将 证 明 这 个 同 构 关系 . 
这 样 , 可 以 在 有 H"(X, 4,G) 上 定义 fo 与 有 i 的 障碍 类 如 下 : 


da" (fo, fi)] = éle™™  (F)] € H™(X, A, mn(Y)), (4.3.11) 
其 中 上. 是 (4.3.10) 中 的 同 构 映 射 , 而 
d™ (fo, f1) € O™(X, A, mn(Y)), (4.3.12) 


定理 4.16 令 h: (X"UA)xI 一 YY 是 有 h 的 同 伦 延 拓 . 则 h 能 同 伦 延 拓 到 
(Xn"+lU4) x I 上 的 充 要 条 件 是 fo 与 有 i 的 障碍 类 [d"(fo, 有 1)] = 0. 
注 4.7 由 (4.3.12) 给 出 的 形变 链 可 以 用 下 面 式 子 表达 出 来 : 


d"(fo,fi)= >, [Flaorxnlo”, 
ONEAT 
其 中 on e X" 为 n 维 单 形 ( 方 体 ), FF 是 (4.3.9) 在 (X" x 了)U A 上 的 延 拓 . 
现在 回 过 来 表明 (4.3.10) 的 同 构 . 令 BC A c XX, 并 且 (XX, 4, B) 是 可 剖 分 的 . 
不 难 验 证 65 , 下 面 序列 是 正 合 的 : 


— H*(X, B,G) 一 ， 人 B,G) —» H*+1(X, A,G) 
SS etx B,G) 一. (4.3.13) 


其 中 i* 与 j* 分 别 是 由 包含 上 映射 i : (4,B) 一 (X,B) 和 了: (X,B) 一 (X,4) 
诱导 的 上 同 态 ， 上 边缘 同 态 6* 的 定义 为 : 令 a = [ze H*(4,B,G), 则 zx* € 
Zk(A,B,G). 在 C*( 头 ,4,G) 中 取 上 边缘 bz* e 2Z*+1(X, A,G). 然后 定义 *(a) = 
6z*] € H*+i(X, A,G). 

考虑 三 元 空间 组 (X, 4, (A x 了)U( 久 x {1})). 由 于 (4x7TU(Xx{})) 是 
鲜 = XX x 了 中 的 形变 收缩 核 , 则 将 (4 x 7) U(X x {1}) 在 和 中 捏 成 一 点 的 空间 
X/[(4 x TT)U(X x {1})] 是 可 缩 的 . 由 相对 同调 群 的 实质 知 


Hr(X, (Ax TU(Xx{1),G)= H:(X/I(Ax TU(Xx{1D),G)=0, k>0. 
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a 


6* : H(A,(AxTDU(XXx{1}),G) ~ H+i(X, A,G), k>0 (4.3.14) 


H*(A,(A x TIT)UXi,G) = H"(X, A,G). 


再 根据 (4.3.14) 便 得 到 (4.3.10) 的 同 构 . 
4.3.5 ”(n 一 1) 连通 空间 的 同 伦 分 类 


令 对 是 nn 维 拓 扑 空 间 ,Y 是 (n -1) 连通 空间 ( 当 n= 1 时 为 1 单 式 空 间 )， 
A = gg. 则 对 任何 上 映射 f1, fo, 和 一 了 


da*(fi,f2)] =0 (因为 H*(X,A,nr(Y))=0), lg<ksn-l. 
令 fo: XX .YY 是 常 值 映射 : fo(XX) = yo. 记 
d*(f) = ad"(f, fo). 
从 注 4.6 的 表达 式 不 难 推出 , 大 有 i 之 fo fo, 则 有 


d* (fi, f2) = d* (fi, fo) + ad*(fo, f2). 
从 这 个 公式 和 定理 4.16( 或 引 理 4.7) 可 导出 


ifp 人 ed (fh)= df). (4.3.15) 
根据 (4.3.15) 和 引 理 4.8, 对 应 关系 [fd"(f) 给 出 一 个 映射 
h: xn(X,Y) — H"(X,mn(Y)). (4.3.16) 


由 定理 4.16, 这 个 映射 是 单一 的 . 下 面 定理 告诉 我 们 h 也 是 满 的 . 
定理 4.17 令 久 是 nn 维 有 限 可 剖 分 空间 ,Y 是 (n 一 1) 连通 的 . 则 有 如 下 
结论 : 
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(1) 由 (4.3.16) 给 出 的 映射 是 一 个 一 一 对 应 ; 

(2) (Hopf 定理 ) 当 了 = 5" 时 , (4.3.16) 给 出 r(X,S") 到 H"*(X,Z) 之 间 的 一 
个 一 一 对 应 关系 . 

把 握 该 定理 的 关键 就 要 理解 为 什么 对 任何 元 素 ce H"(X,mn(Y)) 都 存在 映射 
f: XX 一 Y 使 得 h[f] = o. 下 面 将 从 几何 的 直观 来 评述 这 个 问题 . 在 分 析 中 , 假设 
X,Y 都 是 流 形 . 

第 一 步 . 首先 回忆 wn(Y) 中 的 每 个 元 素 [f] 的 几何 意义 是 什么 . 由 共 斩 元 的 球 
面 定理 (定理 4.6) 和 Hurewicz 定理 (定理 4.9), 当 Y 是 (n 一 1) 连通 时 , [f] 的 代表 
元 f: 5 一 Y 的 像 是 个 n 维 球面 ， 


Imf =kS, 


这 里 上 是 f 的 履 芒 数 

第 二 步 . 上 同调 群 H"(X,Z) 的 生成 元 A" 就 是 中 的 一 个 m 维 单 形 (dimX = 
n). 假设 X 是 连通 的 , 则 代表 元 A” 是 唯一 的 . 它 所 代表 的 几何 意义 可 以 表示 如 
下 : 


其 意思 是 , 任何 映射 
f: XX 一 S” (7Y 相 当 于 VS7) 


可 视 为 用 X 将 S" 覆盖 ( 包 起 来 ) 住 . 当 XX 带 边 时 , X 才 盖 Sm 的 效果 与 I7 覆盖 
Sn 相同 , 此 时 有 万 "(X,G) = 0. 当 H"(X,Z) = Z 时 , X 是 可 定向 闭 的 , 此 时 X 履 
盖 S" 的 效果 与 (A",9An”) 一 (S",zo) 相同 . 当 HH"(X,Z) = Za 时 , 不 可 定 问 , 它 
相当 于 两 个 方 体 公用 一 个 边界 , 而 X 无 边 . 因而 两 个 方 体 2A" 履 瘟 9" 相当 于 I" 
覆盖 S", 但 是 一 个 A7 却 与 Sn 等 效 . 

第 三 步 . 有 了 上 面 两 步 分 析 就 可 看 到 , Y 可 用 若干 球面 S7 的 基点 粘 接 和 表示 : 


而 H7(X,mmn(Y)) 的 生成 元 为 
IS7IA”, 1l1<i<m. 


此 时 映射 f: X 一 了 可 视 为 f 用 An 将 若干 个 Sm 包 起 来 . 

第 四 步 . 现在 可 以 解释 为 什么 对 任何 ee H*(X,7,(Y)) 都 存在 映射 f: 瑟 一 了 
使 得 h([f1) = o. 事实 上 , 当 co = k[S?]A" 时 , 显然 存在 f : 一 了 使 得 f 用 An> 
将 Sn" 覆盖 大 层 , 这 就 是 
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[ 放 一 [Imj]A"* = k[S7?]A™. 


当 o = > [SA 时 , 可 以 找到 f :一 了 Yf 用 A?" 分别 将 S? 履 盖 上 ; 层 . 于 是 有 


ff [ImflA" = 2, ki[S™IA™. 


以 上 解释 是 用 于 理解 定理 4.17. 关于 它 的 严格 证 明 可 参见 文献 [15]. 


4.4 ”纤维 从 上 的 谱 序 列 及 其 应 用 


4.4.1 Leray 谱 友 列 定 理 


在 3.1 节 中 较 详细 地 介绍 了 谱 序 列 的 概念 , 特别 是 讨论 了 双 复 形 谱 序 列 的 性 质 . 
而 在 3.3 节 中 , 应 用 谱 序列 理论 证 明了 de Rham 定理 . 在 这 里 将 再 次 应 用 这 个 代数 
工具 到 纤维 从 上 , 来 计算 同调 群 和 同 伦 群 , 主要 目的 是 为 了 表明 如 何 使 用 这 个 方法 . 

其 实 谱 序列 最 基本 的 内 容 就 是 定理 3.2, 几乎 所 有 的 应 用 都 是 该 定理 的 具体 化 . 
这 里 主要 考虑 n 维 流 形 M 上 纤维 从 

F— EF 
| 区 (4.4.1) 
M 


的 同调 与 同 伦 群 理论 . 假设 
= {Ua}a 是 M 的 一 个 标准 窗 坊 . (4.4.2) 


所 谓 标 准 履 盖 是 指 任意 有 限 个 开 集 的 交 [nn (3# gog) 都 与 Rn 同 胚 . 此 时 
rr-lz 是 五 的 一 个 开 覆 盖 . 在 r-12 上 引入 Cech-de Rham 复 形 


Kza=Cz(r UNQ)= 1 Qe Uoo...0,), (4.4.3) 
Ca0 天 … 天 ap 


其 中 Dow = Un…ne, HI 是 直 积 (在 这 里 它 实 际 上 与 直 和 @ 等 价 ). 双 复 
形 (4.4.3) 上 的 导 算 子 是 

d = (一 1)?d : 天 pa 一 开 p9+1， 为 3 上 的 外 微分 ， 

5 : K?'9 -、，K?t+1,4 是 由 (3.3.15) 定义 的 差分 算 子 . (4.4.4) 
注意 , 这 里 导 算 子 与 (3.1.22) 中 的 记号 正好 相反 , 即 定 理 3.2 中 的 4 是 这 里 的 和, 而 


那里 的 5 是 这 里 的 d. 因此 , 根据 定理 3.2, 由 (4.4.3) 和 (4.4.4) 所 给 复 形 产 生 的 谱 
序列 {Ex, dx} 的 第 一 项 (Bi,di) 为 
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Qo0#…#ap (4.4.5) 


Er = HIK?*)= || Hr Uoo...o,)= C7?(U, FF!) 
di =6: 万 一 PDT 9， 


其 中 Fa 是 M 上 的 预 层 Fa(U) = Hx(x-10). 根据 假设 (4.4.2), zr-1U = FxU, Yue 
UA. 因此 Fa 是 以 H4(F) 为 群 的 M 上 局 部 帝 值 预 层 . 
谱 序 列 {Ex, di} 的 第 二 项 为 


| Ey = H?(HIK**)) = H?(U, FF) 


dz : EP?’ 一 E?t%a 6) 


即 BE2'4 是 Cech 复 形 {C*(2, 9),6} 产生 的 Cech 上 同调 . 
由 (4.4.3) 和 (4.4.4) 可 产生 一 个 单 复 形 


D=d+6: K*—» Kt! (K*= @pro kK?’!). 
这 个 单 复 形 产 生 一 个 上 同调 
HPp(C” (LU )) = Bptg=k Hp (C (49 )). (4.4.7) 


由 .(3.3.36) 和 (3.3.37) 给 出 的 关系 式 告诉 我 们 , 该 上 同调 就 是 瑟 p(B), 它 称 之 为 
Mayer-Vietoris 原理 . 因为 它 的 重要 性 , 这 里 作为 引 理 再 次 将 它 陈 述 出 来 . 
引 理 4.9(Mayer-Vietoris 原理 ) 由 双 复 形 (4.4.3) 和 (4.4.4) 产生 出 来 的 总 上 


加 细 就 是 下 面 的 Lerey 定理 

定理 4.18( 关 于 de Rham 上 同调 的 Leray 定理 ) ”对 于 (4.4.1) 的 纤维 从 . 假 
设 条 件 (4.4.2)， 那 么 由 (4.4.3) 和 (4.4.4) 产生 的 谱 序 列 {EE;, di} 收敛 到 EB 的 de 
Rham 上 同调 , 即 


Optq=k EW = 万 (万 )， (4.4.8) 


并 且 该 谱 序 列 的 第 二 项 E23” 是 由 (4.4.6) 给 出 . 特别 地 , 者 M 是 单 连 通 的 , 而 且 


HI(F) 是 有 限 维 的 ， 则 
PE24 = H?(M)® HY(F). (4.4.9) 
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证 明 只 需 证 明 第 二 个 结论 . 这 里 给 出 的 证 明 步 骤 有 一 些 跳 路 , 主要 目的 是 让 
读者 了 解 为 什么 会 有 这 个 结论 . 更 详细 地 证 明 可 参考 文献 [名 . 分 几 步 进行 . 

第 一 步 . 首先 介绍 闸 值 预 层 的 概念 , 对 于 一 个 预 层 {F(D)|T es U}, 每 一 个 包含 
V CU, 诱导 一 个 限制 同 态 
rv : F(U) — F(V). 


我 们 说 (UV) 是 一 个 常 值 预 层 , 若 对 每 个 包含 VC U, 其 限制 同 态 


rv = 1d 
都 是 恒 等 同 构 . 
第 二 步 . 我 们 知道 (4.4.5) 和 (4.4.6) 中 的 预 层 是 局 部 常 值 的 ， 即 对 每 个 开 集 
U CU, Fa(U) = HY(F). 当 MM 的 局 部 常 值 预 层 Fa(U) = H9(F) 是 第 值 预 层 , 并 
且 HY4(F) 是 有 限 维 时 , HY(F) = R@:…@R. 此 时 (4.4.5) 变 为 


这 就 是 (4.4.12). 因此 只 需 证 明 , 当 M 单 连通 时 , Fe(U) = Hs( 下 ) 是 常 值 的 即 可 . 

第 三 步 . 下 面 分 析 在 什么 情况 下 一 个 局 部 党 值 预 层 不 是 一 个 币值 层 . 令 M = 5 
是 一 个 圆圈 , WU = {Uo, Ui,U2} 是 M 的 一 个 标准 履 盖 , 见 图 4.14(a). 在 M 上 定义 
一 个 预 层 下 为 


F(UVU)= RR, UC {Uo,Ui,U,,Uo, Uo2, U12}. 


而 下 (U) 形象 地 看 上 去 是 一 个 M6bius 带 ( 见 图 4.14(b)). 容易 看 出 下 有 六 个 限制 
同 态 ri; : 下 (i) 一 下 (Vi;). 当 取 其 中 任意 五 个 为 恒 同 时 , 例如 


ty 


rol =id, rb =id, rl, =id, rf =id, ro02 = id, 


那么 ra 一定 是 反 向 的 , 即 ri = 一 id. 这 说 明 大 不 是 一 个 币值 预 层 . 


图 4.14 
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守 其 原因 我 们 发 现 , 当 M 中 含有 一 个 圆圈 S51, 它 在 M 中 不 能 够 收缩 到 一 点 

时 , 则 类 似 于 上 面 的 例子 可 在 M 的 开 履 盖 WU 上 构造 一 个 局 部 常 值 预 层 大 , 使 得 三 

中 存在 某 个 限制 同 态 r5 关 id. 反 过 来 , 当 M 是 单 连通 时 , ri(M) = 0, 则 M 中 任 

一 团 合 回路 $1 在 M 中 可 缩 成 一 点 . 换 句 话说 , 任何 S1 在 M 中 国 出 一 个 圆 盘 (在 
同 胚 意义 下 )D2 C M, 使 得 

9L 一 DD“ (4.4.10) 


第 四 步 . 最 后 证 明 当 x1(M) = 0, M 上 的 局 部 常 值 预 层 一 定 是 弟 值 的 . 令 大 是 
一 个 以 G 为 群 的 局 部 常 值 预 层 . 固定 一 个 同 构 


ba: FUs) 一 Cr 


p80o (rh.g)! o 7ag Oo 0 G 一 G (4.4.11 


给 出 G 一 个 自 同 构 , rse : 下 (Uo) 一 下 (Uap) 为 限制 同 构 (因为 下 为 局 部 常 值 ). 记 
r9 = (ros)-lorsa : 下 (UVa) 一 下 (Ua). 在 每 个 开 集 Us 中 选 一 个 基点 zc e Uo, 并 
且 当 UnVs 关 gg 时， 对 应 于 连结 xz。 和 ze 的 一 个 线段 . 因此 , 开 集 的 一 个 
循环 or VDo 对 应 一 个 圆圈 


St 一 Z021 十 2Z172 十.…': 十 TkT0， (4.4.12 ) 


就 如 图 4.15 所 示 的 那样 . 对 每 个 线段 元 zi, (4.4.11) 给 出 G 的 一 个 目 同 构 


图 4.15 一 个 = 二 2 个 孔 的 二 维 环 面 


wo = VEE ld? = boo (rk! ork-?2o...0ord)op (4.4.13) 


可 以 证 明 , 当 (4.4.12) 的 5S1 是 如 (4.4.10) 那样 (可 缩 成 一 点 ), 那么 相关 联 的 自 
同 构 (4.4.13) 是 一 个 恒 等 映射 wo = id. 此 时 映射 


pk = Poo (re or rr) FU 一 G (4.4.14) 


是 一 个 与 (4.4.12) 的 路 径 元 Tifi 选择 无 关 的 同 构 . 每 个 开 集 U CU 都 可 定义 这 样 
一 个 同 构 . 于 是 在 uw 上 定义 了 一 个 同 构 集合 
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{pa : (U0) 一 G| UeU, pa 如 (4.4.14) 所 定义 }. (4.4.15) 


不 难 验证 ,对 VCZ epr 和 ov 与 限制 同 态 r5: 下 (DU) 一 (V) 可 交换 


U 
PU = PV ov- 


因此 , (4.4.15) 是 一 个 从 下 到 常 值 层 G 的 一 个 层 同 构 . 

于 是 , 当 ni(M) = 0 时 , 对 任何 M 上 以 G 为 群 的 局 部 常 值 预 层 入 都 可 按 
(4.4.14) 的 方式 构造 一 个 从 下 到 常 值 预 层 G 的 层 同 构 (4.4.15)， 因 此 大 是 一 个 
常 值 预 层 . 这 样 , 定理 得 证 . 这 里 需要 说 明 一 点 是 , 下 是 局 部 沼 值 的 条 件 对 于 证 明 
(4.4.13) 为 恒 等 映 射 是 基本 的 . 证 明 完 毕 . 


4.4.2 ”奇异 链 的 双 复 形 


类 似 于 Cech-de Rham 双 复 形 , 关于 上 、 下 奇异 链 群 也 同样 可 以 引入 双 复 形 . 
令 G 是 一 个 Abel 群 , X 是 一 个 拓扑 空间 ， 


Sx(X, G) 是 以 G 为 系数 奇异 下 链 群 (如 (2.1.51)) 中 的 Ck(X, GG))， 
S*(X,G) 是 以 G 为 系数 奇异 上 链 群 ( 见 注 2.17)， 


9 是 关于 Sk(X,G) 的 边缘 算 子 ，d 是 关于 S*(X,G) 的 上 边缘 算 子 . 再 设 UU = 
{Ua}aer 是 X 的 一 个 开 履 凋 , 这 里 必须 考虑 链 群 


SU(X,G) = o> < Si.(X,G)| 单 形 oj; 在 2 的 开 集 或 它 ed , 


~ Hom(S (X,2Z),G), 


Cp(U, SU (X,G)) = Dao#.#ap Sd (Uao..@p, G), (4.4.16) 
C?(U, Sa(X,G)) = Bao...fa, 592(Ua ayG) (4.4.17) 

其 导 算 子 (6,0) 对 (4.4.16), (6,d) 对 (4.4.17), 其 中 
6: Cp(U, SY) 一 Cp_1(U, SY ) (4.4.18) 


4.4 纤维 从 上 的 谱 序 列 及 其 应 用 331 ， 


这 里 Cao…an 的 任 两 个 下 标 交 换 导 致 一 个 负 号 : Caoai…an 一 一 Calaoa2z…an， 而 边缘 
算 子 e。 : @S,(U6,) 一 5 (X) 只 是 简单 的 求 和 . 关于 (4.4.17) 的 差分 算 子 


6 : CP(,S9) 一 CP+ (Ud, 52) (4.4.19) 
定义 为 
Dp 十 1 
(6C)a0:i0001 = 》 (一 1 Co.aa 
2 一 OU 


这 两 个 算 子 (4.4.18) 和 (4.4.19) 都 满足 品 =0 和 562=0. 
类 似 于 引 理 3.7, 关于 复 形 (4.4.18) 和 (4.4.19). 下 面 两 个 序列 


0 一 SH(X,G) < Dao Si (Ug),G) 一 四 axialov(UaaG) 一 (4.4.21 ) 


都 是 正 合 的 . 
现在 令 (E,7, M) 是 如 (4.4.1) 的 纤维 从 , 2 是 如 (4.4.2) 的 开 履 盖 . 在 此 情况 下 ， 
7-1U 是 忆 的 一 个 开 和 覆盖 . 在 纤维 从 (4.4.1) 上 引入 奇异 下 链 双 复 形 


(4.4.22) 


(4.4.23) 


类 似 于 引 理 4.9， 从 (4.4.20) 和 (4.4.21) 可 推出 关于 奇异 双 复 形 (4.4.22) 和 
(4.4.23) 的 Mayer-Vietoris 原理 . 


引 理 4.10( 关 于 奇异 双 复 形 的 Mayer-Vietoris 原理 ) ”由 奇 关 下 链 双 复 形 (4.4.22) 
产生 的 总 同调 就 是 互 上 的 奇异 同调 和 群 


Hi (C(U, S»(G)) = Hr(E,G), 
而 由 奇异 上 链 双 复 形 (4.4.23) 产生 的 总 同调 就 是 EE 的 奇异 上 同调 群 


万 P(C* (2 S*(G)) = H*(E,G). 
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同样 地 , 根据 引 理 4.10 和 定理 3.2, 关于 (4.4.22) 和 (4.4.23) 的 谱 序 列 定理 4.18 
成 立 


定理 4.19( 关 于 奇异 同调 的 Leray 定理 ) ”对 于 (4.4.1) 的 纤维 从 , 由 (4.4.22) 

和 (4.4.23) 所 产生 的 两 个 谱 序列 {Er ,dr} 和 {Zp 0,d} 分 别 收敛 于 EE 的 奇异 下 同 
调和 奇异 上 同调 , 即 

Dpto-kE™, = Hi(E,G), (4.4.24) 

DBpro-k EB? = H"(E,G). (4.4.25) 


并 且 这 两 个 谱 序 列 的 第 二 项 分 别 为 
E’ ,= Hs(M, Fa(F,G)), 
EE? = H?(U, Fo(F, G)). 


特别 地 , 若 M 是 单 连 通 的 , UV 如 (4.4.2), 则 三 (F,G) 与 Fa(F,G) 是 党 值 的 . 此 外 ， 
如 果 瓦 (已 G) 和 H4(F,G) 是 有 限 自由 的 , 或 H,(M,G) 和 H?(M,G) 是 日 由 的 , 则 


EE ,= Hyp(M,G)® Ha(F,G), (4.4.26) 
EW = H?(M,G)® HY(F,G). (4.4.27) 
对 于 下 同调 的 谱 序 列 {E”_,d"}, 由 注 3.2, 同 态 d" 是 降 标 的 ， 
d :Eo Ey_r ortri (4.4.28) 
而 dr 是 升 标的 ， 
dr : EP 一 EPt™a "rt. (4.4.29) 


4.4.3 一些 应 用 


现在 给 出 一 些 例子 来 看 一 下 定理 4.18 和 定理 4.19 是 如 何 应 用 的 . 
例 4.11 我 们 知道 , 复 投影 空间 CP" 是 如 下 纤维 从 


ol _ 2 十 


| 
CP”™ 


我 们 将 应 用 定理 4.19 来 计算 整 系数 上 同调 五 *(CP"). 根据 (4.4.27) 和 (4.4.29)， 
| Ep’ = H?(CP") @ H(S!), 


. p,q PD 十 2;9 一 ] 
d» 。 bE, 一 一 bo。 。 


(4.4.30) 


因为 Hx3(51) = 0, Vg > 2. 因此 Ep?’ = 0, Vg > 2. (4.4.30) 用 图 表 表 示 为 
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db? at (4.4.32) 


Es’ = 0, q 0,1, ds=0. 


例 4.12 计算 SO(4) 的 整 系数 上 同调 群 H*(SO(4)). 在 1.1.6 小 广 关 于 Stiefel 
流 形 中 , 可 以 看 到 如 下 纤维 从 


| (4.4.34) 
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| (4.4.35) 
O35 
在 2.9 节 中 知道 了 P" 的 下 同调 群 . 再 由 Poincaré 对 偶 可 知 
Z, k=0,3, 
H"(PS)=¢4 2Z,, k=2, (4.4.36) 
0， 其 他 . 


q| 0 0 | 0 0 | 0 
3|1 2 0 0 WY 0 
mn 4.4.37 
2 2 | 2; _0~ 0 | Zz, |0 07) 
1| 0 0 0 | 0 
0| Z 0 Z | 0 , 
0 1 2 3 4 
由 (4.4.32), 从 (4.4.37) 可 得 Es 为 
g 
4| 0 0 0 0 0 
~-_3|2z2 oil0o1|210 
= ,| z, 0 | z | (4.4.38) 
1| 0 人 0 | 0 
"lz) | o 赴 z | 
0 1 2 3 4 / 
r 十 1 Dp 一 7,g 十 7 一 1 ) 
dP! (4.4.39) 


dr41 : . Er _、 BT ,9 一 了 
从 (4.4.38) 及 ds : Za 一 Z 是 零 同 态 可 以 依次 推 得 


Dpt+g=k Ew = Dptq=k Bs” = 万 - (SO(4)), (4.4.40) 
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并 且 Es 的 表达 式 与 (4.4.38) 相同 , 即 


Es =Z, Es =2Z, Es =2, Es"=2, 


本 2 = Za, B33 一 Z， 克 "=0 对 其 他 p 和 4 | 
这 样 , 从 (4.4.40) 和 (4.4.41) 得 到 
(4.4.42) 
根据 (4.4.42), 应 用 谐 序 列 来 计算 整 系数 同调 群 H*(U (2)). 
对 于 n= 2 情况 , 此 时 (4.4.42) 的 纤维 FF = UV(L) = 51, 即 
S51 一 U(2) 
| 
G3 
它 的 谱 序 列 第 二 项 为 
2| 0|10 1010 |0 
b= 1| 人 R041? (4.4.43) 
0| Z 0 0 | 2|01， 
0 1 2 3 4 
(Es, ds) 的 导 算 子 d3 降 gq 到 | 0 一 2. 因此 ds = 4d4=:::.=0. 故 


Dptro=k ED 一 Dpro=k Es" 一 H*(U(2)). 
从 (4.4.43) 易 见 E93” 与 pp? 相同 , 即 
Es =Z, Es =Z, Es =Z, Es =Z,，EB3"=0， 对 其 他 p 和 4g 


因此 有 
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例 4.14 “计算 球面 57 的 环 路 空间 Q.5" 整 系数 上 同调 群 H*(Q.5"7). 由 (4.2.37) 


可 知 有 如 下 纤维 从 
(257 一 Po” 


| (4.4.44) 
7 


对 于 n > 2, 这 个 道路 纤维 谱 序列 {EE., dr} 的 第 二 项 为 


Es = H?(S") ® HY (OS™). 


Eo 的 图 表 表 达 式 为 
q| : 
m2 FH 万 2 
“1| 症 Hi 
0| 古 万 " 
0 ] n 也 


这 里 #4 = H4(QS"), 并 且 只 有 p = 0 和 mn 这 两 列 元 素 不 为 零 ， 其 余 全 为 零 . 由 
(4.4.39) 可 知 , Bz = … = ,并 且 dn41 = dnj42 二.… = 0. 因此 


(4.4.45) 


(4.4.46) 
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dn : 五 "一 万 局 是 同 构 , 除了 在 E23? =2 
再 由 (4.4.46) 得 到 H*(m-D = 万 0=Z Vk >0, HY=0,g 关 k(n 一 1). 因此 有 


Z, k=m(n—1), vmz>0, 


H*(Q5") = 
a | 0， 其 他 
4.4.4 Gysin 序列 与 王 宪 钟 友 列 


这 里 将 应 用 定理 4.19 来 证 明 纤 维 从 上 两 个 正 合 的 同调 序列 : Gysin 序列 、 王 
宪 钟 序列 . 


1. Gysin 序列 
考虑 M 上 以 Sm 为 纤维 的 从 空间 
Ss™— EE 
LT (4.4.47) 
M 


假设 M 是 单 连通 的 . 则 有 下 面 定理 . 
定理 4.20 ”对 于 纤维 从 (4.4.47), 下 面 序列 叫做 Gysin 序列 , 是 正 合 的 ， 


.> HK(E) —» Hr*-m(M) 一 H+1(M) > H*+1(E) —... (4.4.48) 
对 于 下 同调 群 也 有 正 合 的 Gysin 序列 
Hon(M) > He_mn(M) = Hi(E)—» Hi(M) 一 … (4.4.49) 
证 明 ”只 对 (4.4.48) 进行 证 明 , (4.4.49) 的 证 明 是 平行 的 . (4.4.47) 的 谱 序 列 第 
~ E?’ = H?(M)® HY(S™). (4.4.50) 
因此 除 g = 0 和 m 这 两 排外 , 其 他 的 E39"? 都 为 零 , 即 
Er =0, Vg@#0,m. (4.4.51) 
Es。 用 图 表 来 表达 为 


d ， 
"| I 
-| 
Ti 
0 1 


b 
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根据 (4.4.51), Es 的 第 m 排 BE?'"(p = 0,1…) 中 任何 非 零 元素 不 是 d; (r > 2) 
的 像 , 这 意味 着 


因此 , 从 这 可 吐出 下 面 的 一 个 正 合 序列 


0 一 本 mm —, Erm™m mh pktl0 —, k+l0 (4.4.52) 
由 (4.4.49) 可 知 
Er?™ — H?(M), E?” = H?(M). (4.4.53) 
义 因为 
FP,0 _ E> 
OO dmiiE?t™ 7 ， 


H*(E) = E*? @ Em™™m. (4.4.55) 


H*(M) -oO EK 图 Et-™m 2 Hk-m(M) (4.4.56) 
是 正 合 的 , 其 中 
Es = PB(H"(M)), a(Es:)=0. 


将 (4.4.55) 代入 (4.4.56), 则 (4.4.56) 与 (4.4.54) 组 合成 (4.4.48) 的 长 正 合 序列 . 
而 定理 得 证 . 


2. 王 宪 钟 序列 
再 考虑 以 Sm 为 底 空 间 的 纤维 从 
F—E 
(Ws (4.4.57 ) 


om 
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对 这 种 情况 , 有 下 面 的 王 宪 钟 序列 . 
定理 4.21 对 于 (4.4.57) 的 纤维 从 ,下列 序列 是 正 合 的 . 


.— HE(E)— HE(F)— HK-mHIF) 一 H+I(E) —... (4.4.58) 
以 及 
‘> Hp_mii(F) — Hi(F) -> Hi(E)— Hr_m(F) oo.:: (4.4.59) 


证 了 明 ”同样 地 , 只 需 对 (4.4.58) 进行 证 明 即 可 . 对 照 定理 4.22, 可 以 发 现 王 完 
钟 序列 (4.4.58)~(4.4.59) 与 Gysin 序列 (4.4.48)~ (4.4.49) 是 相似 的 . 它们 的 证 明 也 
是 类 似 的 . 

纤维 从 (4.4.57) 的 谱 序 列 第 二 项 是 


Es” = H?(S™) ® HF). 


用 图 表 表 示 为 


[| 


了 
(4.4.60) 
从 图 (4.4.60) 可 以 看 出 Es 的 第 0 列 不 是 d (r > 2) 的 像 , 即 
Eo = Ker dm (由 (4.4.29) 和 (4.4.39)). (4.4.61) 
再 由 E35” = 0, Vp 0,m, 
Ema = LE2 (4.4.62) 
2 4. 
于 是 从 (4.4.61) 和 (4.4.62) 导出 下 面 正 合 序列 
0 一 Ek 天 人 mt Emk-mtl—,0 (4.4.63) 
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正 合 列 (4.4.63) 再 结合 关系 式 
厅 (五 ) = 五 0 @ Emer-m (由 (4.4.25)), 


可 得 下 面 正 合 列 
H"-"™(F) 一 Em 中 EK 一 H*(F). (4.4.64 ) 


这 两 个 正 合 列 (4.4.63) 和 (4.4.64) 便 组 合成 (4.4.58). 定理 证 毕 . 
4.4.5 ”Hurewicz 定理 谱 厚 列 的 证 明 


这 一 小 节 将 应 用 谱 序 列 方法 证 明 Hurewicz 定理 . 在 下 面 的 证 明 中 , 首先 假设 
定理 4.10 成 立 . 该 定理 说 , 大 mi(X) 是 Abel 群 时 ， 


Hi(X,2Z) = ri(X). (4.4.65) 


为 了 方便 , 这 里 将 Hurewicz 定理 (定理 4.9) 再 陈述 如 下 . 
定理 4.22(Hurewicz 定理 ) 令 针 是 (m -1) 连通 的 流 形 , m > 2.， 那 么 


证 明 ”这 个 证 明 归 于 Serre. 这 里 是 参照 文献 省. 考虑 X 上 的 起 路 纤维 空间 
(4.2.37). 这 里 将 它 再 写 出 来 


2X — PA 
| 
从 
关于 这 些 空间 有 下 面 性 质 : 
Hi(PX)=0, Vvk>1. (4.4.66) 
rk (OX) = Ari(X), kl1. (4.4.67) 


由 假设 X 是 单 连 通 的 , 因而 谱 序 列 的 E? 项 为 


r(QX) (由 万 有 系数 定理 2.10). (4.4.68) 
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由 (4.4.66) 和 (4.4.28)， 
d" : Hoa(X) 一 (RQX) 是 同 构 (Ep% = Hpt+a(PX)). 
再 根据 (4.4.67), ri(QX) = ra(X) 是 Abel 的 . 于 是 (4.4.65) 产生 
Hi(QX) = rn(QX) = rn2(X). 


这 样 便 得 到 
H2(X) 一 7T2(A). 
假设 定理 对 所 有 m 一 1 > 1 都 成 立 . 由 (4.4.67), 当 久 是 mm 一 1 连通 时 , QX 是 
m 一 2 连通 的 . 故 由 归纳 假设 


H(t0X)=0, k< moD— 2, 


Hn_1(QX) = rm_1(QX)= rm(X) (由 (4.4.67)) (4.4.69) 
而 此 时 (4.4.68) 可 写成 
0 
m—1 Hn,_1(82X) d™ 
1| 0 ~ 0 
了 
0 ] 7 一 1 mm 


Eiri1 = Ho(X)® Hi_1(QX) = Hx-1(QX). (4.4.70) 
根据 (4.4.28) 知 
Eo=Eno d=0 对 r<m, 
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d™ : En, 0 一 Eo m_1 及 dm : En,_10 > Eo,m-? 
是 同 构 . 从 (4.4.70) 和 (4.4.69) 可 推出 


Hm(X)= Hn_i1(0X)= rm(X), Hm_i1(X)= Hm_2(0X)=0. 


因此 定理 对 m 也 成 立 . 证 明 完 毕 . 


4.5 ”球面 同 伦 群 的 计算 


4.5.1 Eilenberg-MacLane 空间 
令 G 是 一 个 群 , 一 个 道路 连通 的 空间 X 被 称 作 Eilenberg-Maclane 空间 X = 


这 里 要 求 n > 2 时 G 是 一 个 Abel 群 . 

引入 Eilenberg-MacLane 空间 的 作用 是 为 了 有 效 地 计算 同 伦 群 . 它 的 基本 有 思 
想 是 将 入 (ro(X),m) 闭 入 某 个 纤维 化 空间 (这 就 是 后 面 将 介绍 的 Postnikov 程序 与 
Whitehead 纤维 化 过 程 ), 然后 应 用 Leray 谱 序 列 计算 KK (rao(X),n) 的 第 一 个 非 平凡 
同调 群 Hn,(K), 再 由 Hurewicz 定理 可 求 得 X 的 g 维 同 伦 群 ro(X) = Hn,(K). 

现在 , 第 一 个 问题 就 是 这 样 的 空间 是 否 存 在 . 在 文献 四 中 表明 , 在 CW 复 形 
范畴 内 每 个 Eilenberg-MacLane 空间 K(G,n) (n > 1) 都 存在 , 并 且 在 同 伦 等 价 的 
意义 下 是 唯一 的 . 

这 里 不 再 详细 讨论 这 一 问题 . 然而 有 必要 在 这 里 介绍 CW 复 形 的 概念 , 它 是 流 
形 的 自然 推广 (因为 每 个 流 形 在 同 伦 等 价 意 义 下 都 是 CW 复 形 , 见 5.2 市 的 内 容 ). 
特别 地 ，CW 复 形 在 拓扑 学 中 是 一 个 重要 的 概念 . 

定义 4.7 一 个 CW 复 形 就 是 一 个 Hausdorff 空间 X, 它 是 一 族 互 不 相交 的 
开盘 eu 的 并 集 , 并 且 使 得 

(1) 对 于 族 中 每 个 k 维 开盘 eo。( 通 常 称 之 为 开 胞 腔 ), 存在 一 个 映射 f。: D* 一 
X 将 D* 的 内 部 IntD* 同 胚 地 映 到 e 上 , 并 且 将 8D* 映 到 一 些 维 数 低 于 的 开 
胞 腔 的 一 个 有 限 并 集 之 中 , 这 里 D* 为 大 维 财 盘 ; 

(2) 如 果 对 每 个 ag，A Nn eo 在 6 中 是 闭 集 , 则 集合 4 在 X 中 是 财 的 . 
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CW 复 形 是 由 Whitehead 引入 . 他 将 条 件 (1) 的 有 限 性 部 分 称 之 为 团 包 有 限 
性 (closure-finiteness), 将 条 件 (2) 叫做 X 的 弱 拓 扑 (weaktopology). 这 两 个 术语 的 
头 一 个 字母 的 组 合 便 是 CW. 这 便 是 该 复 形 名 称 的 由 来 . 

CW 复 形 X 具有 一 个 标准 覆盖 U( 见 (4.4.2)). 因而 Leray 在 纤维 从 (4.4.1) 上 
的 谱 序 列 定 理 (定理 4.18 和 定理 4.19) 对 于 M 是 CW 复 形 时 也 成 并 . 因此 下 面 使 
用 该 定理 时 ，M 并 不 局 限于 流 形 , 它 可 以 是 CW 复 形 . Eilenberg-MacLane 守 | 司 孢 
是 一 个 CW 复 形 . 
我 们 知道 51 的 同 伦 群 为 r1(5S1) = Z, zk(S1) = 0, Vk > 2. 因此 51 就 是 空间 
K(Z,1). 由 引 理 4.3 和 (4.2.38) 可 知 

(1) QK(G,n) = K(G,n— 1):; 

(2) 对 两 个 群 G1 和 Go, 有 K(Gi,n) x K(G2,n) = K(Gi1 x G2,n). 


下 面 两 个 例子 能 够 反映 Eilenberg-MacLane 空间 的 一 些 特征 . 
例 4.15 “无 穷 维 的 复 投 影 空间 CP” 是 空间 K(Z,2). 事实 上 由 包含 关系 


91 _， G2m 十 1 C G2nt+3 C... 


| | 
CP"* C CPn" C... 


可 以 得 到 纤维 从 


因此 有 CP” = K(Z,2). 
例 4.16 ”无穷 维 的 透镜 空间 Zee(Q,a) 是 KK(Z,,1). 类 似 于 CP”, 天 于 透镜 
空间 有 下 列 包 含 关 系 


| | 
L2"+1(@Q, q) C 也 和 (QQ gq) Co... 
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从 这 个 包含 关系 导出 禾 达 空 间 (离散 纤维 从 ) 


因此 得 到 


4.5.2 ”Postnicov 纤维 化 序列 与 ra(S” ) 


令 X 是 一 个 CW 复 形 . Postnicov 纤维 化 就 是 构造 一 个 以 K(rn(X),m) 为 纤 
维 的 从 序列 PC hi Ci Ch C XX, 使 得 


| (4.5.1) 
Hn-1 
并 且 
tk(Pn) = | 1 (4.5.2) 
0 N+l1<k. 


下 面 分 几 步 来 表明 如 何 来 构造 满足 (4.5.1) 和 (4.5.2) 的 纤维 化 空间 序列 {P,}n>1 
并 且 给 出 已 , 与 X 的 拓扑 结构 之 间 关 系 . 

第 一 步 . 令 Y c XX 是 文中 的 一 个 子 空间 . 那么 按照 如 下 方式 ,包含 关系 
Y 一 X 可 以 诱导 出 一 个 以 X 为 底 空 间 的 纤维 从 . 定义 


E(Y)= PX(Y)= {7y: [0,1] — X| y(0) e Y} 
是 所 有 起 扩 在 Y 上 的 X 中 道路 组 成 的 空间 . 然后 定义 投影 + : E(Y) 一 了 对 为 
Y 7(1), 


即将 每 个 道路 投影 到 它 的 终点. 这 样 , 得 到 一 个 纤维 从 


PP. (Y ) 一 人 E(Y) 
| TT (4.5.3) 
从 
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其 中 P,(Y) 是 所 有 从 X 中 某 固定 点 * 到 Y 的 道路 所 构成 的 空间 , 这 里 X 总 是 假 
设 是 道路 连通 的 . 显然 , 通过 收缩 每 个 BE(Y) 中 的 道路 到 它 的 起 点 可 以 得 到 一 个 同 
伦 等 价 

E(Y)~Y. 


因此 , 在 同 伦 等 价 意义 下 包含 映射 Y 一 X 就 可 以 视 为 一 个 纤维 从 , 它 实 质 上 是 由 
(4.5.3) 来 体现 的 . 

第 二 步 . 关于 和 可 以 通过 精 接 一 个 有 十 1 维 胞 腔 e*+1 来 消去 re(X) 中 一 个 
非 零 元 素 . 其 方式 如 下 . 令 a: 5* 一 XX 是 .( 匀 ) 中 非 零 元 素 , 则 由 a 可 在 X 上 
粘 接 一 个 大 十 1 维 胞 腔 


XL je 一 X||es+l/fzwaz zeaoec = 9 (4.5.4) 


图 4.16 能 告诉 我 们 (4.5.4) 的 粘 接 是 如 何 消灭 上 维 同 伦 群 的 一 个 非 零 元 素 . 一 根 管 
子 X 上 的 圆圈 是 mm(X) 中 非 零 元 素 , 它 在 X 上 不 能 收 盎 到 一 点 上 . 然而 将 一 
个 二 维 胞 腔 e? 的 边界 9e2 沿 看 工业 到 X 上 后 , 工 便 可 在 XuUue2 中 收缩 到 一 扣 , 此 
时 械 在 mi(XUe?) 中 变 为 零 元 素 了 . 


2 
J OO 


图 4.16 


第 三 步 . 容易 看 出 一 个 维 胞 腔 e* 在 X 上 的 粘 接 并 不 影响 所 有 gq < kk 一 2 维 
同 伦 群 , 即 
Na(X Uec) 一 To(X)，g 委 大 一 2. (4.5.5) 


这 是 因为 车 a : S54 一 X 是 一 个 非 零 元 素 , 则 a 的 像 a(59) 一 定 不 能 形变 到 
Oe*(C XX) 上 (在 9e* 中 任何 g 维 子 集 可 收缩 到 一 点 上 ), 因而 a 也 是 re (XUe*) 的 
一 个 非 零 元 素 . 反 过 来 亦 然 . 

第 四 步 . 为 了 构造 PP,, 通过 粘 接 k > n 十 2 维 胞 腔 到 X 上 来 消去 X 的 所 有 
k 之 nn 二 1 维 的 同 伦 群 元 取 ， 


FPF, = X\ Jeo,, dim ea 之 nn 二 2. (4.5.6) 


于 是 , 根据 第 二 和 第 三 步 有 
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得 到 疡 后, 再 通过 消灭 已 , 的 n 维 以 上 同 伦 群 便 得 到 Pi_1. 于 是 有 


XCPCP_ IC CD. 


再 按 (4.5.3) 的 方式 , 这 个 包含 关系 产生 一 个 纤维 从 序列 


ln 一 人 
| (4.5.8) 


Fl1 
根据 纤维 从 的 同 伦 正 合 序列 (定理 4.3), 从 (4.5.7) 可 推出 


mm) 0， k @#n, 


现在 将 应 用 Postnicov 纤维 化 来 计算 ra(53). 令 已 是 这 样 一 个 空间 , 它 的 同 
伦 群 与 53 的 一 直到 包括 k = 4 的 同 伦 群 相同 , 而 上 > 5 的 同 伦 群 为 零 ， 于 是 由 
Postnicov 过 程 可 知 


P= Ue UU... 
Ps ~ PUS?U... (4.5.9) 


容易 看 出 忆 = K(Z,3). 因此 从 (4.5.9) 产生 的 纤维 化 是 


K(xa(S°*), 4) 一 Ps 
| (4.5.10) 


ra(S3) = Ha(K(ra(S3)). (4.5.11) 
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为 了 应 用 (4.5.10) 的 谱 序列 来 计算 (4.5.11), 必须 先 计算 K(Z, 3), 关于 这 个 空 
间 , 有 如 下 纤维 从 
AK(Z, 3) 一 PK (2Z,3) 
| (4.5.12) 


K (2Z, 3) 
然而 由 QK(Z,3) = K(Z,2) 及 例 4.14 知 


QAK(Z,3) = CP™. 


因此 (4.5.12) 变 为 
CP™ 一 PK(2Z,3) 
| (4.5.13) 
K (2Z,3) 


由 定理 4.19, (4.5.13) 的 谱 序 列 第 二 项 为 
Er? = H?(K(Z,3)) ® HI(CP™). 
因为 H*(CP%) 具有 环 结构 , 它 是 由 HT(CP”) 的 生成 元 a 生成 的 
a* 是 HX*(CP”) 的 生成 元 ，= 1,2,… 
这 样 Ez 的 图 表示 为 


so 


oO 和 | | 
4 小 (4.5.14) 


尼 o =0, Vv(p, q) A (0, 0). 
因此 (4.5.14) 中 的 z 一 定 是 a 的 像 , 否则 3,0 和 0, 即 
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daa = 7. 
同 理 有 
daa“ = 2adsa = 2ax. (4.5.15) 
于 是 一 定 有 一 个 元 素 y 在 (p,q) = (6, 0) 位 置 上 , 使 得 
y = ds(ax) #0. 
即 y 是 H5(K(Z, 3)) 的 一 个 非 零 元 素 . 此 外 从 (4.5.15) 可 知 2y = 0, 故 
H°(K(2Z,3)) = 2Z». (4.5.16) 


Hi(K(2Z,3)) = H’*(K(Z,3)) = H*(K(2Z,3)) = H*(K(Z,3)) = 0. 
骨 由 上 ,下 同调 群 之 间 关 系 可 求 出 
Ho(K(2,3)) = H3(K(2Z,3)) = 7, 
Hs(K(Z,3)) = 2Z2, Hi(K(2Z,3)) = Ho(K(Z,3)) = Hs(K(2Z,3))=0. 
现在 , (4.5.10) 的 谱 序 列 第 二 项 
Erg = Hp(K(Z,3)) ® Ha(K(ra(S"), 4)) 
的 图 表示 为 (这 里 用 到 (4.5.11))， 


tr 
oN 
、 


a TT 


、 
oN 
zolol zl olalo 

0 1 2 3 4 5 0 


其 中 ra = rd4(9-). 从 (4.5.9) 容易 看 出 Hi(PP) = Hs(P) = 0, 即 
Eo = E83% = 0. 
这 意味 着 (4.5.17) 中 的 箭头 是 一 个 同 构 . 因此 有 
74(S°) = Zo. (4.5.18) 


pb 
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4.5.3 “Whitehead 纤维 化 与 xs(S") 的 计算 


Whitehead 纤维 化 是 一 个 与 Postnicov 纤维 化 相对 应 的 序列 .与 Postnicov 构 
造 过 程 相反 , 在 那里 消去 X 的 所 有 (> n) 维 同 伦 群 , 而 在 这 里 是 消除 所 有 (< n) 
维 同 伦 群 . Whitehead 纤维 化 序列 为 


A— Wo Wi Wi 一 及， (4.5.19) 
满足 
K(m(X),n—1) oo WW 
| (4.5.20) 
Wn_1 
并 且 
1 入 8 入 
Tk(W,) = (4.5.21) 
Tk (XX )， n+l1<k. 


下 面 就 来 构造 满足 (4.5.20) 和 (4.5.21) 的 纤维 化 序列 (4.5.19). 
第 一 步 . 首先 从 和 出 发 构造 Wi. 令 


XI 一 XUe U..: 
是 这 样 的 空间 , 它 消去 所 有 天 > 2 的 同 伦 群 , 即 
Xi = K(r(X),1). 
考虑 Xi 中 所 有 从 基点 * 到 X 中 的 道路 组 成 空间 
PXi(*, X)= {7Y: [0,1 —= Xi| 7(0) = *, 7(1) € X+. 
从 PXi(*, 革 ) 到 和 上 的 终点 映射 y mm y(1) 是 一 个 纤维 从 


(2X] 一 PX1i(*,X) 


| 
X 


令 Wi = PXi(*, 关 ). 由 QI = QK(rm(X),1) = 天 (ri(X),0), 便 得 


K(nri(X),0) 一 全 Wi 
| (4.5.22) 
A 
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这 了 吏 是 = 1 的 关系 式 (4.5.21). 
第 二 步 . 从 Wi,_1 来 构造 W,，(n > 2)， 由 粘 接 胞 腔 到 W,_! 上 来 消去 所 有 
k 之 n 十 1 同 伦 群 , 它 给 出 


| (4.5.23) 


第 三 步 . 验证 W, 满足 (4.5.21)， 从 (4.5.23) 的 纤维 丛 同 伦 正 合 序列 及 关于 


nk(Whn)= ria(Wn_ 1) = rr), VE 之 n+i+l, (4.5.24) 


以 及 
na(Wn)=0, kn—o?. (4.5.25) 


而 在 n 和 nn 一 1 处 , 该 序列 为 


0 一 Tn (Wh ) = Tn (Whn1) ©， Tn_1(QK(N,nN)) oo Tn_i1(Whn) 一 0. (4.5.26) 


4.5 “球面 同 伦 群 的 计算 


.351 . 


是 可 交换 的 . 因此 , 由 (4.2.38), 9 是 一 个 同 构 . 再 由 (4.5.26) 正 合 性 可 知 


nn(Wn) = rani(W,) = 0. (4.5.27) 


关系 式 (4.5.24),(4.5.25) 和 (4.5.27) 正 是 (4.5.21), Whitehead 纤维 化 序列 构造 完毕 . 
下 面 将 应 用 Whitehead 纤维 化 序列 来 计算 同 伦 群 zs(53). 令 针 = 53. 因为 5 
是 2 连通 的 , 故 有 


由 (4.5.21) 和 Hurewicz 同 构 
ns(S") 一 ns( Wa) 一 Hs(Wa). (4.5.28) 


因此 要 计算 xs(53) 只 需 计 算 同 调 群 Hs (Wi). 
由 例 4.14, K (x3(S3),2) = K(Z,2) = CP”. 因此 有 纤维 化 


CP™ — Wa 
| (4.5.29) 


G5 
Ws 的 同调 群 可 由 (4.5.29) 的 谱 序 列 来 计算 . 它 的 Eo 项 为 


EW ~ H?(S*,2Z) ® HCP™,Z), 


。 Dp,d DpD 二 2,9 一 1 
do 。 Fb 一 bE» 。 


其 图 表示 为 


d 

[zl | | | 
hal | 

1 | 人 

| AU 

mms] ei 
'| [Ml | 

| 
oi1| | Te 

yu 
0 ] 2 3 4 
于 (99) 
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= Es. 因为 Ws 是 3 连通 的 , 故 ds : Es 一 矶 "是 同 构 . 再 由 ds 


d3(7") = nz" ds(Z) = nr" e. 


Z, k=0, 
H"(W3,Z)= $4 0, k=1,2,3, 2m (m > 2), 
bp, k=2p+l1, p> 2. 


Hi(W3,2Z)= 4 0, k=1,2, 2m+1 (m=1,2,:..), (4.5.30) 
pp, k= 2p, p= 2,3,.… 


| (4.5.31) 


由 (4.5.18), 纤维 从 (4.5.31) 的 下 同调 谱 序列 E? 项 为 
万 p 。 一 p(Ws, ZZ) 中 Ho(K (Zo,3),2). 


它 ye 
K(Z,, 3 


)) 

| 

4| 0 个、 

3| Z。 

2| 0 

1 1 0 

0| Z 
0 1 2 


在 图 中 可 以 看 出 , 需要 计算 Hs(K(Zo,3)). 再 由 RQK(G,n) = K(G,n 一 1) 及 道路 纤 
维 化 (4.2.37), 有 纤维 化 空间 
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K(Z,1) — PK (Zo,2) 
| (4.5.33) 
K (2Z»,2) 


K(Z2,2) — PK (22,3) 
| (4.5.34) 
K (2Z2,3) 
由 例 4.5, K (Zo,1) = L>(Q,2), 并 且 


Z, k=0, 
H"(K(Z2,1)) = H*(L™(Q,2)) = 4 Z,, k= 2m, 
0, k=2m+1. 


因此 使 用 谱 序 列 方法 , 从 (4.5.33) 和 Hr(PX) = 0 ( > 1) 对 任意 X, 可 以 算出 
K (Zo,2) 的 直到 大 = 6 维 的 上 同调 


Z, k=0, 
H"(K(Z2,2))= $4 0, k=1,2,4,6, (4.5.35) 
poo, k= 3,5. 


再 由 (4.5.35), 使 用 (4.5.34) 的 上 同调 谱 序列 可 算出 
H°(K(Z2,3)) = Z2， 


因而 有 Hs(K (Zo,3)) = HS5(K(Z2,3)) = 2Z2. 这 样 , 在 (4.5.32) 的 图 表 中 同 态 de = 0 
是 零 同 态 . 这 意味 着 


Hs(Wa) = Es% = Eso = Hs(K(22,3)) = 2Z2. 
于 是 从 (4.5.28) 得 到 
ns(S") 一 J. (4.5.36) 
4.5.4 ”球面 同 伦 群 的 Serre 定理 


现在 应 用 Whitehead 纤维 化 的 谱 序列 来 证 明 球 面 同 伦 群 的 一 个 重要 结果 ,， 即 
Serre 定理 . 这 里 我 们 总 是 将 者 干 有 限 循环 群 的 直 和 Z,, @:…@Zp, 或 平凡 群 G=0 
称 作 挠 群 . 

定理 4.23(Serre 定理 ) ”关于 球面 同 伦 群 有 如 下 性 质 : 当 n= 2m 寺 1 是 柯 数 


时 , 有 
n、 |】 2 k =n, 
m5 用 kn 
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而 对 n = 2m (m > 1) 是 偶数 时 , 有 


2, k = nn, 


nk(S") = 


证 明 ”这 里 的 证 明 是 参照 文献 [各 . 令 RR 为 实数 群 . 注意 到 对 整数 日 由 群 和 拨 
群 有 


(ZO:..@Z0Z BBZg)B R=RO.…@R. (4.5.37) 
or/ 


p p 


再 由 (4.5.21) 和 Hurewicz 定理 ,关于 Sn 的 Whitehead 纤维 化 有 Nk41(S") = 
Hxrr1(Wx, 包 ). 于 是 从 (4.5.37) 推出 


Nk41(S") 8 R= Heri(Wr, R) = H+ (Wi, R). (4.5.38) 


该 定理 的 证 明 就 是 建立 在 (4.5.37) 和 (4.5.38) 基础 之 上 的 . 
为 Sn 是 (n -1) 连通 的 并 且 r(S") = Z, 故 Whitehead 纤维 化 序列 从 Wi 
开始 : 


| (4.5.39) 


| (4.5.40) 
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为 了 从 (4.5.40) 来 计算 Hpi(Wi, R), 必须 计算 KK(Z,n 一 1) 的 实 系 数 同调 群 . 
由 RQK(Z,n) = K(Z,n 一 1) 及 (4.2.37), 有 下 面 纤 维 化 


K(Z,m) 一 PK(Z,Mm+1) 
| (4.5.41) 
K(Z,m+1) 


注意 到 
K(Z,1)=S5°, K(Z,2)= CP™. (4.5.42) 


则 由 (4.5.41) 的 谱 序 列 , 从 (4.5.42) 可 归纳 地 证 明 


H*(K(Z,n), R) = | 


x — 
H Klo n= 0, kKAmn (m > 0), 


事实 上 , 当 m = n 是 奇数 并 且 公 式 (4.5.43) 成 立 , 则 (4.5.41) 的 上 同调 谱 序 列 E。 
项 为 
E>” = H?(K(Z,n+1),R)@H(K(Z,n), RB), 


它 的 图 表示 为 


"a 
ON | je | 


ON NN 
a Fel Pel, 


nN 十 1 2(n 十 1) 


由 于 H*(PK(Z,n 十 1T)) = 0, (4.5.45) 中 的 同 态 dn41 一 定 是 同 构 . 因而 村 出 n++1 
的 公式 (4.5.44). 同样 方式 可 证 , 当 n 是 偶数 并 且 (4.5.44) 成 立 , 则 对 nn 十 1 公式 
(4.5.43) 成 并 . 

现在 回 过 来 应 用 (4.5.43) 和 (4.5.44) 从 (4.5.40) 的 谱 序 列 计算 Wi, 的 同调 群 . 
首先 假设 ”= 奇数 . 则 根据 n 一 1 的 公式 (4.5.44), 纤维 化 (4.5.40) 的 详 序 列 Ez 项 


Er? = H?(S", R)@® H'(K(Z,n — 1),R) 
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的 图 表示 为 
d 
2(n—1)| RR R 
dn, 
n—l1|t 
0| kh 
0 bp 


因为 Hn_1(W, R) = 0, 图 中 底 同 态 d 是 同 构 . 由 于 环 结 构 , 其 他 所 有 同 态 dn 都 
是 同 构 . 因而 有 
H*(W,R)=0, Vk>1. (4.5.46) 


从 这 可 推 知 Hi1(Wi, R) = 0, 再 由 (4.5.38) 可 知 
nn+1(S") = 挠 和 群 ” (n= 奇数 ). (4.5.47) 


| (4.5.48) 
WW, 
类 似 于 (4.5.35) 的 证 明 , 从 (4.5.47) 可 以 得 到 
HK(K(G,n),R) =0 (k > 1)， 当 G = 找 群 (4.5.49) 


因而 从 (4.5.46)~(4.5.48) 可 推 得 H*(Wi+1, RR) = 0, Vk > 1. 再 由 (4.5.38) 可 知 


nk(S"7) = 挠 群 (n= 


现在 假设 ”= 偶数 . 此 时 根据 n 一 1 的 公式 (4.5.43), 纤维 从 (4.5.40) 的 实 系 
数 上 同调 的 Eo 项 仅 有 4 个 非 零 元 素 


0;U pm0nl on pn,nol 
F00 = Em-1— pm pen-1oR. 
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该 Eo 的 图 表示 为 


0 
n—l1|R R 
dn 
0| kh R 
p 


mw | (45.50) 
令 n>2, 则 2n 一 1>n 十 1. 由 (4.5.38) 可 知 
Tn+1(S") = 挠 群 ， 当 n > 2 是 侦 数 . (4.5.51) 
从 (4.5.49) 和 (4.5.51) 可 推出 
H*(K(xrn4i(S"),n), R)=0, kl1. 
再 由 纤维 从 (4.5.48) 的 谱 序 列 可 导出 
H*(Wn41, R) = H*(W,, R), Vk>0, 
mn+2(S") = H"™ (Wn+1,2Z) = 找 群 
由 此 可 归纳 下 去 直到 2n - 2 为 止 ， 
H*(Whn4, R)= H"(Wh,R), 1l1<lg<n-?2, (4.5.52) 
Tnir(S") = 二 H"t"(Wnjyr_1) = 找 群 ，1<r<n-2, (4.5.53) 
non_1(S") ® R= HI (Won_o, R)= Hi (Wh, R)=R (4.5.54) 


在 (4.5.52)~ (4.5.54) 的 推导 过 程 中 , 反复 使 用 了 (4.5.38) 和 (4.5.49). 公式 (4.5.54) 
的 最 后 等 式 应 用 了 (4.5.50), 它 表明 


72n_1(S") = ZO 找 群 . (4.5.55) 
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再 由 (4.5.55), 下 面 实 系数 上 同调 环 


H*(K(r2n-1(S"),2n 一 2),R) (n > 2 为 偶数 )， 


是 由 一 个 生成 子 e e H?2"-2(K(%2n_1(S"),2n — 2),R) 
纤维 化 


| 
Wo2n_» 
4(n—1) Ht dyn _1 h 
2(n—1)| RR R 
0 2n—1 


因为 


don_1: H2m-V(K(Aon_1(S"),2n — 2), R) — H2"*-1(Won_o, R) = W?2"-1(W,, RR) 


是 同 构 , 即 d(e) 是 H27-1(W, R) 生成 元 . 
此 外 , 对 任 em e H2mm-D(K(A2n_1(S7),2n 一 2), R), 图 中 同 态 do。l(em) = 
me™m-1d(e). 因此 图 中 所 有 同 态 d2n_1 是 同 构 . 这 就 推出 


(4.5.56) 
最 后 归纳 地 从 (4.5.56) 推出 , 对 所 有 gq > 2n,H*(W, RR) 是 平凡 的 , 进而 ro(S") 是 
挠 群 . 这 样 , 定理 证 毕 . 

4.5.5 Freudenthal 同 结 像 定 理 


同 纬 像 定 理 是 计算 球面 同 伦 群 的 一 个 有 效 方法 之 一 ， 它 最 初 是 由 Freudenthal 
在 1937 年 引入 . 令 Sm+1 与 Sm+1 分 别 是 Sm+1 的 上 半球 和 下 半球 , Sm = Smtin 
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S7" ” 是 纬度 球面 . 由 于 59?"” 和 57" ” 是 可 缩 的 , 根据 相对 同 伦 的 正 合 序列 可 得 
下 面 同 构 


Jr : mmnH1(S 一 Mnt1( 9 下) 


1x TS Sm) — Nn+l (S™+1 Smt). 


上 述 三 个 同 态 可 组 合成 一 个 同 态 , 称 作 同 纬 像 同 态 ， 


由 同 伦 切除 性 定理 4.13, 同 纬 像 同 态 已 是 一 个 同 构 的 充 要 条 件 是 三 联 组 (Sm+1， 
S7”,S7+ ) 同 伦 群 是 平凡 的 ， 


1m 十 1 人 9S7T 9S7 二 一 0. 


同 纬 像 同 态 有 另 一 种 等 价 定义 . 两 种 不 同形 式 的 定义 产生 两 种 关于 同 纬 像 定理 
的 不 同 证 明 . 这 里 将 采 下 面 介 绍 的 定义 方式 . 根据 (4.2.37), 关于 X= 9"+ 引入 
下 面 纤 维 从 : 


(Ws (4.5.58) 


再 令 * 是 Sm+1 的 一 个 基点 . 则 存在 一 个 映射 p : (857 ,37m) 一 (Smt+1,*) 使 得 yp 
将 ST 一 Sm 一 对 一 地 映 到 Sm+: - {*} 上 . 容易 看 出 , 存在 映射 


n: (SP,S™) — (PS™™ ,QS™™), (4.5.59) 


使 得 p = x on. 实际 上 ,7 : Sm 一 QSm+1 同 伦 于 包含 映射 , 它 诱导 一 个 同 态 
ms : MTn(S™) oo Mn (QS™THT). (4.5.60) 
此 外 , 再 由 PSm+1! 的 可 缩 性 从 (4.5.58) 的 纤维 从 同 伦 正 合 性 可 得 同 构 
da: Tni1(S™TH) ~ mm (QS™T). 


于 是 得 到 下 列 同 态 
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E=d on: mm(S™) oo mi(S™t). (4.5.61) 


事实 上 , (4.5.61) 的 同 态 与 (4.5.57) 的 同 态 是 相等 的 . 

下 面 给 出 的 就 是 Freudenthal 同 纬 像 定 理 . 这 里 的 证 明 是 参照 文献 [15]. 

定理 4.24 令 一 : mm(Sm) 一 rn+li(Sm+1l 是 由 (4.5.61) 定义 的 同 纬 像 同 态 . 
则 当 1 < n < 2m 一 2 时 , 是 一 个 同 构 , 这 里 m > 2. 
证 明 ”只 和 需 证 明 当 1 < n < 2m - 2 时 , (4.5.60) 定义 的 同 态 mn. 是 一 个 同 构 即 
可 . 为 此 目的 , 关于 7 : Sm 一 QSm+1 引入 拓扑 空间 


N= |(QS™™)U(S™ x [0,1])| /{(z,0) ~ 7(7z)| z € S™}. 


这 个 空间 N 的 图 形 如 图 4.17 所 示 . 容易 验证 Q5m+1 


一 一 是 N 的 形变 收缩 核 . 换 名 话说，N 与 QSm+l 具有 相 
加 9xoal 。 同 的 同 伦 群 
Don nk(N) 一 ADSm 
现在 , 假设 由 (4.5.59) 诱导 出 的 同 态 
图 4.17 站 ， 丽 (Sm) > Hi(QSTH) (和 大 区 2m 一 了 


是 一 个 同 构 . 则 可 得 到 
Hi(N,S™)=0, (1<k<2m-—1). 


再 由 Hurewicz 定理 (定理 4.9), 当 m > 2 时, AXA(N,S™"m) =0(1 < k< 2m 一 1). 再 由 
相对 同 伦 的 正 合 序列 可 推 得 对 1 < k < 2m - 2, 包含 同 态 (4.5.60) 是 同 构 . 
因此 , 只 需 证 明 (4.5.62) 是 同 构 . 纤维 从 (4.5.58) 下 同调 谱 序 列 Eo 项 的 图 表 


4.5 ”球面 同 伦 群 的 计算 . 361 . 


因为 Hi.(PS™m+1) = 0, 故 图 中 箭头 都 是 同 构 . 这 表明 


(4.5.63) 


d: : Hy(S™H) ~ Hr_1(QS™H). (4.5.64) 


再 考虑 下 列 图 表 


Hi(PS™+H!1, QSm+1) > Hi_1(QSm™m+!) 
| Tx | 


Hr.(S™H!, *) 一 ， 有 -1(Q37 ) 


该 图 表 是 可 交换 的 .由 同调 群 的 正 合 序列 及 Hi(PS™) = 0 (k > 1) 可 知 , 0. 是 同 
构 . 而 由 (4.5.64) 知 ds 也 是 同 构 . 因此 


mn : 有 (PSmT QS™mTH) > Hr(S™HY, *) (4.5.65) 


| 一 
H(PS™t! (2O™m+1) 人 


该 图 表 交 换 性 成 立 , 其 中 5 是 映射 (4.5.59) 诱导 同 态 . 由 (4.5.65) 和 (4.5.66) 为 同 
构 可 推出 


jj. : Hie(STH, S™) ~ Hr(PS™H, QS™H) (1& kg 2m) (4.5.67) 


是 同 构 . 然后 再 由 下 面 图 表 的 交换 性 


Hi.(STT,S™) — Hxr-1(S™) 
| ns | n% 


Hi(PS™+!1, QSm+H!1) 一 Hk_1(QS™m+!) 


以 及 9, 的 同 构 性 , 从 (4.5.67) 可 推出 (4.5.62) 是 同 构 . 定理 证 毕 . 
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部 分 Tnik(S ) 的 结果 
根据 Freudenthal 同 纬 像 定 理 4.23, 有 


nnik(S" ) = NN+k(S™ ), n<N, k<nD—2. (4.5.68) 


因此 , 当 固定 时 , 如 果 求 出 jp S™) 对 上 十 2 < n, 则 所 有 rNjk(SNM)(N > n) 都 
知道 了 . 
首先 列 出 一 些 前 面 已 计算 出 来 的 结果 如 下 : 


(4.5.71) 
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(4) & = 5 的 结果 : 


Nn7(S)=2Zo, Ts(9) = ro(S) = Do 四 Za 
nT10(S") 一 9, AT11(S") 一 , TmT5(9 ) 一 0, 人 之 站 


(5 大 = 6 的 结果 : 


Ts8(S”) = Za， 7Tg(S5) = Za， MT10(S’) = Z24 BZ3, 
7ll(92) = 2Z2, Tl2(90) 一 Zoo， Til3(S) = Zo, 
7mn+6(9 )=Z2, n2>8; 


(6) k= 二 7 的 结果 : 


79(S2) = Za， Ti0(S)= Zs, M1(S’)= 215, 
xl2(95) = Za0, Ai3(S°) = Zeo, 714(S') = Zi120, 
N15(S) 一 也 四 Zi20， Nn47(S")=2Z240, n>9; 


(7) k= 二 8 的 结果 : 


ml0(9”) = Zi15, MT11(S) = 2Z2, Ta2(9 ) = 2, 

m13(S*) =2Z2, ml4(95) = Zoa BZ2, M5(S')= Za 9720Z2, 
N16(S°) = Z2 BZ2 B72 BT, T1715) = 2Z2 7B, 
Nn+8(H" ) = 2Z2 BZ2, n> 10; 


(8) 大 = 9 的 结果 : 


9- 2 ni12(S" ) 一 bo BD 02， A13(9°) 一 2 由 bh Bb, 


Tl4(9 ) = Za BZ2 BZ2, Tl4(9 ) = Za 四 Za 四 Do2， 


mll(3S2) = 
) 

nT16(S") = Zo2 B Z2 B Z2 | 7», 
) 
) = 


90° 


Tl7(S ) = Zo B Zo © Z2 B Zo DB 2, 

Ti18(S”) = Z2 四 Za B Zo» B 2, 

7T19(S'") = Za BZ2 BZ» 7, 

Tn+9(H") = ZZ2 BZ2 BL, n2>11; 
(9) k=10 的 结果 : 


Ti2(S°) = 2 BD bo, nT13(S") = bi12 DB Ly, 
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以 上 列 出 1 和 kxX 和 10 的 同 伦 群 yx(0S") 的 全 部 计算 结果 . 从 中 可 以 看 出 球面 
同 伦 群 的 规律 很 复杂 , 至 少 到 目前 还 看 不 出 具有 一 个 统一 的 计算 规律 (或 公式 ). 文 
献 [28] 中 关于 球面 同 伦 群 有 一 个 较 完整 的 讨论 . 以 上 同 伦 群 结果 来 目 文献 [37]. 


第 5 章 。 奇 点 理论 与 指标 公式 


所 谓 奇 氮 是 指 流 形 上 映射 的 一 些 特殊 点 ， 例 如 ， 对 于 一 个 流 形 M 上 的 映射 
f: M 一 M, 它 的 不 动 点 7Z = f(z); M 上 的 一 个 和 癌 量 场 v: M 一 TM 的 零点 
ulZ) = 0, 以 及 M 上 函数 f : M 一 Ri 的 临界 点 . 即使 f 的 梯度 Vf(z) = 0 的 点 
zt € M 等 , 都 称 作 奇 氮 . 奇 扩 理 论 就 是 研究 映射 、 奇 点 , 以 及 流 形 拓扑 结构 这 三 者 
之 间 关联 的 一 个 拓扑 学 分 支 . 它 已 具有 丰富 的 内 容 , 并 且 对 数学 许多 其 他 领域 产生 
重大 影响 . 这 一 章 将 主要 介绍 不 动 扣 存在 性 、 奇 乓 的 指标 以 及 指标 公式 Nielsen 不 
动 点 类 理论 、Morse 理论 及 其 应 用 等 内 容 . 

这 一 章 的 主要 安排 如 下 : 5.1 节 以 Brouwer 不 动 点 定理 和 .Lefschetz 不 动 点 定 
理 开始 , 然后 介绍 映射 的 Brouwer 拓扑 度 , 它 是 不 动 点 和 向 量 场 指 标的 公共 基础 . 
最 后 在 Brouwer 拓扑 度 基 础 上 引入 不 动 点 指数 概念 . 

5.2 节 主 要 讨论 映射 的 Lefschetz 不 动 点 指数 公式 和 问 量 场 奇 点 的 Poincaré- 
Hopf 指标 定理 , 这 两 个 经 典 工 作 与 5.4 节 介 绍 的 Morse 不 等 式 一 起 使 奇 点 理论 大 
放 光 彩 . 这 一 节 的 最 后 介绍 由 作者 与 汪 守 宏 合作 关于 带 边 流 形 上 的 Poincaré-Hopf 
指标 定理 的 工作 ,以 及 作为 应 用 由 此 得 到 的 关于 大 气 与 海洋 水 平分 层 全 局 环流 公 
式 . 市 边 流 形 上 指标 定理 的 关键 是 如 何 给 出 边界 奇 点 的 指标 定义 . 在 一 般 情况 下 边 
务 奇 氮 不 存在 指标 概念 , 然而 , 对 于 无 法 回流 的 同 量 场 边 界 奇 氮 可 定义 指标 , 它 是 


一 个 本 (meEzZ) 的 分 数 指标 . 


5.3 节 主 要 介绍 由 Nielsen 开创 再 经 由 Wecken 发 展 的 不 动 点 类 理论 ， 它 的 主要 
特 氮 就 是 对 非 单 连通 流 形 上 的 映射 同 伦 类 给 出 最 少 不 动 点 数 的 佑 计 , 它 是 由 Nielsen 
数 刻 男 的 . 然而 , 不 动 点 类 理论 最 关键 的 部 分 Nielsen 数 的 计算 非常 困难 . 卖 介 狗 群 
的 出 现 使 得 一 大 类 流 形 上 映射 的 Nielsen 数 变 得 可 计算 了 , 这 类 流 形 的 基本 特征 就 
是 具有 某 种 对 称 结构 , 即 可 沿 看 ri1(M) 中 闭 曲 线 进行 转动 的 不 变性 , 如 Lie 群 ( 包 
括 轮 胎 面 T",V(mw,O(n) 等 ), 透镜 空间 L2"+1 等 . 某 种 意义 上 讲 正 是 妆 伯 骆 理 论 
才 使 得 不 动 点 类 理论 真正 的 具有 数学 价值 , 它 的 优美 性 是 由 下 面 公式 体现 , 即 对 于 
流 形 M 上 的 映射 f : M 一 M, 当 姜 伯 驹 群 J(j zo) = ma(M) 时 , f 的 Nielsen 数 
N(f) 具有 如 下 公式 : 


#[Hi(M)/Im(id — fix)], 当地 (站 夫 0， 
0, 当 L(f)=0,， 


其 中 L(f) 是 Lefschetz 数 , # 号 表示 群 元 素 的 个 数 . 
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本 章 的 最 后 两 节 是 关于 Morse 理论 的 介绍 . Morse 理论 有 三 个 不 同 的 研究 领 
域 , 将 它们 分 别称 之 为 1 工 和 II 型 理论 . I 型 的 研究 领域 是 关于 流 形 M 上 函数 临 
界 扣 与 M 拓扑 结构 之 间 关 系 的 一 个 学 科 分 文 ， [I 型 领域 主要 是 以 Riemann 流 形 
M 的 道路 空间 Q(M,a,b) 上 能 量 泊 函 巨 : Q(M,a,b) 一 Ri 为 研究 对 象 , 忆 定义 为 


b , 
E(7Y) = / gij(V) dr dz ， 


其 中 {gij} 是 M 上 Riemann 度量 , ye Q(M,a,b) 是 M 上 连接 a 与 2 的 直路 互 的 
临界 点 , 就 是 连接 a 与 b 的 测 地 线 (短程 线 ). 【[[] 型 领域 是 关于 无 券 维 Banach 空间 
上 泛 函 临界 点 理论 , 它 的 直接 背景 是 偏 微 分 方程 的 应 用 . 关于 III 型 理论 这 里 不 作 介 
绍 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 张 茶 庆 先生 在 该 领域 的 葛 基 性 著作 !33|. 

5.4 节 主 要 论述 了 Morse 理论 ( 工 )， 它 的 基本 结 打 了 就 是 关于 水 平 集 的 拓扑 纸 
构 , 流 形 的 CW 复 形 同 伦 型 , 以 及 关于 临界 点 与 流 形 Betti 数 之 间 的 Morse 不 等 式 
等 经 典 性 定理 . 这 里 , 作者 也 提出 了 紧 流 形 上 最 少 临 界 点 数 与 沉 形 分 解数 相等 的 公 
式 , 即 

#(f,M) = M*#, 


其 中 #(f, M) 是 M 上 函数 的 最 少 临 界 点 数 ，M# 是 M 可 分 解 成 闭 盘 的 最 少数 . 
作为 推测 , 作者 提出 一 个 公子 

K(M)= #(f, M)= MY (5.0.1) 
这 里 K(M) 是 M 中 所 有 共 力 元 总 数 ， 并 且 (5.0.1) 成 立 的 条 件 是 M 的 基本 和 群 


xX1(M) 要求 是 可 交换 的 . 这 一 节 的 最 后 简要 地 介绍 了 由 Smail 提出 的 h 配 边 定理 
以 及 它 对 n > 5 的 Poincaré 猜想 的 应 用 . 这 里 Morse 理论 (1 ) 在 应 用 方面 的 辉 烛 


最 后 一 节 (5.5 节 ) 是 关于 Morse 理论 (I[) 的 内 容 . 该 理论 的 轮廓 大 致 如 下 . 
5.5.1 小 节 主 要 在 Riemann 流 形 M 的 连接 a 和 》 的 道路 空间 QM(a,b) 上 引入 能 
量 泛 函 ,并 建立 临界 点 的 Morse 指标 概念 . 5.5.2 小 节 是 利用 流 形 M 的 联络 结构 
求 出 一 阶 变 分 方程 

0 五 (7) = 0, Y € WM(a,b) (5.0.2) 


的 表达 形式 , 它 与 (M, gi;) 的 测 地 线 方程 一 致 . 从 而 证 得 
y 是 五 的 临界 点 今 7 为 连接 a,b 的 测 地 线 . 
5.5.3 小 节 主 要 利用 Riemann 流 形 上 的 曲率 算 子 求 得 五 的 二 次 变 分 方程 
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的 表达 形式 , 它 是 一 个 二 阶 常 微 分 方程 . 它 的 解 叫做 M 上 沿 7 的 Jacobi 疝 量 场 . 
利用 Jacobi 场 来 定义 测 地 线 共 斩 点 及 其 重 数 的 概念 . 在 5.5.4 小 节 中 , 介绍 Morse 
指标 定理 , 该 定理 说 , 能 量 泛 函 EB 的 临界 点 7 的 Morse 指标 等 于 7 上 在 a,b 间 的 
共 纯 点 数 ( 计 入 重 数 ). 在 5.5.5 小 节 中 建立 关于 道路 空间 QM(a,5) 拓扑 结构 的 定 
理 , 即 CW 复 形 同 伦 型 结果 . 它 相 当 于 工 型 理论 中 的 定理 5.14. 在 最 后 一 小 市 中 介 
绍 了 关于 U 群 和 正 交 群 的 Bott 周期 定理 , 它 是 开 型 Morse 理论 的 一 个 顶峰 性 
朱 . 
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5.1.1 。 Brouwer 不 动 点 定理 


Brouwer 不 动 点 定理 是 拓扑 学 中 最 简洁 优美 的 定理 之 一 . 它 是 由 Brouwer 在 
1909 年 证 明 的 , 并 且 在 1912 年 给 出 现在 通常 采用 的 拓扑 方法 证 明 . 事实 上 , 早 在 
1904 年 , Bohl 证 明了 n = 3 维 情 况 , 而 在 1910 年 , Hadamard 也 给 出 一 般 情况 的 证 
明 . 该 定理 陈述 如 下 . 

定理 5.1(Brouwer 不 动 点 定理 ) 令 X 是 一 个 与 mm 维 闭 球体 同 胚 的 集合 , wp: 
XX 一 XX 是 一 个 连续 映射 . 则 yp 至 少 在 X 中 有 一 个 不 动 点 ZEeX, 即 p(z) = 7z. 

下 面 关 于 这 个 定理 给 出 两 种 证 明 : 分 析 方 法 与 拓扑 方法 . 特别 地 , 在 证 明 中 来 
阐明 该 定理 的 实质 . 

定理 5.1 的 分 析 证 明 令 严 = [0,1]"* 是 一 个 n 维 方 体 , p : I" 一 了 是 一 个 
连续 映射 . 则 集合 

Ly = {(7,p(7)| z EI"} 


是 2n 维 方 体 I* x I" 中 的 一 个 nn 维 曲 面 . 
Brouwer 不 动 点 定理 的 本 质 就 是 , 对 任何 映射 p: 
I" 一 I", 由 它 产 生 n 维 曲 面 FT。 在 I7 x I" 中 一 定 i 


与 n 维 对 角 线 A 


y=1(7r,7r)| rE } 0 7 


相交 , 即 Tn 攻关 2. 当 n = 1 时 该 几何 意义 可 由 
5.1 看 出 . 

这 中 几何 直观 在 高 维 (n > 2) 的 情况 下 无 法 用 图 示 表 达 出 来 . 但 是 可 以 进行 高 
维 的 想象 . 下 面 给 出 的 分 析 方 法 证 明正 是 这 种 高 维 直观 想象 的 产物 , 它 的 实质 束 是 
从 高 维 投影 到 低 维 来 看 . z 

关于 5: I? 一 IJ", 对 n 之 1 用 归纳 法 进行 证 明 . 显然 当 n = 1 时 定理 成 并 ( 见 
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5.1). 假设 对 n > 1 该 定理 成 立 . 考虑 p : T"+1 一 "+1. 此 时 , p 可 表达 为 


分 别 定义 为 


由 归纳 假设 , 对 每 个 参 变量 te 了 上 映射 有 一 个 不 动 点 y(t)， 


y(t) 一 wy(t), t)， 


这 里 vy 连续 地 依赖 于 te I. y = v(t) 可 能 是 上 的 多 

值 函数 , 但 是 可 以 取 y(t) 的 一 个 连续 分 支 vo(t) 使 得 

Pad W?) ”yolt) 是 t 的 单 值 连续 函数 , 见 图 5.2 所 示 . 将 yo 人 
yolt) 代入 9 得 到 


' go: T=—1, 
图 5.2 ”肢体 线 代表 yo(t) 


再 次 由 归纳 假设 , go 具有 不 动 点 to eE I. 因而 (yo(to),to) Ee I?+1 是 y 的 不 动 点 . 这 
就 证 明了 一 般 n 维 方 体 I" 上 的 不 动 点 存在 性 . 

令 hh: 针 一 I" 是 一 个 同 胚 . 则 X 上 的 映射 p : 针 一 六 与 方 体 I" 上 的 映射 
p=hodoh tl: I7—1" 之 间 建 立 了 一 一 对 应 关系 . 容易 看 出 p 的 不 动 尽 ZT EI" 
导致 h-!1(z) EX 是 66 的 不 动 点 . 因此 定理 5.1 得 到 证 明 . 

定理 5.1 的 拓扑 方法 ”该 方法 是 经 典 的 , 只 需 在 单位 财 盘 D" 上 进行 育 抑 
注意 到 , 后 op: D” — D" 没有 不 动 扣 , 即 


p(T) 大 工 ， vr ED.', 


则 z 与 p(z) 两 点 决定 一 个 同 量 7 = Z 一 gp(7). 该 同 量 的 延长 线 与 边界 Sm™-1 交 于 
一 点 (7z), 见 图 5.3 所 示 . 容易 看 出 , 这 个 交点 定义 一 个 具有 下 面 性 质 的 连续 函数 


Vy : Dn 一 9 (=0Dm)， 
Sn-1 一 72d : Sm 一 一 9m 一 


(5.1.1) 


5.1 不 动 点 及 其 指数 . 369 . 


映射 (5.1.1) 的 几何 意义 是 : 一 个 m 维 球体 在 
边界 固定 并 且 内 部 不 扯 破 的 条 件 下 能 够 连续 地 形变 WW 
到 边界 上 ， 直 观 上 看 这 是 不 可 能 的 事情 . 因此 wp : 
Dn -，Ppn 存在 不 动 点 的 本 质 就 是 实心 球体 不 可 能 
在 边界 不 动情 况 下 连续 形变 成 一 个 空心 球面 . Ge! 
现在 , 需要 从 数学 上 严格 证 明 不 存在 如 (5.1.1) 
那样 的 映射 ， 用 反 证 法 , 假设 (5.1.1) 存在 令 i | 5.3 
Sm -1 一 Dn 是 包含 映射 则 


Woi=id: 9" 一 9n 
由 同调 群 上 的 映射 请 导 同 态 性 质 ， 
Dr os = (Wo) =id:: Hn_1(S" 1!) — Hn_1(S"™). 
注意 到 fH,_1(S"™-1) = ZH,_1(D") = 0. 因此 
y*: Hn-1(D") — Hn-1(S™ ) 


是 零 同 态 . 这 意味 着 Wx ox* 二 0. 此 与 Wx o ?1* 一 20 媚 盾 . 这 就 完成 了 Brouwer 个 
动 扣 定理 拓扑 方法 的 证 明 . 


5.1.2 Lefschetz 数 


Brouwer 不 动 点 定理 很 自然 地 会 使 人 想到 可 能 存在 更 一 般 的 不 动 点 理论 , 它 将 
映射 与 空间 的 拓扑 性 质 联 系 在 一 起 . 这 个 一 般 性 的 结果 就 是 将 要 介绍 的 Lefschetz 
不 动 尽 定理 . 

令 X 和 是 有 限 可 前 分 空间 , f : X 一 X 是 一 个 映射 . 则 f 诱导 出 实 系 数 同调 群 


的 一 个 同 态 
fra : Hi(X, R) 一 Ha(X, R). 


因为 H,(X, R) = R* (k > 0) 是 线性 空间 , 故 fs 可 表示 为 一 个 滤 阵 


(5.1.2) 


. 370 . 第 5 章 奇 点 理论 与 指标 公式 


这 个 数 叫做 Lefschetz 数 , 它 是 一 个 整数 . 这 是 因为 f 在 H,(X,Z) 上 诱导 同 态 f,。 
与 fq 在 Hs(X,Z) 上 的 限制 相同 的 , 故 (5.1.2) 的 矩阵 元 aij 都 是 整数 . 
显然 由 (5.1.3) 定义 的 Lefschetz 数 是 同 伦 不 变 的 , 即 


fg>1(f)= L(g9). 
此 外 , 当 f 之 id: 天 一 天 时, 如 (je) = 4q 维 Betti 数 . 改 有 
L(f) = x(X), 当 f ~ id, (5.1.4) 


下 面 给 出 的 就 是 着 名 的 Lefschetz 不 动 扣 定理. 

定理 5.2 (Lefschetz 不 动 点 定理 )” 令 义 是 一 个 紧 可 旗 分 空间 , f: X 一 X 是 
连续 映射 . 者 L(f) 了 0, 则 f 有 不 动 扩 . 

Lefschetz 是 怎样 看 出 这 个 优美 的 定理 昵 ? 实际 上 , 数学 定理 的 发 现 都 是 建立 
在 大 量 实例 的 基础 之 上 , 然后 在 直 感 与 经 验 牵引 下 探索 出 来 的 . 我 们 无 法 知 诞 Lef- 
schetz 是 从 哪些 例子 中 猜 出 这 个 结果 的 . 但 是 蝇 无 疑问 , Brouwer 不 动 扩 定理 与 5 
上 的 映射 f : 51 一 5 一 定 是 发 现 Lefschetz 不 动 点 定理 的 重要 线索 . 

现在 就 以 f : 51 一 91 这 个 例子 来 追踪 这 个 发 现 的 过 程 , 它 不 一 定 真实 , 但 能 
帮助 理解 这 个 问题 

首先 , 探求 一 个 数学 定理 必须 要 求 它 的 条 件 是 可 验证 的 . 映射 f: 和 一 X 有 
不 动 尽 


f(x0) = Z0， Z0 EX 
的 数学 特征 粗略 地 讲 就 是 存在 zo 的 “不 动 ” 邻 域 B, 即 
f(B)NnBzL8， Vzo 的 邻 域 B. (5.1.5) 


从 Brouwer 定理 的 观点 看 , 这 也 是 存在 不 动 点 的 条 件 . 但 是 (5.1.5) 是 不 可 验证 的 . 
它 不 能 作为 定理 的 条 件 出 现 . 而 能 够 取代 (5.1.5) 的 条 件 就 是 对 所 有 过 zo 的 紧 子 
流 形 工 有 

f(T )NT A SG. 
这 个 性 质 翻译 成 可 验证 的 数学 条 件 就 是 存在 某 个 生成 元 a = [TD] e Ho(X,R)(q 0) 
使 得 f(a) = ma(lm 和 0), 即 f。: H,(X,R) 一 H,(X,RR) 的 迹 含 有 f 不 动 点 的 信 
息 . 因此 , 从 集合 


{tr(fro)| 0 < gq < dim X} 
中 寻求 f 不 动 点 存在 性 的 条 件 是 一 个 很 自然 的 过 程 . 映射 


(5.1.6) 
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给 我 们 提供 了 很 好 的 样板 . 从 (5.1.6) 很 容易 看 出 , 当 0o 了 0 时 ， 
fk: 9 一 9 存在 不 动 点 < 1 一 上 天 0 


而 1 -大 正好 就 是 (5.1.3) 给 出 的 L(f). 再 由 定理 5.1 的 支持 (在 那里 L(f) = 1)， 
猜测 L(f) 夭 0 是 不 动 点 存在 的 条 件 就 成 为 顺理成章 的 事 了 . 
事实 上 , 下面 的 Hopt 迹 公 式 最 清晰 地 揭示 了 Lefschetz 不 动 点 定理 的 实质 , 使 


得 该 定理 要 全 入 J. 


令 K 是 XX 的 单纯 复 形 . f: C,(K,R)—C,(K,R) (0< 


其 中 fo : Ha(X, RR) 一 Ha(X,RR) 是 fo 谤 叶 同 态 
证 明令 f, 分 别 在 边缘 链 群 和 闭 链 群 上 的 限制 为 


fo : Bal(X, R) 一 Bal(X, R), fo : Za(X, RR) 一 a(X,R). (5.1.7) 


则 由 下 面 正 合 性 


tr(f2) = tr(frq) + tr(f27). (5.1.8) 
再 由 下 列 正 合 性 


0 — Z,(X, R) —» 0,(X, R) —— B,_1(X, R) 一 0， 
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于 是 定理 得 证 . 

下 面 定理 5.2 的 证 明 很 好 地 解释 了 为 什么 会 有 Lefschetz 不 动 尽 定 理 

定理 5.2 的 证 明 只 需 证 明 : 如 果 f 没有 不 动 点 , 则 L(f) = 0. 因为 X 是 紧 
的 可 谢 分 空间 , X 上 可 引入 度量 p. 当 f 没有 不 动 点 时 , 存在 6 > 0 使 得 


p(Z, f(7))20>0. (5.1.11) 


此 外 , 对 f 和 6 > 0, 存在 X 的 充分 加 细 的 单纯 剖 分 K 和 ff: XX 一 X, 使 得 K 的 
每 个 单 形 ( 方 体 ) 直径 小 于 6/2, 即 


diam (cj) < > vo €K, (5.1.12) 


以 及 f 同 伦 于 f, 满足 


p(f(2), Fo) < 5 veexX. 


并 且 将 天 的 单 形 映 到 单 形 上 (不 一 定 维 数 相同 ), f 的 存在 性 见 文献 [12, 36]. 由 
(5.1.11) 可 推 知 d(z, f(x)) > > 再 由 (5.1.12) 有 
f(o) = 不 含 o 项 ， vo EK. 


即 f 诱导 的 链 映 射 六 : C,(X, R) 一 0,(X, R) 的 矩阵 对 角 线 上 所 有 元 素 为 零 . 因 
此 有 
tr(fo) = 0, vg 之 0. (5.1.13) 


再 由 定理 5.3 有 


5.1.3 ”了 映射 的 Brouwer 拓扑 度 


拓扑 度 理论 在 现代 数学 的 拓扑 、 几 何 与 分 析 等 领域 已 产生 非常 重要 的 影响 . 在 
1885 年 , Poincaré 对 平面 向量 场 引 入 指数 的 概念 , 这 是 度 理论 的 开端 . 在 1912 年 ， 
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Brouwer 对 于 流 形 上 的 映射 提出 了 映射 度 概念 . 随后 人 们 发 现 Brouwer 映射 度 与 
Poincaré 的 回 量 场 指标 概念 是 等 价 的 , 进而 发 展 成 更 一 般 的 拓扑 度 理论 . 该 理论 为 
后 面 介 绍 的 不 动 点 指数 及 问 量 场 奇 点 的 指标 提供 了 一 个 统一 的 框 染 , 使 定义 起 来 更 
方便 . 正 是 从 Brouwer 拓扑 度 出 发 才能 使 我 们 更 容易 地 理解 这 些 指数 的 同 伦 不 变 
性 等 性 质 , 以 及 它们 内 在 统一 性 的 本 质 . 

从 一 般 紧 流 形 上 映射 度 的 介绍 开始 . 令 M,N 是 两 个 n 维 可 定 问 紧 流 形 , ff : 
M 一 N 是 连续 映射 . 

定义 5.1 令 aeH(M,Z) 和 Be Hn(N,Z) 分 别 为 M 和 AN 的 m” 维 整 系数 
同调 群 的 生成 元 . 操 f 的 诱导 同 态 六 使 得 


f(a) = kb (k 上 必 为 一 整数 )， 


则 大 称 为 o 的 Brouwer 英 射 度 , 记 为 k= deg f. 

定义 5.1 是 球面 上 映射 度 (定义 4.5) 在 一 般 可 定 同 紧 流 形 上 的 推广 . 从 直观 上 
讲 , 映射 度 就 是 指 在 f 的 映射 下 , M 的 像 f(M) 将 N 履 盖 了 层 . 当 太 > 0 时 议 
覆盖 是 保定 同 的 , 阁 k < 0 时 是 反 定 辣 的 , 着 k=0 则 f(M) 在 入 上 可 连续 地 形变 
( 同 伦 ) 到 一 扣 上 . 

由 引 理 2.2, 立刻 得 到 映射 度 的 如 下 性 质 . 

引 理 5.1 关于 映射 度 , 下 面 结论 成 立 : 

(1) 同 伦 不 变性 . 者 f ~g: M 一 是 同 伦 的 , 则 deg (f) = deg (9); 

(2) 乘积 性 质 . 对 任 f: M 一 Ng:N 一 天 ,有 deg (gof)= deg (g):deg (f). 

从 引 理 5.1 可 知 , 映射 度 是 一 个 同 伦 不 变量 . 于 是 从 为 一 个 角度 可 解释 为 当 
deg f = +k (k>0) 时 , 对 任 s > 0 存在 f: M 一 NN 同 伦 于 ff 并 且 f 与 f 的 
“距离 ”dist (f,f) < s, 使 得 对 几乎 所 有 的 点 ye N，M 上 有 严格 的 个 不 同 扣 
1,'* ,Tk) 使 得 


f(zi)=y, 1g<igk. 
1. Brouwer 度 的 拓扑 方法 定义 


给 出 流 形 上 映射 度 的 概念 后 , 就 可 以 采用 拓扑 方法 来 定义 拓扑 度 . 令 QC R" 
是 一 个 有 和 者 开 集 , FF : 9 一 R"7 为 上 映射. 下面 关于 (Ff, 人 9) 应 用 映射 度 来 引入 Brouwer 
拓扑 度 概 念 . 

令 90 = To U TiU-.…UTm, 这 里 每 个 T 都 是 60 的 一 个 连通 分 文 ， 并 且 
Ti (1 im) 在 To 的 内 部 , 见 图 5.4 所 示 

假设 0 e F(80). 则 FF : 9 一 R" 可 诱导 出 从 9Q 到 R" 中 单位 球面 S"” 上 
的 映射 f: 60Q 一 En 如 下 : 
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TElT.. (5.1.14) 


这 里 f; 由 (5.1.14) 给 出 , deg (所 ) 如 定义 5.1. 

下 面 分 析 Brouwer 拓扑 度 的 几何 意义 . 

情况 1. 考察 9 同 胚 于 一 个 n 维 球体 的 情况 , 并 且 FF 在 9 中 仅 有 一 个 零 所 
F(z0) = 0. 为 了 简单 , 假设 9 = BR(zo) 是 以 zo 为 心 RR 为 半径 的 球体 . 在 这 种 情 
况 下 , F 可 诱 寻 出 一 族 球 面 映 射 


F(r,0) (5.1.15) 


其 中 (7,0) 是 BRr(To) 的 球面 坐标 , 即 BR(To) 是 由 zo 及 一 族 半 和 任 为 0<r<R 的 
同心 球面 S":! 构成 . (5.1.15) 表明 fr 与 f. (0 <r< RR) 是 同 伦 的 . 由 引 理 5.1 可 
知 

deg (FPF,0)=deg (fr), vO<r<R. 


deg ( 广 ) = K 的 意义 是 FF 将 每 个 同心 球面 5"-! C Brk(zo)k 次 履 荔 到 一 个 包围 
p=0 的 曲面 五 上 (三 一 0, 7 一 0). 因此 , deg (FQ,0) 本 质 上 就 是 下 将 QQ 黎 瘟 
k 次 映 到 p = 0 的 一 个 邻 域 上 . 

当 户 : Q 一 R" 是 可 微 的 , 并 且 p= 0 是 下 的 正则 值 时 , 由 定 回 的 定义 可 推 知 
扬 : Sm"-1 一 Sm-1 的 覆盖 数 为 1 或 一 1 等 价 于 deg DRP(zo) > 0 或 <0, 即 


1， 当 det DP(zo) > 0 
-1， 当 det DRP(zo) < 0. 


情况 2. p = 0 & F(O) 时 , 容易 看 出 由 (5.1.14) 定义 的 归 一 化 映射 的 像 fF(6m) 
在 S"-1 上 可 缩 为 一 点 . 见 图 5.5 所 示 . 因而 有 


deg (F, 0) = deg (f) =0, 当 p=0& RED) 时 . (5.1.17) 


deg (F, Br,0) = deg (fr) = | (5.1.16) 
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图 5.5 f(80) =ab 


情况 3. 考虑 99 只 有 一 个 连通 分 文 情况 . 将 9 分解 为 人 2 = U Br, BiNB; = %, 


每 个 Bi 同 胚 于 一 个 开 球 体 , 并 且 p = 0& F(8Bi),Vk > 1. 由 于 r= BiNB; 在 
9B; 与 9B; 中 的 定向 正好 相反 , 见 图 5.6 所 示 , 因此 FF 的 归 一 化 f : 90Q 一 5"-! 
的 映射 度 为 


deg ( (1) = 2 deg (fr), 
其 中 fk: 0Bk 一 S"™- P= Fle 的 归 一 化 . 由 定义 5.2, 这 意味 看 


情况 4 90 一 To + 时 的 情况 同样 , 将 Q 分 解 为 9 = U Bp=09 


F(OBr). 记 D=Q+ > Qj;, 其 中 Q; 是 由 Ti 所 围 区 域 (如 图 5.4 的 阴影 部 分 ). 令 
疡 是 忆 从 避 到 态 的 连续 延 拓 则 D 如 情况 3 的 情形 . 由 (5.1.18) 有 


从 这 推出 
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deg (F, 0) = deg (fo) — 2_ deg (fi) = > deg (F, Bj;) (5.1.20) 


从 公式 (5.1.20) 可 知 , 欲 理解 拓扑 度 的 本 质 , 只 需 了 解 情 况 1 和 情况 2 的 情形 即 可 
此 外 , 当 p =0 是 F 的 正则 值 时 , 从 (5.1.20) 和 (5.1.16) 可 得 


deg (FP, 1) = 3 sign det DF'(z). (5.1.21) 
F(z)=0 


公式 (5.1.21) 为 拓扑 度 的 分 析 定 义 提供 了 基础 . 


2. Brouwer 度 的 分 析 定 义 


下 面 给 出 的 是 从 分 析 的 角度 给 出 肌 射 f: 22—=R" 的 Brouwer 拓扑 度 的 等 价 
定义 . 它 的 优点 是 容易 计算 , 并 且 通 过 这 种 定义 可 看 出 不 动 点 指数 与 网 量 场 奇 氮 指 
标的 内 在 统一 性 . 

定义 5.3 (Brouwer 度 的 分 析 定 义 ) 令 下 :0 一 可,p=0 和 Rn) 则 关于 
(五 ,QQ) 定义 Brouwer 拓扑 度 如 下 : 

(1) 若 正在 Qf 上 是 C1 的 ,并 且 p=0 是 下 的 正则 值 , 则 定义 (5.1.21) 为 下 在 
Q 上 的 拓扑 度 ; 

(2) 若 所 是 C1 的 ,而 p=0 是 的 临界 值 , 那么 由 Sard 定理 (定理 1.9), 可 
取 的 一 个 正 侧 值 yo e R" 充分 小 , 使 得 yo 4 Ff(69). 此 时 p=0 是 下 -yo 的 正 
则 值 . 然后 定义 

deg (F, 0) = deg (F — yo, 0); 


(3) 当 FF 是 连续 函数 时 , 取 一 个 C1 函数 矿 : 9 一 R" 使 得 
supo|F (zx) — Fi(zx)| < dist (F(O00), 0), 


然后 定义 的 拓扑 度 为 
deg (F, 0) = deg (Fi, 2). 


为 了 保证 定义 5.3 的 合理 性 , 必须 证 明 (2) 和 (3) 中 关于 yo 和 五 的 选择 无 关 . 
这 一 点 由 (5.1.21) 的 同 伦 不 变性 很 容易 看 出 . 
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3. 拓扑 度 的 基本 性 质 


根据 引 理 5.1, 从 Brouwer 拓扑 度 的 定义 和 公式 (5.1.20) 立刻 可 推出 下 列 基本 
性 质 . 

定理 5.4 令 Qc R" 是 有 界 开 集 , FF : Qc R" 连续 , 0 ¢4 PF(60). 则 下 的 
Brouwer 拓扑 度 具 有 如 下 的 性 质 : 

(1) 规范 性 


1, 0eQ, 
0, 0¢Q. 


(2) 同 伦 不 变性 . 设 五: 9 x [0,1] 一 Rm 连续, 0 & H(60,1),(0 < tg<1). 令 
H(.,0) = HL(,1) = G, 则 有 


deg (id, (2) = | 


deg (F,0) = deg (G, 2). 
(2) 区 域 可 加 性 . 车 91,92 为 9 中 不 交 开 子 集 , 0 4 了 (9 一 (Qi1U 92)), 则 
/ deg (F 1) = deg (F, Qi1) + deg (F, |,). 


(4) 奇 点 存在 性 . 若 deg (FQ) 关 0, 则 存在 zo e Q 使 得 F(zo) = 0. 
这 里 再 介绍 一 个 拓扑 度 的 重要 性 质 , 即 下 面 的 约 化 定理 . 它 在 后 面 将 要 介绍 的 
流 形 上 不 动 点 指数 概念 中 是 有 用 的 . 


deg (FN) = deg (G,Qn Rn)， (5.1.22) 


这 里 G = FlonRm ~ 27d 一 glonRm. 
证 明 ”为 了 简单 , 只 考虑 p = 0 是 G : Qn R" 一 R" 的 正则 人 1 情况 , 否则 取 
C! 函数 逼近 G 即 可 . 由 


F(z) 一 {G1i1(7),:: . ,Gn(T), Tnt1,* , Tm}, 


det DF(z) = det DG(7), vreQ. 
于 是 由 (5.1.21) 得 到 (5.1.23). 定理 证 毕 . 
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5.1.4 流 形 上 不 动 点 指数 


令 M 是 m 维 带 边 或 不 带 边 紧 流 形 ，f : M 一 M 是 连续 上 映射. 下面 将 定义 f 
在 M 上 不 动 扩 指数 的 概念 . 令 M 可 髓 入 到 Rm 中 , 并 且 令 NC Rm 是 M 的 管 形 
邻 域 . 则 存在 映射 


i : MM 一 NN 为 包含 映射 ， r:N—M, 


使 得 7 oi 二 id: M 一 M 为 恒 等 . 然后 有 下 面 定义 . 
定义 5.4 (不 动 点 指数 ) 令 Uc M 是 一 个 开 子 集 , 并 且 f 在 U 中 的 不 动 点 
集 是 紧 的 . 此 时 Q =r-1(U) 是 N 中 一 个 开 集 , 并 且 复 合 映射 


iofor: 0—R" 
在 9 中 不 动 点 就 是 f 的 不 动 点 . 然后 定义 f 在 VU 上 不 动 点 指数 为 


Ind (f,U) = deg (1d — ,0), F=iofor. (5.1.23) 
特别 地 , 当 U = M 时 , 9 =7-1(M) = N, 此 时 
Ind (f, M) = deg (id— FN) (5.1.24) 


称 作 f 在 M 上 的 不 动 点 指数 

由 拓扑 度 的 约 化 定理 (定理 5.5) 不 难 证 明 , /不 动 点 指数 (5.1.23) 和 (5.1.24) 
是 不 依赖 于 M 到 Rm 的 峰 入 方式 和 收缩 映射 7 : N 一 M 的 选取 . 事实 上 由 Sard 
定理 , 存在 f : M 一 M 充分 逼近 f 且 与 f 同 伦 使 得 f 在 M 上 只 有 有 限 个 非 退 化 
不 动 点 , 即 f 在 这 些 不 动 点 x 处 的 短 阵 (I 一 Df(z)) 是 非 奇 异 的 , 这 里 Df(z) 是 
Jacobi 矩阵 . 因此 , 再 由 公式 (5.1.21 )， 只 需 对 f 的 一 个 非 退 化 不 动 点 zoE M 来 证 
明 下 面 引 理 . 

引 理 5.2 令 zo eM 是 f:M 一 M 的 一 个 非 退 化 不 动 尽 UCM 是 zo 的 
一 个 邻 域 使 得 zo 在 U 中 是 唯一 不 动 点 . 则 


Ind (f,U)= sign det (IT — Df (xo)), (5.1.25) 


其 中 了 是 m”xzm 单位 矩阵 . 
证 明 令 和 Wc R"™m 是 nn 维 流 形 M 的 管 形 邻 域 , r : N 一 M 是 收编 映射 ， 
rim = id: M 一 M. 不 妨 设 U 是 可 缩 的 . 因而 存在 一 个 坐标 变换 , 使 得 


QA=r 人 (ICEm UVU=ANR"CR"™. 


于 是 由 约 化 定理 得 
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当 To 大 的 孤立 不 动 上 时 , Ind (f,V) 与 zo 充分 小 邻 域 V 选取 无 关 , 此 时 
Ind (f,7xo0) = Ind (f,V) 


称 作 zo 的 指标 . 根据 定理 5.4 和 引 理 5.2, 从 (5.1.23) 和 (5.1.24) 立刻 得 到 关于 不 
动 点 指数 的 如 下 定理 , 它 为 后 面 的 Nielsen 不 动 点 类 理论 提供 基础 . 

定理 5.6 ” 令 M 是 一 个 带 边 或 不 带 边 的 n 维 紧 流 形 , UC X 是 一 个 开 集 ， 
f : U 一 X 的 不 动 点 集合 是 紧 的 . 则 f 在 UV 上 不 动 点 指数 具有 下 列 性 质 

(1) 不 动 点 存在 性 . 者 Ind (f,U) 关 0, 则 了 在 U 中 存在 不 动 扩 

(2) 同 伦 不 变性 . 车 互 : fp ~ 有: U 一 是 同 伦 ,并且 H(,t) 所 有 0<txg1 
的 不 动 点 集合 在 UV 中 是 紧 的 , 即 


{rz EUI H(z,t) = 72, 0<t<g1} 的 财 包 CU, 
则 fo 与 所 的 不 动 扩 指数 相等 
Ind (fo,U)= Ind (f1,U). 


(3) 区 域 可 加 性 . 令 可 ,… ,UU 是 U 的 互 不 相交 开 子 集 , 并 且 ff 在 UU 一 > U; 
上 没有 不 动 点 . 则 有 


特别 地 , 在 f 在 M 上 的 不 动 尽 Zl1…… ,ZN ,都 是 非 退 化 的 则 有 


例 5.1 令 M = 5S5" 是 一 个 维 球面 . 计算 恒 等 映射 f = id: 5" 一 5" 的 不 
动 点 指数 Ind (id, S"™). 此 时 S" C R"+1 的 管 形 邻 域 


[| 
N= {renls<ll<2) 


是 一 个 内 半径 为 >, 外 半径 为 2 的 n+ 1 维 球面 环形 区 域 . 收缩 映射 ": N 一 5" 
与 二 iofor: N 一 R"+t1 可 表达 为 


,， F(T)=iof or(7) 


| 
全 

| 
S 
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此 外 ON = 97 U S73. 由 定义 5.2， 


deg (id— FN) = deg ((id — F)lss) — deg ((id — F)|ss). 


容易 看 出 | 
(id—F)lsr(7)=7— > = 57, VIz| = 2, 
(id — Flss (Z) = 7 — 27 = —zY, VIz| = > 
即 
2(id 一 耳 )|sn = id: 937 一 97 是 恒 等 映 射 
(id — F)lss S52 一 53 是 对 行 瞻 射 ， 
于 是 有 


Ind (id, 9") = deg (id— FPN)=1-(-1)" = x(S"). (5.1.27) 


对 照 (5.1.27) 和 (5.1.4), 我 们 发 现 球面 上 恒 等 映射 的 不 动 点 指数 与 Lefschtz 数 
相等 . 这 不 是 一 个 偶然 . 实际 上 对 于 任何 紧 流 形 M 的 映射 f : M 一 M, 其 不 动 挟 
指数 与 Lefschetz 数 相 等 , 即 


Ind (f, M) = L(f). (5.1.28) 


这 个 式 子 称 为 Lefschetz 公式 , 在 5.2 节 中 将 会 讨论 它 . 
注 5.1 令 zo eM 是 Ff 的 孤立 不 动 点 , 并 且 在 它 的 邻 域 UV 内 是 唯一 的 不 动 
点 . 如 果 Ind (j, zo) = 0, 则 存在 f : M -，M 与 f 同 伦 使 得 f 在 UV 中 没有 不 动 
点 , 并 且 了 =f 在 M 一 U 中 . 这 个 结论 称 作 不 动 点 消灭 定理 , 可 参见 文献 [13]. 
注 5.2 令 M 是 一 个 nn 维 流 形 . 对 任何 一 个 整数 Ke ZZ, 存在 映射 了: M 一 M 
及 孤立 不 动 点 zo e M, 使 得 Ind (f, zo) =. 例如 ,车 z=0 是 ff: R? 一 RR 的 一 
个 孤立 不 动 点 , 并 且 f 在 xz =0 可 表示 为 


则 f 关于 xz = 0 的 不 动 点 指标 取信 范围 为 
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0. 士 2 土 4,.…. , 土 ， 
+1, 土 3,.…. , 土 k， 


进一步 , 根据 系数 al, 和 o2 的 变化 , (5.1.30) 中 的 整数 都 能 被 取 到 ez0， 特别 地 
在 文献 [20] 中 证 得 下 面 定理 
定理 5.7 令 玉 和 有 丽 是 如 下 大 阶 多 项 陈 


(5.1.30) 


其 中 ai (i = 12) 如 (5.1.29). 车 >>… 之 tn 是 请 (t) 的 N 个 实 骞 扩 ( 计 入 重 


5.2 ” 奇 挟 的 指标 公 王 


5.2.1 Lefschetz 不 动 点 指数 公式 


在 上 一 节 关 于 流 形 上 映射 引入 不 动 点 指数 概念 ， 它 是 同 伦 不 变 的 ， 同 时， 从 
(5.1.4) 和 (5.1.27) 发 现 球面 上 恒 等 映 射 满足 关系 式 (5.1.28), 那 就 是 这 一 小 节 要 专 
门 讨论 的 课题 . 从 一 个 例子 开始 . 

例 5.2 ”为 了 对 Lefschet 公式 (5.1.28) 有 进一步 感性 理解 , 考察 f,: S51 一 9- 
的 指数 , 这 里 

fn(e®t)=e'", neZ, ees. (5.2.1) 


显然 所 将 S51 映 到 5S1 上 缠绕 了 圈 , 当 n > 0 时 是 正 同 的 ,m < 0 时 是 反 同 的 . 
此 所 的 诱导 同 态 


fro : Ho(51) 一 Ho(S1) 是 互 等 同 构 ， 
fni: Hi(S1) 一 Hi(51) 满足 f41([S1]) = m[9)]. 


即 trfro = 1,trfni = 7n. 于 是 f， 的 Lefschetz 数 为 
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此 外 , (5.2.1) 有 m = |1 一 | 个 不 动 点 如 下 (n 冯 1) 


由 (5.1.26), 到 的 不 动 扩 指数 为 


m—1 
Ind (f%,, $1) = 》 sign (1—n)=1—n, nzK1, 
k=0 


Ind (f1,S1!)=0 (由 (5.1.27)). 
结合 (5.2.2) 和 (5.2.3) 可 以 得 到 Lefschetz 指数 公 王 


L(fn)=Ind(f,,S5), nezZ. 


下 面 给 出 和 证 明 这 一 小 节 的 主要 和 定理. 

定理 5.8 (Lefschetz 指数 公式 ) 令 M 是 m” 维 紧 流 形 , f : M 一 M 是 连续 映 
射 , 则 f 在 M 上 的 不 动 点 指数 等 于 f 的 Lefschetz 数 . 特别 地 , 当 f 在 M 上 不 动 
点 都 是 正则 的 , 它们 是 z1,… ,zm ec M, 则 (5.1.28) 表达 为 


L(f)= > sign det (T — Df (xx)). (5.2.4) 
k=1 


证 明 ”这 里 的 证 明 是 以 突出 (5.2.4) 的 实质 为 守则. 因为 f 在 一 个 同 伦 扰动 下 
不 动 点 变 为 有 限 正则 的 . 因此 只 需 讨 论 f 不 动 点 是 正则 即 可 . 将 证 明 分 为 三 个 步骤 
进行 , 前 两 步 揭示 本 质 , 最 后 一 步 是 技术 性 的 . 
第 一 步 . 首先 分 析 单 一 不 动 点 zo 处 Df(zo) 的 几何 意义 .在 局 部 坐标 下 , DJj(zo) 
是 一 个 n x n 算 阵 .由 Jordan 定理 知 , 存在 非 奇 异 和 矩阵 P 使 得 已 .DJ P- 是 一 
个 Jordan 窜 隆 ， 
P.Df(zo)P-! = Jordan 型 对 角 阵 . 


这 意味 着 在 坐标 变换 z' = Pz 下 , Df(zo) 可 表达 成 Jordan 对 角 型 . 因此 可 令 
Df(zxo) 为 如 下 对 角形 式 


k = ki + ko, (5.2.5) 
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其 中 Bi 是 ; x ;7 阶 矩 阵 , Bu 的 所 有 特征 值 实 部 Re 入 > 1, Br。 特征 值 实 部 1 > 
Re 入 > 0, 而 Bn_k 的 实 部 是 负数 Re 入 < 0. 
不 失 一 般 性 , 用 (5.2.4) 的 下 面 最 简单 形式 来 讨论 : 


2 0 
| 
Df (zo) 一 ~ [x ) k = ki 十 ko, 


0 in—k 


这 里 万 为 了 xz7 阶 单位 矩阵 . 此 时 f 在 zo 的 邻 域 可 表达 为 
2 
f(x) = zo 十 Ly (T — 7X0) + ol(|z — zol). (5.2.6) 


现在 就 可 以 分 析 由 (5.2.6) 所 给 的 映射 f 在 zo 
邻 域 中 的 几何 特点 . 在 zo 的 邻 域 取 单纯 谢 分 K 的 单 
形 人 如 图 5.7 所 示 , 其 中 zo 位 于 大 维 方 体 大 的 
= IxJI"*C R*xR"", 其 中 


(5.2.7) 

容易 看 出 , (5.2.7) 的 B。_ 将 R"-* 的 上 半 部 分 R?-* 映 到 下 半 部 分 R**. 因 

此 , 当 图 5.7 中 单 形 取得 很 小 时 , (5.2.6) 的 映射 将 I? 映 到 R 中 而 将 I? 映 到 
R? 中 . 于 是 有 


f: I 一 R* 是 “不 变 ” 单 形 (k= ki 十 2). (5.2.8) 


这 就 是 Df(zxo) 的 几何 意义 . 这 种 几何 性 质 关 于 Df(zo) 的 一 般 形式 (5.2.5) 也 古 成 
立 的 , 它 对 直观 理解 Lefschetz 公式 (5.2.4) 是 关键 的 . 

第 二 步 . 如 何 从 (5.2.8) 看 出 公式 (5.2.4) 呢 . 为 了 方便 , 将 (5.2.5) 中 的 称 作 
不 动 点 zo 的 不 变 指 标 , ko 为 收缩 指标 . 由 (5.1.3) 和 Hopf 公式 (定理 5.3), 有 


L(f)= >_(-1)°tr(f:), (5.2.9) 
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这 里 fi : Ck(K, RR) 一 Cr(K,R) 是 f 诱导 的 上 维 链 映射 (第 二 步 将 介绍 它 ). 
Cr(K, R) 的 生成 元 是 M 的 单纯 剖 分 K 的 所 有 维 单 形 ( 方 体 ). 对 某 个 方 体 
o7 €E Ck(K, RR), 链 映射 


fr(07) = Qj10T + + Qjmom 


的 几何 意义 是 存在 f 的 同 伦 逼近 f( 正 规 术语 称 作 单纯 逼近 ), 使 得 f 将 ok 映 到 ok 
上 覆盖 ai; 层 . 因此 只 有 f 不 动 点 的 维 不 变 单 形 对 fi 的 迹 tr(f) 才能 有 页 献 ， 
并 且 它 的 算 阵 元 az 只 取 土 1. 

先 来 看 特殊 情况 . 令 (5.2.7) 中 Bk = 2 了 I( 即 ks。 = 0). 此 时 zo 的 不 动 扩 指标 为 


Ind (f,7x0) = sign |T — Df(z0)| = sign | 一 下 | = (—1)". (5.2.10) 
而 由 Bk = 2 将 图 3.7 中 单 形 I* 保定 网 地 上 柳 兰 * 一 次 , 即 
f(T™)= TU..…. 
因此 f 关于 I* 的 对 角 和 矩阵 元 为 
ak 二 1 (1* 排 在 第 i 个 生成 元 位 置 ). (5.2.11) 


如 果 f 所 有 不 动 点 的 Jacobi 矩阵 DF 的 正 特征 值 大 于 1, 则 从 (5.2.9) 和 (5.2.11) 
可 推出 


7 


y `(-1)*nk (ng 是 不 变 指标 为 k 的 不 动 点 数 ) 


a 
> 
| 


nN 


Ind (f,M)= > -1)*nx (nk 如 上 式 ). 
k=0 
于 是 便 得 到 (5.2.4). 
再 来 看 一 般 情 况 . 此 时 zo 的 不 动 点 指标 为 


Ind (jzo) = (—1)*: = (—1)* 2 = (—1)*. (一 1 (5.2.12) 
在 第 三 步 中 , 将 证 明 fi 关于 不 变 单 形 * 的 对 角 上 窍 阵 元 为 
ak = (一 1)%， ”kz 为 zo 的 收缩 指标 (5.2.13) 
等 式 (5.2.13) 意味 着 


tr( fx) 一 nk | nx, 
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其 中 ni 是 不 变 指标 为 的 不 动 点 中 收缩 指标 ko= 偶数 的 不 动 点 数 , n2 为 ho= 奇 
数 的 不 动 点 数 . 因而 有 


L(f)= >_(-—1) "(nk — ng). (5.2.14) 


而 由 (5.2.12) 知 


这 里 Ij(z) 代表 zx 的 不 变 指标 , nj} 和 n2 与 (5.2.14) 相同 . 因此 有 


nN 


md (f,M)= > >》 Ind(f,7x)= > (-1) (nk — nk), (5.2.15) 
k=0 If (x)=k k=0 
结合 (5.2.14) 与 (5.2.15) 便 得 公式 (5.2.4). 

第 三 步 . 前 两 步 已 将 Lefschetz 公式 的 本 质 揭 示 出 来 , 使 我 们 明日 为 什么 会 有 
(5.2.4) 这 样 的 结果 . 现在 来 证 明 公 式 (5.2.13), 这 已 属于 技术 性 问题 了 . 不 关心 细节 
的 读者 可 上 略 去 这 一 步 . 

在 上 面 步 又 中 所 提 到 的 链 映 射 


fr: Cxk(K, R) > Cx(K, R) 


是 由 一 个 满足 下 面 性 质 的 映射 了: M 一 M 产生 的 , 称 为 的 单纯 映射: 
(1) f 与 f 在 M 上 同 伦 , f ~; 
(2) f 的 不 动 点 及 其 指标 与 f 的 严格 相同 ; 
(3) f 将 单纯 复 形 天 的 单 形 映 到 若干 单 形 并 集 上 , 故 将 顶点 映射 到 顶点 上 , 于 
是 f 与 了 的 关系 是 , 若 对 某 个 单 形 I* 有 


则 有 
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ki 
则 了 将 方 体 = [一 1,1* x [一 1,1l* 映 到 到 x [一 2,2]“ 上 , 即 
ki 
109 = -53 x [22 
上 此 时 了 的 单纯 映射 了 满足 
f(1*) = 天， (5.2.17) 


其 中 f 将 Te 按 下 面 方式 映 到 Ta , 将 每 个 截面 1% 保定 癌 映 到 目 喘 . 
有 了 这 些 基础 后 , 就 可 看 到 f(I*) 是 保定 问 或 反 定 问 地 覆盖 I* 完全 取决 于 
(5.2.16) 的 收缩 指标 la 是 奇 还 是 偶数 . 只 需 考察 k1 = 1 和 2 两 种 情况 即 可 . 其 他 


k1 > 3 情况 根据 ki 为 奇 或 偶 其 讨论 与 与 kh = 1 或 2 完全 相同 . 


1 


当 k] = 1] 时 fi1(y) 一 Do 4 C 一 1, 11], 印 


此 时 太 的 单纯 映射 有 只 有 将 顶点 pi = -1 映 到 顶点 pz = 1 上 , 将 pa 映 到 p， 上 
才能 满足 前 面 的 性 质 (1)~(3), 见 图 5.8 所 示 . 此 时 显然 f(1*) 反 定 癌 地 覆盖 1* 一 
次 


fi(p2) ~ 
fi(pi1) 
D1 D2 D1 QO D2? 
图 5.8 


在 此 旋转 下 , f 满足 性 质 (1)~(3) 并 且 fi 
于 是 便 证 明了 关系 式 (5.2.13). 
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注 5.3 若 M 是 一 个 带 边 流 形 , 并 上 且 f : M 一 M 在 边界 9M 上 没有 不 动 
点 , 则 公式 (5.2.4) 仍然 成 立 . 但 是 , 当 在 下 面条 件 限 制 下 ， 


f(0M) = 0M, 


边界 不 动 反 指数 无 法 定义 , 此 时 公 (5.2.4) 没有 意义 . 
显然 , 从 公式 (5.2.4) 立刻 推出 Lefschetz 不 动 点 定理 . 


5.2.2 ” 紧 流 形 上 向 量 场 的 Poincaré-Hopf 指标 定理 


令 M 是 m” 维 光滑 紧 流 形 , v 是 M 上 的 光滑 问 量 场 ，zo € M 称 为 问 量 场 v 
的 一 个 奇 卢 , 磊 uv(Zo) = 0. 从 Lefschetz 不 动 挟 公式 (5.2.4) 可 以 推出 关于 问 量 场 
奇 氮 的 著名 Poincaré-Hopf 指标 定理 .该 定理 的 n = 2 维 紧 定 回流 形 情 况 是 由 
Poincaré 在 1881 年 建立 . 而 在 一 般 ” 维 紧 流 形 上 的 推广 是 由 Hopf 在 1926 年 证 明 
的 . 

为 了 给 出 Poincar6Hopf 指标 定理 , 首先 介绍 向 量 场 奇 点 的 指标 概念 , 它 的 实 


质 就 是 奇 皮 邻 域 的 拓扑 度 . 
令 pe M,(U,vw) 是 p 点 的 一 个 局 部 坐标 系 , 使 得 


wp(p)=0€EV= pVU)CR. 


如 果 p 是 向 量 场 v: M 一 TM 的 孤立 奇 点 , 则 xz =0 是 久 : VV 一 R" 的 天 立 零 上 扣 ， 
这 里 
u=Dypovop :Vo R". (5.2.18) 


定义 5.5 令 p eM 是 向 量 场 wv 的 一 个 孤立 奇 点 . 将 (5.2.18) 的 映射 久 在 
z = 二 0 邻 域 的 拓扑 度 定义 为 v 在 p 氮 的 指标 


Ind (v,»p) = deg (vw,»v). (5.2.19) 


回 量 场 v 的 奇 点 pe MM 称 作 非 退 化 的 , 大 Dv(p) : TM — TM 是 一 个 同 构 ， 
即 Dv(p) 是 非 奇 异 的 . 若 bp 是 v 的 一 个 非 退化 奇 点 , 则 (5.2.19) 等 价 于 下 面 等 式 


Ind (v,p) = sign det Dv(p). (5.2.20) 


定理 5.9 (Poincar6Hopf 指标 定理 ) 令 M 是 m” 维 么 流 形 ,v 是 M 上 的 一 个 
只 有 有 限 个 奇 点 p1,… ,pm & M, 则 有 下 面 公式 


>》 Ind (v,pxk) = x(M), (5.2.21) 
k 


这 里 x(M) 是 M 的 Euler 示 性 数 . 
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证 明 ”该 定理 是 Lefschetz 不 动 点 指数 公式 的 推论 . 这 里 的 证 明 是 采用 Griffiths 
和 Harris 的 方法 站. 
不 失 一 般 性 , 假设 v 的 所 有 奇 乓 虱 是 正则 的 . v 在 M 上 过 zo 的 轨道 z(t, zo) 
是 下 面 方程 的 解 ， 
| 三 二 on (5.2.22) 


(5.2.23) 


它 是 连续 的 . 由 于 (5.2.22) 的 解 是 唯一 的 , 对 任 一 给 定 to e RI 由 (5.2.23) 定义 的 
映射 更 满足 下 面 性 质 


L(®) = x(M). (5.2.24) 


此 外 , 当 + > 0 很 小 时 , 8( 土 7,.) 的 不 动 点 严格 地 就 是 v(.) 的 奇 点 px, 并 且 
$( 土 7,-) 在 pk 的 导 算 子 由 (5.2.23) 可 得 


DE(+7,pk) = et +or), Axr = Dv(px). 
即 有 下 列 等 式 
TI- DE(+t7,pk) = 干 7Ak 十 o(7)， T+>0 很 小 . 
于 是 不 动 扩 pk 的 指标 为 


sign det (T — $B(+7, pk))=sign det ( 士 4ix) (7 >0 人 很 小 ) 
= ( 土 1 )"sign det 4 
= ( 土 1 )”Ind (wv, px). (5.2.25) 
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根据 不 动 点 指标 公式 (5.2.4), 从 (5.2.24) 和 (5.2.25) 可 得 


nd (wv xX(M), n 二 偶数， 
Dma tp) {x ，_ 有数 


此 外 , 对 于 紧 流 形 M 有 


X(M)=0， n= 奇数 . (5.2.26) 


于 是 得 到 (5.2.21). 定理 证 毕 . 
关于 (5.2.26), 当 MM 可 定向 时 可 由 Poincaré 对 偶 定 理 保 证 , 当 M 不 可 定 问 时 ， 
令 Ew 是 由 例 2.17 定义 的 流 形 . 则 Em 可 定 问 , 因而 


xX(BM) =0， 当 n 二 m= 偶数 时 . (5.2.27) 


再 由 纤维 从 (2.4.62), 有 
X(Em) = Xx(S™ )x(M). (5.2.28) 


于 是 当 n = 奇数 时 ,从 (5.2.27) 和 (5.2.28) 推出 不 可 定向 的 (5.2.26)， 关 于 公式 
(5.2.28), 可 参见 文献 [4] 的 第 182 页 , 它 也 可 由 Gysin 序列 (定理 4.20) 推出 


5.2.3 ” 回 量 场 边 界 奇 点 的 指标 


本 节 的 最 后 两 小 节 是 取 自 作者 与 汪 守 宏 的 工作 :2722 . 其 目的 是 将 紧 流 形 上 的 
Poincaré-Hopf 指标 定理 推广 到 带 边 流 形 上 . 带 边 流 形 上 问 量 场 的 指标 定理 主要 障 
碍 就 是 边界 奇 皮 在 一 般 情况 下 不 存在 指标 的 定义 . 然而 , 对 于 一 类 特殊 情况 边界 奇 
扩 的 指标 是 可 以 定义 的 , 那 就 是 边界 上 无 法 向 流 的 向 量 场 . 这 一 性 质 是 流体 速度 场 
的 基本 特征 , 就 是 以 研究 流体 动力 学 , 特别 是 大 气 与 海洋 水 平分 层 环 流 作 为 动机 来 
考虑 这 个 推广 工作 的 

令 M 是 一 个 n 维 Cr 的 带 边 紧 流 形 , C"(TM) 是 M 上 所 有 C” 问 量 场 构成 
的 空间 . 我 们 主要 关心 下 面 无 法 同 分 量 的 向量 场 空间 


Co (TM™ ) 一 {v EC C (TM | (2 nlem 一 0}, 


那里 n 是 9M 的 单位 外 法 问 量 , v .n 是 辣 量 场 的 法 问 分 量 

现在 需要 做 的 事情 就 是 对 向 量 场 ve C5(TM) (r > 1) 定义 边界 奇 点 的 指标 . 
其 基本 思想 就 是 (a) 沿 着 流 形 M 的 边界 9M 进行 延 拓 成 流 形 M, 使 得 9M 在 MM 
中 有 一 个 管 形 邻 域 ; (b) 通过 法 向 反射 来 延 拓 vw 到 M 上 的 向 量 场 5, 使 得 5 与 v 在 
0M 上 奇 点 一 致 ; (c) 最 后 考虑 v 在 9M 上 奇 点 作为 5 在 M 的 内 奇 点 来 定义 指标 . 
整个 过 程 如 图 5.9 所 示 , 那里 实质 性 地 应 用 了 法 问 分 量 为 零 的 条 件 , 使 得 边界 奇 所 
指标 定义 是 唯一 的 . 
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~ 
AL 。 ne 


P M 
(a) (b) 


图 5.9 (a) p 是 0M 上 一 个 边界 鞍 反 ; (b) 经 过 反射 延 拓 p 变 为 内 鞍 扣 


1. 流 形 AM 沿边 界 的 延 拓 


首先 将 M 藤 入 到 RN 中 (N > n)， 此 时 M CcC RN 由 藤 入 可 以 诱导 一 个 
Riemann 度量 而 成 为 Riemann 流 形 . 对 每 一 皮 ZE 0M ,MM 有 一 个 唯一 的 单位 外 污 
同 量 nj, 使 得 M 在 xz 点 切 空 间 可 表示 为 


T.-M = 1.0M ©@® N;, 


这 里 Nz 是 由 nj 张 成 的 直线 . 然后 在 RN 中 延 拓 M 如 下 


J 


M= MU{z+t+tnr|lreEoM,0<t<1}. (5.2.29) 


因为 M 是 Cr (r > 1) 的 ,存在 实数 入 > 0 使 得 对 任 z,y es 9M, 它们 的 外 法 向 
量 ms 和 Mn 不 相交 . 因此 , 不 失 一 般 性 , 在 (5.2.29) 中 取 入 = 1. 容易 证 明 , 由 
(5.2.29) 给 出 的 M 是 M 的 延 拓 带 边 紧 流 形 . 更 严格 地 , 它 共 有 下 面 性 质 . 

引 理 5.3” 令 M 是 一 个 Cr (r > 1) 的 带 边 紧 流 形 , 并 且 M Cc RN. 则 MM 能 
够 延 拓 成 一 个 Cr 流 形 M C RN, 即 M C M, 使 得 

(1) M 的 闭 包 是 一 个 Cr 带 边 紧 流 流 形 , 并 且 9M 同 胚 于 6Mi; 

(2) OM 在 M 中 有 一 个 管 形 邻 域 , 即 存 在 一 个 Cr" 藤 入 


p: OM x (-1,1)— MM, 
使 得 o(z,0) = xz， (Mb 与 9M 同 胚 对 任 -1 < 上 < 1 
2. 向 量 场 vE C7(TM) 到 MM 的 延 拓 
取 M 的 一 个 Cr 坐标 系 覆 盖 
B= {Ua, Pa} U {Sp x (—1,1),he} 


使 得 
V= {Ua, Pa} U {Ge x (—1,0],he} 


是 M 的 坐标 系 履 天, 并 且 


hp : (28 X {0} — R"-1. 
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在 坐标 系 B 中 , 将 v 延 拓 到 M 如 下 


Ua (TD)， Z € palUa), 
ta(7) = 4 valz), rE R=h(No x(-1,0l), (5.2.30) 
Vx (ZI ,Tn Tn), TE RY = h(a x |0,1)), 
其 中 z = (zi ,zn),va 是 vv 在 (Uo,wa) 的 表示 ， 
va (7) = {voi(2), ,Voan-1(7), —Van(72)} 


3. 边界 奇 点 的 指标 


现在 就 可 以 对 向 量 场 ve C7*(TM) 的 边界 奇 点 定义 指标 . 令 pe 0M 是 wv 的 一 
个 孤立 奇 点 . 那么 v 在 p 点 的 指标 定义 为 


] 
Ind (vw,D) = slnd (5, Dp), (5.2.32) 


那里 是 如 (5.2.31) 所 给 出 的 向 量 场 v 的 反射 延 拓 . 

不 难 证 明 , 由 (5.2.32) 定义 的 边界 奇 点 指标 是 不 依赖 于 M 到 RN 的 藤 入 方式 ， 
以 及 M 到 M 的 延 拓 , 也 不 依赖 于 坐标 系 $B 的 选取 . 这 些 证 明 都 是 技术 性 的 , 这 里 
不 再 详 述 . 

5.2.4 ”市 边 流 形 的 回 量 场 指标 公式 


这 一 小 节 主 要 是 介绍 带 边 紧 流 形 上 的 Poincar6Hopf 指标 定理 及 其 在 大 气 海 省 
环流 中 的 应 用 于 29 

定理 5.10 令 M 是 一 个 Cr (r > 1)n 维 带 边 紧 流 形 , ve C5(TM)(r > 1). 如 
果 v 有 有 限 个 奇 点 pr € M, 则 下 列 公 式 成 并 : 


2 md (v, Pk) = | 0 当 nn 二 奇数 (5.2.33) 


其 中 x(M) 是 M 的 Euler 示 性 数 . 
证 明 ”该 定理 的 基本 证 明 思 路 是 将 两 个 M 沿边 界 0M 烙 合 在 一 起 组 成 一 个 
紧 流 形 M* = M#M. 由 于 wv .nlem = 0, 在 粘 合 的 紧 流 形 M#M 上 形成 一 个 同 量 
场 V, 使 得 V 限制 在 每 个 分 文 M 上 就 是 v. 然后 由 紧 流 形 上 的 Poincar6-Hopf 指 
标定 理 得 到 
>》 Ind (Vp;) =2 > Ind (wpk) = x(M#M). 
7 k 
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然后 证 明 
2x(M ), 


0, 


won = 


便 得 到 公式 (5.2.33). 

下 面 给 出 证 明 步 又 . 我 们 分 三 步 进 行 . 

第 一 步 . 首先 将 M 藤 入 到 R"™T* = {z € Rm+!| zm+1 > 0}), 使 得 该 能 入 是 C" 
的 , 并 且 0M c 9Rm+l = Rm, M 的 内 部 放 在 R?+1! 的 内 部 R?+1, 即 KcR™+! 
此 外 , 对 任 一 点 ze 9M, 以 z 为 起 点 且 平 行 于 zm+1 轴 的 向 量 ns 是 9M 在 z 扩 
的 法 问 量 , 见 图 5.10 所 示 . 


PC 
R™+ 
> 
OM 
L 
图 5.10 


这 种 藤 入 是 存在 的 . 事实 上 , 令 M C Rm 是 一 个 髓 入 . 然后 定义 


于 是 p 是 如 图 5.10 所 示 的 嵌入 . 
第 二 步 . 将 M 粘 合成 一 个 紧 流 形 如 下 . 令 of : M 一 本 是 如 (5.2.34) 所 
定义 的 通 入 . 再 定义 p+ 的 反射 p- 如 下 


DO+(Z) = p_(7), vr E OM. (5.2.35) 
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因此 可 定义 商 空 间 Mj#M_ 如 下 


这 里 Mi = pj (M),，M_ = w_(M). 显然 Mt#AM_ 是 Cr 紧 流 形 . 
对 v€E C5(TM), 在 骨 入 p+: 和 wp- 作用 下 可 产生 两 个 问 量 场 


+ 二 Do+ OVUVDO DT M+ — TM,. (5.2.36) 
注意 到 v .njem = 0, 再 由 (5.2.35) 可 得 


v+|aM: = v-_|em._. 


由 此 , 在 Mj #M_ 上 可 产生 一 个 连续 向 量 场 $ 定义 为 


》 Ind (Vv, Pk ) = 》 Ind (V4, P+ (Pk)) = 》 Ind (v_ ,Pp- (pk)). (5.2.37) 


因为 p. 和 wp_ 是 互 为 反射 散 入 , w+ 与 v_ 是 相互 反射 问 量 场 ， 因此, 由 边界 
奇 点 的 指标 定义 (5.2.32), 对 于 wv 的 一 个 孤立 奇 反 PE 0M， 


Ind (v4, p+(p) = Ind (oo 人) = 3Ind (5, p-(p)). (5.2.38) 


当 p eM 是 v 的 孤立 奇 点 时 , 有 


Ind (v4+, p+(p)) = Ind(v-, wp-(p)) = Ind (%, p+(p)) = Ind (%,p-(p)). (5.2.39) 


因此 , 从 (5.2.37)~ (5.2.39) 可 推出 


>》 Ind ( 《及 ,局 )= oma ( (V+, p+ (Dk)) ) + oI Uv ,Pp— (Dk)) 
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>_Ind (v, Pk) = =X(M+#M-) (5.2.40) 
k 
第 三 步 . 最 后 证 明 
x(M:#M-_)= | | 二 ey (5.2.41) 


对 于 一 般 拓扑 空间 Xi, X2 有 下 面 公式 
X(X1U X2) = XxX(X1) + X(X2) — Xx(X1N X2), (5.2.42) 


该 公式 可 由 Mayer- Vlietoris 序列 导出 . 当 n= 奇数 时 (5.2.41) 由 (5.2.26) 得 到 . 而 
当 n = 偶数 时 , (5.2.41) 从 (5.2.42) 获得 . 因而 定理 证 结 . 
从 (5.2.42) 可 以 看 到 , 对 于 n 维 带 边 流 形 M 有 如 下 公 王 


x(M) = 5X(8M)， 。 当 n= 奇 数 


应 用 定理 5.8, 可 以 得 到 大 气 与 海洋 分 层 
的 水 平 环流 公式 , 它 能 粗略 地 帮助 我 们 理解 地 
球 流体 环流 的 拓扑 结构 
2 UD 描述 大 气 与 海洋 分 层 的 水 平 环流 运动 学 
1 是 一 个 二 维 不 可 压 绚 问 量 场 v(x),x € M,M 


是 一 个 如 图 5.11 所 示 的 区 域 . 对 于 大 气 运 动 ， 
图 5.11 ”阴影 部 分 代表 高 山 那里 的 阴影 部 分 代表 高 山 截面 , 而 外 边界 为 某 
截面 或 岛 幅 个 高 山 的 边界 , 故 用 十 1 个 高 山 . 对 于 海洋 
运动 阴影 部 分 代表 几 个 大 洲 和 岛屿 
环流 速度 场 v 的 环流 中 心 是 一 个 指标 为 1 的 奇 点 


Ind (v,p)=1, 当 p 是 环流 中 心 . 
v 的 鞍点 起 到 将 不 同 环流 分 离 的 作用 , 它 是 指标 为 -1 的 琳 反 ， 
Ind (v,p) = -1， 当 p 为 内 部 鞍 扩 . 


而 v 在 边界 上 只 有 边界 鞍点 这 一 种 奇 点 , 它 的 指标 为 -> 


Ind (v,p) = -3 当 p 为 边界 鞍 扩 . 
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在 大 气 与 海洋 水 平 环 流 中 只 有 这 三 种 奇 挟 , 它们 的 拓扑 结构 如 图 5.12 所 示 . 
图 5.11 所 示 的 区 域 M 的 示 性 数 为 


x(M)=1—k. b» 
° 

C = 环流 中 心 数 ， :) 

9 = 内 部 鞍点 数 ， 

?= 边 寞 驶 反 数 图 5.12 ”bb1, bo 为 边界 迁 扣 ， 
则 定理 5.8 告诉 我 们 , 它们 之 间 具 有 如 下 公式 cl c2, ca 为 环流 中 心 , s 为 内 部 

] 鞍点 
OC-S—--B=1—k. (5.2.43) 


2 


公式 (5.2.43) 给 出 大 气 与 海洋 水 平 环 流 的 拓扑 结构 与 区 域 地 理 特征 之 间 的 一 个 关 
系 . 这 里 有 十 1 就 是 地 球 上 所 有 的 高 山 数 或 岛屿 数 . 


5.3 不 动 点 类 理论 


5.3.1 一 般 介 绍 


Lefschetz 指数 公式 (5.2.4) 容易 给 人 产生 一 个 错觉 , 似乎 Lefschetz 数 不 仅 为 不 
动 点 存在 提供 了 判 据 , 而 且 也 能 告诉 我 们 有 多 少 不 动 点 . 实际 上 , 由 (5.1.30) 我 们 
知道 这 是 不 真实 的 , 人 们 自然 要 问 是 否 存在 一 个 判 据 , 它 能 够 对 映射 f : M 一 M 
的 同 伦 类 给 出 最 少 不 动 点 数 的 一 个 估计 . 不 动 点 类 概念 和 Nielsen 数 就 是 为 回答 这 
个 问题 而 产生 的 . 这 一 节 专 门 介 绍 Nielsen 不 动 点 类 理论 以 及 能 够 有 效 夺 经 Nielsen 


数 的 姜 伯 驹 群 方法 , 进一步 的 内 容 可 参见 文献 [13]. 
为 了 使 读者 能 够 有 一 个 直观 的 了 解 , 先 用 S1 上 映射 来 说 明和 什么 是 不 动 扩 类 及 


Nielsen 数 . 考察 图 5.13, 它 给 出 一 个 映射 
f: 5 一 9 (5.3.1) 


这 里 z 轴 和 y 轴 上 的 线段 [0,2r] 分 别 代表 两 个 圆圈 51, 换 句 话 讲 , 图 中 的 抱 形 区 
域 是 一 个 轮胎 面 , 其 中 黑 实 线 代 表 映 射 了 的 像 


= {(z, f(z)) eS'xS|res}. 


L 在 对 角 线 上 的 交 后 就 是 f 的 不 动 扩 . 
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图 5.13 (a) 中 工 是 fo 的 像 ; (b) 中 工 是 所 的 像 


图 中 (a) 和 (b) 是 两 个 相同 同 伦 的 映射 fo。 和 fo. 虽然 它们 的 不 动 扣 数 不 相同 ， 
但 是 可 从 观察 到 这 样 一 个 规律 , 即 (b) 中 的 映射 户 在 区 域 ( 吉 , #2) 的 三 个 不 动 点 经 
过 连续 形变 ( 同 伦 ) 可 合并 成 (a) 中 在 区 域 (x1, zz) 中 的 不 动 点 , 但 是 它们 无 法 形变 
到 f 在 Sl 一 [zi,zx2| 中 的 不 动 点 z= 0. 同 理 , 在 S51 一 [$j1,j2] 中 的 三 个 不 动 扩 
可 形变 到 (a) 中 的 不 动 点 z = 0, 却 不 能 形变 到 (z1, zxz2) 中 的 不 动 点 . 换 句 话 讲 , 这 
些 不 动 点 可 按 如 下 方式 进行 分 类 , 将 (b) 中 (51,j2) 中 的 三 个 不 动 挟 视 为 一 类 , 将 
Sl1 一 (zZ1,j2) 中 的 另外 三 个 视 为 另 一 类 , 于 是 具有 两 个 不 动 反 类 : 


同样 (a) 中 , fo 分 别 在 (zi,z?) 和 5S1 一 (z1,z2) 中 的 不 动 尽 视 为 两 个 不 同 的 不 动 反 
类 B1(f。) 和 Bo(fo). 它们 具有 如 下 规律 : 


Bi(fo) o> Bi(fo), Bo(fo) Bo(fo), fo fo (5.3.2) 


这 里 $i;( 记 ) 一 Bi(fo) 表示 Bi(fp) 可 形变 到 Bi(f。) 上 , fo 一 fo 表示 fo 同 伦 形变 
到 f。 上 . (5.3.2) 的 规律 表明 , 这 种 将 不 动 点 分 为 若干 类 是 同 伦 不 变 的 , 即 所 有 与 图 
5.13 中 映射 相同 伦 的 映射 了 不 动 点 可 分 为 两 类 B1(f) 和 2(f), 它们 的 类 别 在 同 伦 
下 不 变 . 于 是 定义 


1 (了 )，B2(f) 就 是 (5.3.1) 的 映射 了 的 不 动 点 类 . (5.3.3) 
容易 看 出 , 对 于 (5.3.1) 的 同 伦 类 [让 中 任 两 个 映射 及 , fo & 用. 它们 的 不 动 扩 
类 GB;( 握 ) 和 GB;(f)(i = 1,2) 中 不 动 点 数 可 能 不 相同 . 但 是 它们 的 不 动 点 指标 和 是 
相等 的 , 并 且 为 1， 
> Ind(fi,z)= >》 Ind (fo,7)=1. 


rEPi(f1) rEP;(f2) 


所 谓 f 的 Nielsen 数 就 是 定义 为 指标 和 不 为 零 的 不 动 点 类 个 数 , 在 上 述 这 个 例子 中 ， 
f 的 Nielsen 数 N(f) 是 2, 即 
N(f) =2. 
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显然 , 不 动 尽 类 [| 中 映射 的 最 少 不 动 点 数 等 于 Nielsen 数 N(f), 这 就 是 引入 Nielsen 
数 的 动机 
由 图 5.13 所 确定 的 映射 类 [有 ], 其 映射 度 deg (f) = 3. 对 于 一 般 3S1 上 映射 度 
为 n 的 映射 
f:S— 5, deg(f)=n, (5.3.4) 


如 果 n 关 1, 则 用 同样 的 图 示 方 法 可 以 看 出 , 当 n > 1 时 了 有 nn 一 1 个 不 动 扣 类 
Bi(f), 1 < i < n 一 1, 并 且 每 个 不 动 点 类 的 指数 和 为 1. 因而 N(f)=n 一 1. 而 当 
n < 0 时, f 有 1+|n| 个 不 动 点 类 , 其 指数 和 为 -1. 此 时 N(f)=1+|n|. 当 n=1 
时 , f 之 id. 此 时 由 (5.1.27) 不 动 点 类 指数 为 0. 总 络 起 来 , 对 于 (5.3.4) 的 映射 了 ， 
其 Nielsen 数 为 

N(f)= |1— nl. (5.3.5) 
显然 , (5.3.5) 的 Nielsen 数 是 同 伦 不 变 的 , 即 它 是 由 (5.3.4) 映射 f 的 同 伦 类 [月 所 
确定 的 . 这 从 直观 上 看 也 是 很 清楚 的 . 


5.3.2 ” 流 形 上 的 不 动 点 类 及 Nielsen 数 


在 上 一 小 节 的 介绍 中 , 用 直观 的 方式 讲述 什么 是 不 动 扩 类 以 及 Nielsen 数 , 它 
只 是 让 我 们 理解 不 动 点 类 理论 的 实质 . 现在 需要 说 明 如 何 从 数学 上 在 流 形 上 定义 
不 动 扩 类 的 概念 . 

首先 观察 图 5.13(b), 不 动 点 类 ( 记 为 B81(f)) 中 含有 三 个 不 动 氮 , 记 为 


z1, 22, 23 € PB1(f), Z1 < Zo < Z3. 


为 了 清楚 , 用 图 5.14 来 放大 它们 的 局 部 图 像 . 从 这 个 图 中 可 以 看 到 , 任意 连接 其 中 
两 个 不 动 点 , 例如 z1 和 zs 的 曲线 


( 。 0， ] 一 1 21， Z2|，, 
它 在 图 5.14 是 由 对 角 线 z =y 上 的 aiaz 线段 所 代表 . 而 f 作用 在 1! 上 的 像 
fol: [0,1]— 5 


是 由 连接 a 和 a 的 曲线 段 工 来 表示 . 容易 看 出 , 这 两 个 曲线 段 ! 与 工 = fol 可 
以 保持 病 氮 不 动 地 从 一 个 形变 到 邦 一 个 , 即 


fol.l， (表示 端点 不 动 的 同 伦 )， 


同 理 可 知 , 对 于 连接 其 他 两 个 点 aa 和 zs 或 zz 和 zs 的 曲线 1, 该 结论 也 成 立 
然而 , 对 于 Bs(f) 中 的 不 动 点 , 例如 zo € B2(f), 以 及 B1(f) 中 不 动 扣 如 2 6 
GB1(f), 见 图 5.15, 连接 它们 的 曲线 
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图 5.14 图 5.13(b) 中 区 域 (£1,zo) 的 局 部 放大 


图 5.15 将 图 5.13(b) 中 的 2 处 局 部 放大 


1 : |0,1 一 |zo) z1| (由 对 角 线 上 ma 线段 表示 ) 
与 曲线 L = fo1 是 不 能 够 保持 在 端点 不 动 的 情况 下 从 一 个 形变 到 万 一 个 , 即 


foll, 对 任 zo € Bo(f) 和 z1 € B1(f). 


这 是 因为 fo1 绕 了 S51 一 周 . 这 个 数学 特征 建议 下 面 方式 定义 不 动 尽 类 
定义 5.6” 令 M 是 一 个 流 形 ，f : M 一 M 为 连续 映射 .了 的 两 个 不 动 挟 
zo,X1 € M 称 作 同一 类 的 , 车 存在 连接 zo 与 zi 的 曲线 1, 使 得 


folil: [01 一 M 1(0)= zo, 1(1)= zl (5.3.6) 


所 有 满足 (5.3.6) 的 不 动 点 集合 称 作 f 的 一 个 不 动 尽 类 . 

令 B0(f) C M 是 了 的 一 个 不 动 点 类 .由 于 M 是 一 个 流 形 , 故 存在 M 的 一 
个 连通 开 集 UC M 使 得 Bo(f) CD, 并 且 UV 中 仅 含 有 Bo0(f) 的 不 动 扩 ,此 时 称 
U 是 不 动 点 类 Bo(f) 的 一 个 邻 域 . 显然 , 由 定义 5.6 给 出 的 不 动 点 类 是 一 个 等 价 关 
系 , 即 关 系 式 (5.3.6) 满足 (1) 反 身 性 : z ~ x; (2) 对 称 性 : zx 之 y 今 yS 7z; (3) 传递 
性 : zy。z 僵 zz 因此 不 同 的 不 动 点 类 中 的 不 动 点 是 不 能 经 过 f 的 连续 
形变 ( 同 伦 ) 合并 成 一 个 不 动 扩 . 

建立 在 定义 5.6 基础 上 , 可 定义 不 动 点 类 指数 与 f 的 Nielsen 数 如 下 . 
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定义 5.7 令 M 是 紧 流 形 , B0(f) 是 f 的 一 个 不 动 点 类 ,UC M 是 B0(f) 的 

一 个 邻 域 . 则 f 关于 上 U 的 不 动 点 指数 Ind (f,U) 叫做 f 的 不 动 点 类 Bo(f) 的 指数 ， 
记 为 

Ind (f, Bo)= 二 Ind (f,U)， UV 是 80(f) 的 邻 域 (5.3.7) 


大 不 动 扩 类 Bo 的 指数 不 等 于 零 , 则 Bo 称 作 本 质 不 动 点 类 , 否则 叫做 非 本 质 的 . 
的 所 有 指数 不 为 零 的 不 动 扩 类 个 数 就 是 f 的 Nielsen 数 , 它 是 一 个 非 负 的 整数 , 记 
为 

N(f) = 本 质 不 动 扩 类 个 数 . (5.3.8) 


按 定 义 5.6 意义 下 的 不 动 点 类 总 个 数 在 同 伦 意义 下 不 是 一 个 不 变量 , 因为 非 本 
质 的 不 动 尽 类 在 条 些 同 伦 作用 下 将 消失 , 见 注 5.1. 然而 , 由 (5.3.8) 定义 的 Nielsen 
数 却 是 一 个 同 伦 不 变量 , 这 可 以 从 下 面 论证 中 看 出 . 令 


H:: M— MI(O0O<t<1) 


是 f 与 g 之 间 的 同 伦 , f = Ho,g = Hi. Bi C M 是 HH 的 一 个 不 动 尽 类 , 并 且 
Ind(Ho, Bo) 关 0. 由 (5.3.7) 和 定理 5.5 有 


Ind (Hi:, Bi) = Ind (Hi,Ui)= 1nd (f,Uo), VO<t<1, 


其 中 Ui 是 Bi 的 邻 域 . 因而 有 


Ind (g, ®B1) = Ind (f, Bo)A0. 


于 是 (5.3.8) 定义 的 Nielsen 数 是 一 个 同 伦 不 变量 

此 外 , 从 定义 5.6 和 5.7 可 知 , 当 M 是 单 连 通 的 , 或 者 f = id 与 恒 等 映 射 同 
伦 , 则 六 的 Nielsen 数 N(f)<1. 

总 结 性 地 从 上 面 讨论 可 得 如 下 Nielsen 不 动 氮 定 理 . 

定理 5.11 令 M 是 一 个 紧 流 形 , f : M 一 M 为 连续 映射 , [f] 代表 f 的 同 伦 
类 , 则 有 如 下 结论 : 

(1) 当 M 是 单 连通 , 或 者 fe [fidj, 则 0 < N(f) < 1, 因而 不 动 点 类 理论 只 有 当 
M 是 非 里 连通 以 及 f & [id 时 才 可 能 是 不 平 几 的 ; 

(2) 上/ 的 Nielsen 数 是 同 伦 不 变 的 , 即 若 上 ~ g, 则 


N(f)= N(9g); 


(3) 对 任何 映射 ge [fl,g 在 M 上 人 至 少 有 N(7) 个 不 动 扩 . 
注 5.4 ”关于 不 动 点 类 及 Nielsen 数 的 概念 在 一 般 紧 的 可 谢 分 至 间 X 上 的 映 
射 了 :和 X 一 X 也 同样 可 以 定义 . 进而 定理 5.9 在 X 上 也 成 立 ， 此 外 , 关于 不 动 
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扩 类 的 定义 还 有 男 一 种 方式 , 即 下 面 将 介绍 的 映射 提升 方法 . 这 里 采用 的 方法 是 由 
Weckenl35 引入 , 它 的 优点 是 简单 明了 , 缺点 是 由 此 定义 的 Nielsen 数 很 难 计算 . 映 
射 的 提升 方法 是 由 该 理论 的 创立 者 Nielsen 所 采用 , 当时 仅 是 在 可 定向 的 二 维 紧 流 
形 上 发 展 的 这 和 套 理 论 . 经 过 卖 伯 骆 在 1964 年 提出 的 Jiang 群 后 , 该 方法 的 优点 突显 
出 来 , 使 得 Nielsen 数 的 计算 变 得 较为 可 行 了 . 关于 这 方面 的 详细 介绍 可 参见 江 泽 
涵 的 专著 43 


5.3.3 S 上 映射 的 提升 类 


由 定义 5.6 的 方式 给 出 的 不 动 点 类 概念 有 一 个 显著 的 缺点 ， 即 由 此 得 到 的 
Nielsen 数 其 计算 很 困难 . 而 从 映射 提升 的 角度 定义 不 动 点 类 , 然后 引入 Reidemeis- 
ter 数 (该 数 在 许多 情况 下 是 可 计算 的 ), 再 结合 姜 伯 驹 群 方法 Nielsen 数 的 计算 问 
题 便 得 到 部 分 解决 . 

为 了 便于 理解 , 还 是 从 最 简单 的 S! 上 映射 出 发 来 了 解 什么 是 映射 的 提升 类 ， 
它 与 不 动 点 类 的 关系 是 怎样 的 . S! 上 有 一 个 以 整数 空间 Z 为 纤维 的 纤维 从 


LP (5.3.9) 


这 个 离散 纤维 的 从 空间 通常 称 为 覆 迭 空间 , 如 果 总 空 


间 是 单 连通 的 , 则 称 作 泛 覆 友 空 间 . (5.3.9) 中 的 实数 
一 人 %+1 空间 及: 就 是 51 的 泛 覆 迭 空间 , 它 的 投影 P 可 由 下 


式 表 达 出 来 
| , 
) ] P(s) = e 7 s€R, (5.3.10) 


这 里 5S1 的 点 是 由 2 = e276(0 < 9 < 1) 来 表示 的 . 


C >》 _ rs 纤维 从 (5.3.9) 在 2 = et2rs e si1(0 < S$S < 1) 的 纤维 
是 


P-'(z)= 2 Inz= {k++s|l ke2}, (5.3.11) 


2TF? 


它 与 Z 同 构 . 复 迭 空间 (5.3.9)~ (5.3.11) 通常 可 由 图 5.16 来 展示 . 
对 于 映射 1: S1 一 51, 若 R11 上 一 个 映射 f : Ri -Ri 满足 


Pof=foP: R!—5,, (5.3.12) 


则 f hd 做 f 的 一 个 提升 . 关于 提升 的 概念 在 覆盖 同 伦 性 质 ( 引 理 4.5) 中 就 遇 到 过 . 
经 常 地 将 f 的 提升 f 用 下 面 图 表 的 可 交换 性 来 表示 
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映射 了 : S1 一 S1 的 提升 f : R1 一 RI 有 无 穷 多 个 , 由 表达 式 (5.3.10)~(5.3.12) 
可 推 知 , f 与 f 有 如 下 关系 


Fe i2rs) _ oi27f(s) (5.3.13) 
从 这 个 公式 可 以 看 到 , f 的 所 有 提升 集合 为 
{f(s) + kl k € 2} (5.3.14) 


其 中 f(s) 是 一 个 给 定 的 f 提升 . 由 于 /ss + 1) 也 是 f 的 一 个 提升 , 故 从 (5.3.13) 
和 (5.3.14) 可 推 得 f 具有 如 下 性 质 


f(s+1)= f(s)+n, n = deg (f). (5.3.15) 


关系 式 (5.3.13)~(5.3.15) 完全 确定 了 f 的 不 动 点 与 其 提升 的 不 动 上 各 之 则 的 天 
系 , 总 结 如 下 : 
(1) 含 Z0 = P(s0) = e2750, so € Ri1. 则 从 (5.3.13) 可 知 


so 是 f 某 个 提升 f 填 k 的 不 动 点 人 驴 zo 是 f 的 不 动 点 . 
因此 f 的 不 动 扩 集合 8(f) 是 
®(f) = PU+ k)), (5.3.16) 


其 中 B(f 十 kk) 表示 f 十 k 的 不 动 点 集合 , P : R! 一 51 为 投影 . 
(2) 由 (5.3.14) 可 得 


从 而 推 知 (参见 图 5.16)， 
P(®(f +k))= P(B(f +k)), 当 k=k mod (1—n), (5.3.17) 


P(B(f +k))NP(E(f +k))=6, 当 k@#k mod (1 —n), (5.3.18) 


这 里 当 n= 1 时 ,=kmod0 和 此 关 kmod 0 分 别 代表 k=k 与 上 关 k. 
根据 性 质 (5.3.16)~ (5.3.18), 建立 f 的 提升 类 概念 , 并 且 由 提升 类 给 出 不 动 操 
类 的 另 一 种 定义 , 当 不 动 点 类 非 空 时 , 它 与 定义 5.6 是 等 价 的 . 
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定义 5.8 令 f: 51-5! 的 映射 度 deg (f) = n,f: R! 一 R! 是 f 的 一 个 
给 定 提 升 . 因而 f 的 所 有 提升 由 (5.3.14) 给 出 . 对 于 给 定 的 整数 &, (5.3.14) 的 下 面 
子 集 

{f +k'|k =kmod (1—n)} (5.3.19) 


称 作 f 的 一 个 提升 类 , 记 作 < ff 十 k >. 此 外 , 由 (5.3.16)~(5.3.18) 将 P(B(f + 有 )) 
定义 为 由 提升 类 < f+k > 决定 的 一 个 f 不 动 点 类 , 它 不 依赖 于 < f 十 k > 中 提升 
6 的 选取 . 

依据 定义 5.8, f : S51 一 51 的 不 动 点 可 分 为 互 不 相交 的 不 动 尽 类 


换 句 话 讲 , 提升 类 的 个 数 与 不 动 点 类 个 数 相 同 , 当 n 头 1 时 , 它们 的 个 数 为 |n 一 1|， 
而 当 n= 1 时 , 它们 是 无 穷 的 . f 的 提升 类 不 会 是 空间 , 然而 不 动 点 类 可 以 是 空 集 . 
在 这 一 点 上 定义 5.6 和 定义 5.8 给 出 的 不 动 点 类 是 有 区 别 的 . 但 是 对 于 非 空 不 动 扩 
类 , 这 两 者 的 定义 是 等 价 的 . 因而 给 出 的 Nielsen 数 是 一 样 的 ， 当 两 个 不 同 的 提升 
类 所 决定 的 不 动 点 类 是 空 集 时 , 规定 将 它们 看 作 是 不 同 的 . 


5.3.4 映射 的 提升 类 与 Reidemeister 数 


现在 将 51 上 映射 提升 类 的 概念 推广 到 一 般 流 形 上 . 令 M 是 一 个 n 维 流 形 . 
一 个 纤维 从 


F-,M 
LP (5.3.20) 
M 


称 作 M 的 一 个 泛 履 迭 空 间 , 若 下 是 离散 空间 , M 是 单 连通 的 . 对 任何 流 形 M, 它 
的 泛 才 迭 空 间 是 存在 唯一 的 L113,15]. 因此 , 当 M 是 单 连通 时 M 的 泛 履 迭 空间 M 就 
是 M 本 身 . 

同样 地 , 定义 映射 f : M 一 M 的 提升 f: M 一 VM 满足 


Pof=foP (5.3.21) 


将 S1 上 的 提升 分 类 (5.3.19) 推广 到 一 般 流 形 上 , 有 必要 再 考察 一 下 分 类 (5.3.19) 
的 数学 特征 , 即 考察 f : 51 一 51 的 提升 等 价 关系 


J pr hr 


f(s) ~ f(s)+k(l—n), vk €Z. (5.3.22) 
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y=id+k: R*—R! 
是 恒 等 映射 id : S51 -51 的 提升 , 并 且 ~y-1 = id 一 k. 因此 有 
f(s—k)+k=7yofo7y (s). 
这 样 , (5.3.22) 的 等 价 关系 可 表达 为 
f~yofoy-. (5.3.23) 


关系 式 (5.3.23) 就 可 以 作为 普遍 的 分 类 规则 推广 到 f : M 一 M 上 , 这 吏 是 下 面 一 
般 流 形 上 提升 类 的 定义 . 

令 v: M 一 M 是 恒 等 映 射 id : M -，M 的 提升 . 显然 > 是 一 个 同 胚 并 且 
y-! 也 是 ;ia 的 提升 . 因而 


D(M)={yY: M 一 M|7Y 是 id: M 一 M 的 提升 } (5.3.24) 


按 复合 乘积 yo YY 构成 一 个 群 . 
定义 5.9 令 户 5: 下 一 WM 是 f: M 一 MM 的 两 个 提升 , D(M) 是 由 (5.3.24) 
定义 的 群 . 若 存在 ye D(M) 使 得 


$=7yofo7y 1 


则 称 5 与 f 等 价 , 记 为 5 ~ f. 这 个 等 价 关系 将 f 的 所 有 提升 分 为 互 不 相交 的 等 价 
类 , 叫做 了 的 提升 类 . f 所 属 的 提升 类 记 为 


<f>={y°0f0o7 ye D(M)}. 


关于 / 与 它 的 提升 f 之 间 , 同 具有 如 (5.3.16)~(5.3.18) 那样 不 动 点 的 关系 . 其 
论证 如 下 . 记 
z0 E JI To = P(zo) E Ad 


其 中 PP 为 (5.3.20) 的 投影 . 则 由 (5.3.21) 有 
zo 是 某 个 提升 f 不 动 点 怠 zo 是 f 的 不 动 点 . 


从 这 便 得 
®(f) = P(E(F)). (5.3.25) 
f 
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再 由 如 下 性 质 
Poy=P vy E D(CM)， 以 及 


f(z0) 一 20 全 了 9 f oy ‘(yz0) — “yz0) 
可 以 推出 


ep! J 


fe<9>=> PIE))= P(E(9)), 


于 是 , 根据 (5.3.25) 和 (5.3.26), 利用 了 的 提升 类 来 定义 不 动 上 各 类 便 是 顺 理 成 
章 的 事 . 这 就 是 下 面 定义 . 

定义 5.10 ”了 的 不 动 点 集 8(f) 的 子 集 P(5( 有 用 ) 称 作 f 的 由 提升 类 <f> 确 
定 的 不 动 点 类 , 它 不 依赖 于 < f > 中 提升 的 选取 . 

这 个 定义 表明 , f 的 提升 类 与 的 不 动 点 类 是 一 一 对 应 的 


< > 二 P(E(f)). 
若 < f >X#< 5 >, 则 规定 它们 的 不 动 点 类 不 相同 ， 
P(®(f)) # P(®(5)) 


尽管 它们 可 能 都 是 空 集 . 

为 了 使 两 种 不 动 点 类 的 定义 一 一 定义 5.6 和 定义 5.10 在 非 罕 情况 下 是 等 价 
的 , 需要 证 明 下 面 引 理 . 

引 理 5.4 。” 令 f 的 不 动 点 类 P(EB( 用 ) 2. 则 zo,z1 € P(B(f)) 等 价 于 在 M 
上 存在 连接 zo 与 zl 的 曲线 1 : [0,1] 一 M, 使 得 


fol.l: [0,1 一 AM 


这 里 。 表 示 保 持 两 端点 zo 和 zl 不 动 的 同 伦 . 
证 明 ”首先 证 明 全. 若 zo,zl € P(EB( 有 )), 则 存在 zo, ze MM 使 得 


f(z0) 一 ZZ0， f(z1) 二 之 ] ， Zi 一 Pl(7i), 2 一 0, 1 
令 /是 M 中 连接 zo 与 zi 的 曲线 . 则 由 M 单 连 通知 


ar ae 


fol .lL. 


这 意味 看 


ed 了 


[=Pol. P(fol)= fol. 


其 次 证 明 <=. 令 fol. /1 为 1 的 提升 . 则 fol 为 fol 的 提升 . 由 于 同 伦 
fol .1 保持 端点 zo 和 zi 不 动 . 故 有 
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Foi .了 保持 端点 z = P(xzo) 和 zi = P(zi) 不 动 . 
这 意味 看 f (zo) 一 0) f(z1) 一 41 ) 由 


2Z0，2Z1 E 6(f). 


引 理 证 毕 . 

根据 引 理 5.4， 两 种 不 动 点 类 的 定义 产生 相同 的 Nielsen 数 . 为 了 能 够 计算 
Nielsen 数 , 下 面 引 入 Reidemeister 数 . 

定义 5.11 映射 f:M—M 的 提升 类 个 数 称 作 f 的 Reidemeister 数 , 记 作 
R(f), 它 与 f 的 所 有 不 动 扩 类 (包括 空 集 ) 个 数 相同 . 

令 且 :M 一 M(0gtg1) 是 f 与 g 的 同 伦 . 由 履 亲 同 伦 性 质 ( 引 理 4.5), 对 
f 的 每 个 提升 f 存在 一 个 及 的 提升 


Hi: M-»M. 0O<t<1, 
PofHl=H,oP: M-»M, 


使 得 = f, 而 i 是 9g 的 一 个 提升 . 因此 五 给 出 f 与 9g 的 提升 一 个 一 一 对 应 
关系 万 : f 一 5. 容易 验证 , 这 个 对 应 也 产生 f 与 g 的 提升 类 之 间 的 一 一 对 应 ， 


H:< f > 一 <g >. 
这 种 一 一 对 应 保证 了 Reidemeister 数 R(F) 是 同 伦 不 变 的 , 即 
R(f) 是 一 个 同 伦 不 变量 . (5.3.27) 


引入 Reidemeister 数 的 目的 是 为 了 便于 计算 Nielsen 数 . 换 委 三 说 , 如 果 对 一 

类 映射 『 发 现 它 的 所 有 提升 类 产生 的 不 动 点 类 指数 都 不 为 零 , 则 f 的 Nielsen 数 与 
Reidemeister 数 相 等 ， 

N(f)= R(f). (5.3.28) 


此 时 , 如 果 能 够 计算 出 R(f) 也 就 得 到 了 N(f). 这 个 基本 思想 就 是 后 面 将 介绍 的 志 
伯 驹 理论 的 核心 . 为 此 , 首先 需要 给 出 R(f) 的 一 些 计算 方法 . 下 面 要 做 的 就 是 这 
方面 的 事情 . 


Reidemeister 数 的 计算 


计算 Reidemeister 数 的 过 程 是 由 下 面 三 个 关键 环节 构成 , 其 中 第 (1) 个 环 市 的 
证 明 涉 及 较 多 的 履 迭 空间 性 质 , 由 于 篇 幅 的 限制 这 里 不 子 伴 证 . 

(1) 计算 R(f) 的 首要 一 步 就 是 得 到 由 (5.3.24) 定义 的 提升 群 D(M) 与 M 基 
本 群 ri(M) 之 间 的 同 构 关 系 , 即 
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DUM) = m(M). (5.3.29) 


关于 这 个 同 构 的 详细 证 明 可 参见 文献 [13]. 在 (5.3.29) 的 同 构 下 , 每 一 个 元 素 a e 
Xi(M) 可 视 为 D(M) 中 的 一 个 元 素 ( 恒 等 映射 的 量 个 提升 ). 因此 , 当 取 定 f: M 一 
M 的 一 个 提升 后 ， 


J er 


f: M 一 M 为 给 定 ， (5.3.30) 


对 f 的 每 一 个 提升 5, 唯一 地 存在 一 个 元 素 a e xi(M) 使 得 9 = aof. 这 样 便 在 f 
的 提升 与 zi(M) 之 间 建 并 了 一 一 对 应 关系 


aof a aEm(M) f 如 (5.3.30). (5.3.31) 


(2) 根据 对 应 关系 (5.3.31), 可 以 由 提升 的 等 价 类 将 ri(M) 划分 为 互 不 相交 的 
等 价 类 , 从 而 得 到 R(f) 新 的 等 价 定义 , 使 得 R(f) 变 得 可 计算 了 ， 这 个 过 程 如 下 . 
令 Ql of 与 asof 属于 fF 同一 个 提升 类 , 即 


Qalof ~ a2of, f 如 (5.3.30). 
由 定义 5.9 和 (5.3.29) 可 知 , 存在 一 个 ye mm(M) 使 得 


Q2 O f YYyoQLo fo yy 1. (5.3.32) 


因为 y-! 是 id 的 一 个 提升 , 故 foy-! 也 是 f 的 一 个 提升 . 由 (5.3.31) 可 知 , 存在 
唯一 a Ee 71 (M ) 使 得 


这 种 对 应 y-* 忆 a 产生 一 个 映射 
fr: m(M)»— nm(M), (5.3.33) 


hu 


即 a = 所 (y-!). 于 是 (5.3.32) 变 为 
apof=yoaoaof=yo0o0fr(y 1)of. 
这 束 得 到 对 应 关系 
of~arof 对 02=Yyoaio 所 (Y-!)， 对 某 个 ye rm(M). (5.3.34) 
直接 验算 可 以 证 明 , 由 (5.3.33) 定义 的 映射 所 是 一 个 同 态 , 即 
fr(B1). fr(B2) = fr(B1: Pa). 


因此 , 由 等 式 
ao = Yo010 f(y ), y € ri(M), (5.3.35) 
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确定 了 as2 与 al 之 间 的 等 价 关系 
aa 和 ~ Ql 在 Ti(M) 中 ,和 契 (5.3.35) 成 立 . (5.3.36) 


这 种 等 价 关 系 将 ri(M) 划分 为 互 不 相交 的 等 价 类 . 由 (5.3.34) 可 知 f 的 提升 类 个 
数 与 (5.3.36) 的 等 价 类 个 数 相 同 . 因而 f 的 Reidemeister 数 可 等 价 地 定义 为 


R(f) = rm(M) 中 (5.3.36) 等 价 类 个 数 . (5.3.37) 


(3) 最 后 一 步 是 根据 R(f) 新 的 定义 (5.3.37) 来 得 到 了 的 Reidemeister 数 表 达 
公式 , 该 公式 具备 可 计算 性 的 效能 . 
为 了 陈述 R(f) 的 表达 式 , 记 


fix: Hi(M)— Hi(M ) 
为 f 诱导 的 M 加 系 数 1 维 同调 群 的 同 态 ， 
h: ni1(M)— Hi(M) 


是 如 定理 4.10(Hurewicz 定理 ) 的 那 种 同 态 , 即 它 是 一 个 满 同 态 , 并 且 Ker h = xiY(M) 
是 ri(M) 的 换 位 子 群 . 然后 有 下 面 定 理 . 
定理 5.12 ”对 于 流 形 M 上 的 映射 f: M 一 M, 有 


R(f) > #[H1i(M)/Im(id — fi)) 


其 中 #G 表示 群 G 中 元 素 个 数 , 规定 #G = 1 当 G 是 平凡 群 时 . 特别 地 , 者 mi(M) 
是 交换 群 时 , 上 式 等 号 成 立 ， 


R(f) = #[Hi(M)/In(id — fs)] (5.3.38) 


证 明 ”该 定理 的 证 明 依 赖 于 下 面 图 表 的 交换 性 


即 下 向 公式 成 并 
ho fx 一 万: oh. (5.3.39) 


此 公式 可 由 下 面 交 换 性 推出 


h or = h, (5.3.40) 
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其 中 广 : md Zo) 一 mi(M, f(zo)) 是 由 谤 导 的 同 态 , 7 : Ta zo) 一 
nm(M,z1) 是 由 M 上 连接 zo,z1 的 道路 + 诱导 同 构 . (5.3.40) 中 的 交换 性 是 显 
然 的 . 此 外 , fi 可 表达 为 [13 


万 二 rrlo 太 nT1(M, Xo0) — Ti1(M, zo). (5.3.41) 


于 是 便 得 (5.3.39) 的 交换 性 . 
根据 (5.3.35) 和 (5.3.36), az ~ al 则 


aa ~ Q1 has) — h(a) Elm (id— fix). (5.3.42 ) 


n: Hi(M)— Hi(m)/Im (id — fix) 


R(f)¥ #[Hi(M)/Im (id— fix)]. 
当 x (M) 是 交换 群 时 , h 是 一 个 同 构 . 故 


h(a2)— h(a) EIm (id— fix) SS a2 一 al 


名 
noh(a2)=70h(a) 全 a2 ~ Ql. 


这 意味 看 等 式 (5.3.38) 成 立 . 这 梓 , 定理 证 毕 . 
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5.3.5 ” 妆 伯 驹 群 与 Nielsen 数 的 计算 公式 


不 动 点 类 理论 的 最 大 障碍 就 是 Nielsen 数 的 计算 问题 . 这 个 问题 不 解决 , 该 理 
论 的 音义 就 会 受到 很 大 影响 . 闫 但 驹 群 的 出 现 使 得 该 问题 有 了 实质 性 的 突破 , 它 使 
一 大 类 流 形 上 映射 f 的 Nielsen 数 与 Reidemeister 数 相 等 , 从 而 根据 公式 (5.3.38)， 
N(f) 变 得 可 计算 了 . 

先 从 一 个 例子 出 发 来 理解 该 理论 的 实质 . 图 5.17 给 出 的 是 一 个 轮胎 面 上 一 闭 
曲线 工 朝 着 右 方 平移 到 L' 的 过 程 . L 和 L' 与 对 角 线 分 别 交 于 两 点 zo, x1 和 zx0, xz1. 


图 5.17 ”矩形 区 域 代表 轮胎 面 9 x 5 ,L 是 工 朝 石 的 平移 


现在 , 将 图 中 的 L 和 L' 分 别 视 为 5* 上 两 个 映射 
ff':S—5 


的 像 , 即 
了 ={(zjzlzes5 LL={(r,f(r)|res}. 


L 和 L' 与 对 角 线 的 交点 zo,z1 和 zz 分 别 代 表 f 和 访 的 不 动 尽 . 当 工 从 a 扩 
到 5 点 朝 右 平移 时 , L' 从 工 出 发 又 回 到 L 上 与 之 重合 , 即 


L—L'—L. (5.3.43) 
在 此 过 程 中 ， L 的 不 动 斥 TO 移动 到 Tl1) 而 Tl 移动 到 心 0) BB 
LO 一 一 Th 一 ” 心 ] ， 少 ] 一 一 T1 — TO0. (5.3.44) 


将 上 述 平 移 过 程 翻 译 成 数学 评 言 就 是 : (5.3.43) 的 平移 是 f 的 一 个 目 同 伦 
f=fi: ff(0<t<1), BH fo=fi=/. 


而 不 动 点 的 迁移 (5.3.44) 是 在 自 同 伦 fi 下 f 的 两 个 不 动 扩 类 < zo > 与 < zl > 
之 间 的 一 个 对 应 


ft:<zxzo>O<7r1>. (5.3.45) 


从 图 5.17 的 平移 过 程 可 以 看 到 zs 和 x” 的 指标 不 变 (它们 都 是 从 下 同上 穿越 对 角 
线 , 指标 为 1), 即 同 伦 不 变 . 故 对 应 (5.3.45) 保证 了 两 个 不 动 点 类 的 指数 相等 


Ind (f,< zo >)= 1Ind (f,< zi >). (5.3.46) 


410 . 第 5 章 ， 柯 氮 理论 与 指标 公式 


因此 , 当 Lefschetz 数 L(f) 关 0 时 , (5.3.46) 意味 看 Nielsen 数 与 不 动 氮 关 个 数 即 


N(f) = R(f). (5.3.47) 


这 个 结论 正 是 我 们 所 需要 的 . 上 述 过程 就 是 闫 伯 驹 理论 的 实质 . 
现在 , 将 上 面 例 子 的 过 程 推广 到 一 般 流 形 M 上 . 考虑 映射 


f:M-M,，M 为 n 维 流 形 . 


令 zo0,T1 EM 是 f 的 两 个 不 动 点 , < zo >,< zl > 是 它们 代表 的 不 动 尽 类 . 假设 这 
两 个 不 动 尽 类 不 相同 ， 
< Z0 > 天 < TZ1 > . (5.3.48) 


foll. (5.3.49) 


如 图 5.18(a) 所 示 , !U fol 是 M 中 的 一 个 闭 曲 线 . 因为 ! 可 贿 到 zo 扣 上 , 因此 
LU fol 与 图 5.18(b) 所 示 的 闭 曲 线 a 同 伦 ， 


lIUfol~>a. 


显然 a 的 同 伦 类 , 仍 记 为 a, 是 ri( 人 MM zo) 元 素 , 并 且 由 (5.3.49) 它 是 非 零 ( 曲 
位 ) 元 聚 , 即 
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有 了 这 些 准 备 以 后 就 可 以 回 到 主题 上 . 再 次 从 图 5.17 的 例子 出 发 , 从 (5.3.50) 
的 角度 分 析 , 来 看 如 何 得 到 所 和 需要 的 定理 . 

取 定 图 5.17 中 zo 的 不 动 点 类 对 应 于 ri(S1, zo) 中 单位 元 类 < e >. 此 时 由 图 
5.17(a) 所 确定 的 映射 f : S1 一 S51, 它 将 连接 zo 与 zl 的 线段 (道路 )! = [zo0, zi] C 
91 映 到 51 上 一 轿 , 即 


(f oD) :1-!= 0a, a = [S51] 是 mwi(51) 生成 元 . (5.3.51) 
于 是 f 不 动 尽 类 与 m1(51) 的 元 素 类 有 如 下 对 应 
<zo0>o<e>, <zrz>o<a>, a 如 (5.3.51). (5.3.52) 


容易 看 出 , xr1(S1) 中 所 有 非 零 元 素 om" e< a > (n 关 0). 再 考察 由 平移 过 程 (5.3.43) 
所 确定 的 f 目 同 伦 f : f 之 f (0<t<g1), 它 可 表达 为 


fi(e™”™®) _ P22Tt (er )， p270 c ol 


对 任 一 给 定点 TEC Si. 就 取 二 工 0， 在 这 个 目 同 伦 作 用 下 ， 


a=fi(ro) (0<t<1). (5.3.53) 


根据 (5.3.52) 的 对 应 , 性 质 (5.3.53) 的 意思 是 说 , f 的 自 同 伦 fi 可 以 将 不 动 扣 类 
< zo > 迁移 到 与 a 相对 应 的 不 动 点 类 < zl > 上 . 它 是 通过 下 述 方式 做 到 的 , 即 对 
每 一 个 tl E€ 0， ] |， ft 有 一 个 不 动 挟 


zt = fiz), OX<t<1, st 20 一 Z0， 2 三 21. (5.3.54) 


因此 z 是 连接 zo 与 zl 的 道路 , 这 就 是 (5.3.44) 的 迁移 .从 (5.3.54) 立刻 得 到 
(5.3.46), 进而 获得 最 终结 果 (5.3.47). 

从 (5.3.51) 直到 (5.3.54) 整个 分 析 过 程 完全 可 以 平移 地 推广 到 一 般 流 形 的 映射 
f: M 一 M 上 , 进而 得 到 下 和 面 引 理 . 

引 理 5.5 令 <zx> (k = 0,1,...) 是 f:M-»M 的 所 有 不 动 扩 类, 它们 分 
别 对 应 于 x (MM, zo) 的 元 素 类 < ak >， 


<Tk>O<ar>, k=0,1,2,.….,， 


其 中 CQ0 一 C 古 T1(AI, zxo) 的 单位 元 . 在 对 某 个 ko 存在 f 的 目 同 伦 ft 。 f 一 f 使 得 
f(z0) = apo, 则 可 将 zo 按 (5.3.54) 方式 迁移 到 zk 上 , 因而 


Ind (f,< zxo >)= 1nd (f,< zxro >). 
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特别 地 , 若 对 每 个 k 都 存在 自 同 伦 此 , 使 得 
fr (x0) = ak， Vk >0. (5.3.55) 


则 f 的 Nielsen 数 可 由 下 面 公 式 给 出 


(5.3.56) 


这 里 R(f) 是 Reidemeister 数 , L(f) 是 Lefschetz 数 . 

由 引 理 5.5 即 可 引入 下 面 姜 伯 驹 群 的 概念 . 

定义 5.12” 令 M 是 一 个 流 形 ; f : M 一 M 是 连续 映射 ，f 的 一 个 自 同 
伦 :ff 之 了 确定 了 f (xo) 处 的 一 个 圆 图 firzo) ,0O<t<1.1 所 有 目 同 伦 给 出 
x1(MM, f(zo0)) 的 一 个 子 集 , 记 为 


J(f,z0) = {[fi(z0)]| fi : ff 为 日 同 伦 }. 


由 于 自 同 伦 的 逆 与 积 仍 是 自 同 伦 , 故 J(f,zo) 是 zi(M, f(zo)) 的 一 个 子 群 . 叫做 f 
的 卖 们 骆 群 ; 向 记 为 J 群 
显然 J(f,zo) 与 zo e M 的 选取 无 关 , 即 对 任 zo,zl < M(M 为 连通 的 )， 
J(jzo) 与 7(f,z1) 是 同 构 的 ， 再 回 过 来 看 引 理 5.5, 当 J(f,zo) 吏 是 M 的 基本 
群 ri(M, f(zo)) 时 , 条 件 (5.3.55) 目 然 满足 . 更 进一步 地 有 下 面 定 理 . 
定理 5.13 ( 美 伯 驹 定理 ) ” 令 M 是 一 个 n 维 紧 流 形 . 在 M 的 恒 等 映 射 
id: M 一 MM 的 J 群 就 是 M 的 基本 和 群 


则 公式 (5.3.56) 成 立 , 并 且 zi(M) 是 交换 群 。 此 时 公式 (5.3.38) 成 立 ， 因 而 f 的 
Nielsen 数 N(f) 可 表达 为 


N(f)= #[Hi(M)/Im (id— fix)], 妆 L(f)#0. (5.3.58) 


定理 5.11 是 引 理 5.5 及 下 面 引 理 的 推论 . 
引 理 5.6 ” 若 M 上 和 恒 等 映射 id 的 J 群 满足 (5.3.57), 则 ri(X) 是 交换 群 , 并 
且 对 任何 映射 f: M -，M, 它 的 J 群 满足 


Jrzo) = ri(M, f(xo0)). (5.3.59) 
证 明 (5.3.59) 可 由 如 下 事实 推 得 : 若 
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Hiof: ff 是 f 的 自 同 伦 . 


因而 , 奋 Hi(7xo0) = a € Am(M,zo), 则 Hio f(z0) = (al € mi(M,f(zo)), 这 里 
7 : TAI zo) 一 Ti(M, f(xo)) 是 由 连接 TO 到 f(xo) 的 道路 了 所 诱导 的 同 态 ， 它 
是 一 个 同 构 . 因而 有 


J(id, To0) =TaUd7Zo) SS J(f,7T0) = mi(M, f(zo0)). 
再 来 证 明 
J(id,7X0) = Ti(M,zo) 过 Tm(M, zo) 是 交换 群 . 
由 (5.3.29), id 的 提升 群 
D(M)={y: M 一 M|Y 是 id: M 一 M 提升 } = xi(M ,zo). 


由 同 伦 提 升 的 唯一 性 Fal 


因而 有 >oa = awo>: 引 理 证 毕 . 

注 5.5 为 了 方便 , 将 满足 (5.3.57) 的 非 单 连通 流 形 叫做 J 流 形 . 我 们 目 然 关 
心 什么 流 形 是 J 流 形 . 文献 [13] 中 例 举 出 下 面 的 是 J 流 形 . 

e 2n 十 1 维 透镜 空间 L211(k,Q),k> 2 

。 所 有 Lie 群 (包括 更 广义 的 五 空间 ). 

e。 Lie 群 关 于 闭 子 群 的 商 空间 ( 齐 性 流 形 ). 

此 外 , 容易 证 明 若 M1, Ma 是 了 流 形 , 则 Mi x Ma 也 是 J 流 形 . 例如 对 任何 单 
连通 流 形 M 51 x M 就 是 J 流 形 . 

注 5.6 J 流 形 具 有 显著 的 几何 特征 , 即 某 种 旋转 下 的 对 称 性 . 例如 , 图 5.19 
所 示 的 S1 x M 与 实 投影 空间 P? 绕 着 图 示 的 轴 可 以 进行 旋转 , 并 且 无 法 分 辨 出 任 
两 个 不 同 的 旋转 位 置 上 流 形 的 几何 差异 . 这 叫做 旋转 不 变性 . 
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“| 一 
MxS'! 


/2 


| 
(a) (b) 


图 5.19 ”J 群 具有 旋转 不 变 的 几何 特征 


一 个 非 单 连通 的 流 形 M 是 J 流 形 的 充 要 条 件 就 m1(M) 是 可 交换 的 , 并 且 对 
应 于 ri(M) 中 的 每 一 个 生成 元 存在 一 个 “轴线 ”, 使 得 M 绕 该 “ 轴 ” 有 其 有 旋转 不 
变性 . 可 惜 的 是 这 不 是 一 个 数学 条 件 , 否则 这 个 结论 可 以 成 为 一 条 定理 . 然而 它 能 
帮助 我 们 直观 地 想象 J 流 形 的 样子 . 


5.4 ”Morse 理论 (]) 


5.4.1 基本 概念 


Milnor 对 Morse 理论 已 给 出 详细 而 又 精彩 的 论述 9. 这 里 的 材料 许多 都 是 参 


照 了 这 部 者 作 的 内 容 . 
在 进入 本 节 主 题 之 前 , 先 用 一 些 简单 的 现 


象 对 Morse 理论 进行 轮廓 式 地 论述 ， 以 便 读 

者 有 一 个 概况 性 的 了 解 . 正如 Milnor 在 文献 

4 23] 中 以 轮胎 面 72 上 的 高 度 函 数 为 例子 作为 
0 开端 , 这 里 也 以 此 例 作 为 开始 . 因为 此 例 基本 


上 体现 了 Morse 理论 的 精神 实质 令 一 个 轮 
胎 面 T2 竖立 在 一 个 平面 R? 上 方 , 如 图 5.20 
所 示 . 

令 hh: T? 一 R1 是 到 平面 R? 上 的 高 度 图 数 , 记 


L*= {ze€eT’|h(r) <a)}, 


称 作 T? 上 关于 函数 h 的 水 平 集 . h 有 四 个 临界 点 zk ET2 (0 < < 3), 其 对 应 的 
临界 值 为 


图 5.20 


i 一 h(xzi), 2 = 0,1,2,3. 


可 以 看 到 , 当 a = h(xz) 从 a < zo 开始 增 大 时 , 水 平 集 L。 的 拓扑 结构 只 在 临 寞 
值 21 处 发 生变 化 : 

(1) L* 是 空 集 , 当 a < z0; 

(2) L° 同 胚 于 二 维 盘 D2?2, 见 图 5.21(a), 当 zo < a < 21; 
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(3) L° 同 胚 于 一 个 管子 (如 图 5.21(b)), 当 Z1 < Q < 2; 
(4) L* 同 胚 于 挖 去 一 个 铜 的 轮胎 (如 图 5.21(c)), 当 z2 < a < za; 
(5) L°* 同 胚 于 罗 胎 面 T?, 当 z3 <a. 


en £5 


(a) (b) (c) 
图 5.21 ”水平 集 L* 结构 在 临界 点 发 生变 化 , 这 是 zi 称 作 临 者 乓 的 原因 


这 个 例子 清晰 地 展示 了 一 个 流 形 M 的 拓扑 结构 与 M 上 函数 
f: Mo—R (5.4.1) 
临界 点 之 间 的 关系 , 即 在 局 部 又 在 全 局 这 两 个 方面 . 下 面 对 Morse 理论 的 基本 概念 
进行 介绍 . 
1. 非 退 化 临界 点 与 Morse 指标 


Morse 理论 所 涉及 的 基本 概念 是 : 非 退 化 的 临界 点 、 临 界 点 的 Morse 指标 、 尝 
形 上 的 水 平 集 等 . 我 们 将 定义 这 些 概 念 . 映射 的 临界 点 和 临界 值 的 概念 在 1.4 区 中 
已 作 了 一 般 性 的 介绍 , 这 里 将 对 (5.4.1) 的 函数 关于 此 概念 再 作 针 对 性 的 讨论 . 此 处 
M 为 n 维 流 形 . 

zo € M 称 作 函数 f 的 临界 上 后, 大 f 在 zo 的 梯度 Vf(zo) 为 零 . 在 zo 的 局 部 
坐标 (Zz1,… ,zn) 下 , Vf(zo) = 0 可 表示 为 


Of(zo) | i ] _0 (5.4.2) 


一 个 数 pe R! 叫做 f 的 临界 值 , 者 在 集合 
f (pp)= {zeM| f(z)=7} 


中 存在 一 点 zo e f-!(p) 使 得 zo 是 f 的 临界 点 . 否则 p 称 作 f 的 正则 值 . 

根据 临界 点 的 定义 (5.4.2), 很 容易 判别 出 图 5.20 中 的 四 个 后 zo zl zz,za 是 
高 度 函 数 h : 72 一 R1 的 临界 点 . 这 是 因为 由 隐 函 数 定 理 ( 见 定 理 1.3), 当 p 是 hh 
的 正则 值 时 , 广 !(p) 一 定 是 T? 中 的 一 维 子 流 形 ; 而 在 这 四 个 上 挟 zk 处 可 以 看 到 


h !(zo) 一 Xo, h(x3) 一 人 3， h (zx1) 和 h(x2), 


是 8 字形 它们 都 不 是 一 维 子 流 形 . 
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f 的 一 个 临界 点 zo e M 称 作 非 退化 的 , 如 果 在 局 部 坐标 下 , f 在 zo 处 的 Hess 
第 阵 (或 梯度 场 Vf 的 Jacobi 矩阵 ) 是 非 退 化 的 : 


Hf(x0) = 5) 非 退 化 ， 


即行 列 式 det 互 ffzo) 关 0. 因为 Hf(zo) 是 对 称 矩 阵 , 存在 正 交 坐标 变换 y = 4z, 4 
为 正 交 和 矩阵, 使 得 在 新 的 坐标 系 y 下 , Hf 可 表示 为 


Al 0 
Hf(yo) = A.: Hf(z0): A' = | ， Yo = Azo, (5.4.3) 


k = 右 f(zo) 的 负 特 征 值 个 数 . (5.4.4) 
则 这 个 整数 天 称 作 f 的 非 退 化 临界 点 zo 的 Morse 指标 . 在 男 一 个 坐标 变换 下 


/2|A1| 0 
7 = y， 
0 2| 和 nm 


Hf(zxo) = | A 0 | (5.4.5) 


其 中 I 表示 mm 阶 单位 矩阵 . 
根据 (5.4.2) 和 (5.4.5), f 在 Morse 指标 为 k 的 非 退 化 临界 点 zo e M 邻 域内 
(不 妨 设 zo = 0) 有 Taylor 展开 如 下 : 


矩阵 (5.4.3) 变 为 


f(z) = f(z0) — zi —— Ti+ Tk + + Tn + o(|z|) (5.4.6) 


其 中 ol(|zl?) 表示 指数 同 于 2 次 的 函数 项 . 

(5.4.6) 的 函数 f 在 zo 邻 域 的 图 像 如 图 5.22 所 示 ， 当 Morse 指标 有 = 0 时 , zo 
是 f 的 局 部 极 小 点 , 当 =n 时 , zo 为 局 部 极 大 点 , 而 当 0<k<n 时 ,zo 是 了 的 
一 个 鞍点 , 其 图 像 是 如 (b) 那样 的 马鞍 形 . 显然 , 图 5.20 中 的 zo 是 一 个 极 小 后 , zi 
和 zs 是 Morse 指标 为 1 的 鞍点 , 而 zs 是 一 个 极 大 扩 . 
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5.22 (al) 指标 = 0 的 临界 点 ; (b) 0 < 大 < 的 临界 点 ; (c)& = 二 nn 的 临界 


2. Morse 引 理 


表达 式 (5.4.6) 和 图 5.22 表明 , f 在 zo 的 行为 完全 被 它 的 指标 决定 . 为 了 更 
清楚 地 说 明 这 一 点 ,Morse 引入 下 面 引 理 . 

引 理 5.7 (Morse 引 理 ) 令 zo e M 是 了 的 一 个 非 退 化 临界 点 , 则 存在 zo 的 
一 个 邻 域 UC M 及 在 7 上 的 一 个 坐标 系 (z1,… ,zn), 它 以 zo 为 原 扩 , 使 得 上 在 
此 坐标 系 中 可 表达 为 


k nN 
f(z)=f(z0)— > z+ >》 7 vred, (5.4.7) 
i 二 1 j 二 kk 十 1 


其 中 (0k<<n) 是 zo 的 Morse 指标 . 


引 理 5.7 在 整个 Morse 理论 中 只 是 起 到 技术 性 的 作用 . 实质 上 用 (5.4.6) 来 取 
代 (5.4.7) 完全 具有 相同 的 效果 ， 只 是 使 用 Morse 引 理 使 得 问题 的 证 明 更 清楚 条 
单 . 后 面 在 需要 的 地 方 总 是 采用 (5.4.6) 而 不 是 (5.4.7), 故 这 里 对 引 理 5.7 不 再 给 予 
证 明 . 


5.4.2 ”Morse 理论 的 基本 定理 


在 上 一 小 节 的 由 图 5.20 和 5.21 所 示 的 例子 中 , 轮胎 面 T? 上 的 高 度 函 数 h 所 
产生 的 水 平 集 Z2 的 拓扑 结构 具有 如 下 性 质 : 


(1) 当 闭 区 闻 [a,b] Cc Ri 中 的 所 有 实数 都 是 h : T? 一 Ri! 的 正则 值 时 , 则 二 
与 到 是 同 胚 的 , 并 且 22 是 到 的 一 个 形变 收 迪 . 

(2) 当 [a,4] 之 间 仅 有 一 个 临界 值 C; = h(x;) (zi 是 四 个 临界 点 之 一 ), 并 且 x; 
的 Morse 指标 为 k, 则 Le 同 伦 等 价 于 L* Ue*, 即 


Lr*Ue*， 当 a<h(zi) <b， zi 指标 为 有 (5.4.8) 


这 里 e* 代表 一 个 大 维 闭 盘 ,Ze U e* 表示 L* 上 粘贴 了 一 个 e* 使 得 e* 的 边界 在 
7a 上 , 而 内 部 e mn ze = Cg. (5.4.8) 可 形象 地 表示 如 下 : 
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LIL"~LeUe a< f(z3)<b>= (©) > (5) 


上 述 两 条 性 质 具 有 普遍 电 义 , 就 是 下 面 要 介绍 的 基本 定理 在 轮胎 面 上 的 体现 
令 M 是 一 个 n 维 光滑 流 形 , f : M 一 R! 是 光滑 函数 . 记 
M = {re€M| f(x) So 


称 作 M 关于 f 的 水 平 集 . 
下 面 定理 是 Morse 理论 的 基本 定理 , 它 是 上 述 性 质 在 一 般 流 形 上 的 推广 . 
定理 5.14 令 M 是 nn 维 光 滑 流 形 , f : M 一 R! 是 光 背 函数 . 假设 对 任何 
ae R1, 水 平 集 Mo c M 是 紧 的 . 则 有 下 面 结论 : 
(1) 者 团 区 间 [a,4| 内 所 有 实数 都 是 f 的 正则 值 , 即 


f [a,b]= {zr€ M|as f(r) <2) 


内 没有 了 的 临界 点 , 则 M? 与 M* 同 胚 , 并 且 M° cC Me? 是 形变 收 顷 . 

(2) 在 Z0 € 广 [ab 是 唯一 临界 点, a < jzo) <5b， 并 且 za 是 非 退 化 的 Morse 
指标 为 的 临界 点 , 则 M? 同 伦 等 价 于 Me Uer*, 这 里 MU es 表示 存在 一 个 同 胚 
p: Oer 一 Mo 使 得 


MUert= Mo°| le*/{z ~ op(7z)| rz € Oe*)}, 


其 中 | | 表示 不 区 并 
证 明 ”对 该 定理 的 两 个 结论 分 别 进行 证 明 . 
(1) 要 证 明 M? 与 Me 的 同 胚 就 需要 构造 出 它们 之 间 的 一 个 同 胚 8 : M? 一 
Mo. 这 个 8 是 由 f 的 梯度 流 来 构造 的 . 

为 了 有 一 个 清楚 的 直观 理解 , 在 进入 正式 的 证 明之 前 , 先 来 考察 一 个 例子 ,从 
这 个 例子 就 可 知道 M? 到 Me 的 同 胚 更 是 如 何 构 造 的 . 令 M 是 R"+! 中 的 以 
为 半径 的 n 维 半球 面 


M = {(z, f(z) eR" | ze R", |z| < R, f(z)= |z|} 
M 的 图 像 由 图 5.23 表示 . 
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图 5.23 x,” 分别 为 高 度 为 a 和 5b 的 平行 于 R” 的 平面 


取 M 到 R" 的 高 度 h 作为 M 上 的 函数 , Rn" 中 以 原 后 为 心 , R 为 半径 的 开 球 
体 Br = {z €E R"| |z| < R} 作为 M 的 坐标 系 . 此 时 hh=f: M 一 Ri! 为 


h(xz) = f(x) = zi + :+ 77, Z E BR. 


M 上 关于 hh 的 水 平 集 Mo 和 M? 可 由 图 5.23 中 被 平行 于 R" 的 两 个 平面 x* 和 
fb 鹤 出 的 两 个 曲面 训 分 表示 出 来 , 也 可 以 用 Me 和 M? 的 定义 域 B。 和 B 来 代表 
Mo 和 M?, B. 表示 半 短 为 了 的 财 球体 . 

显然 M? 与 Me。 是 同 胚 的 , 但 是 这 里 需要 的 是 如 何 从 h 的 梯度 流 来 建立 它们 
之 间 的 同 胚 . h 的 梯度 流 是 疝 量 场 -VvVh 的 轨道 集合 , 它 是 由 下 面 方程 解决 


dz 

-一 一 一 VALZC) = —2z7, 

dt ) (5.4.9) 
Z(0) 一 Zo， ZoE€Br. 


都 称 作 h 的 梯度 流 , Bi 是 直接 表现 在 M 上 的 , 如 图 
5.23 所 示 , 而 Bt 是 表现 在 M 的 坐标 系 BR 中 , 如 图 
5.24 所 示 , 它们 是 等 价 的 . 当 t = to 被 固定 时 , hh 梯 图 5.24 M 上 函数 h 的 梯度 
度 流 确定 一 个 映射 流 , 它们 是 场 一 yh 的 轨道 集合 


Di : M—M, (2 f (7)) > (p(to, 7), f (plto, 7)))- (5.4.11) 
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由 (5.4.10) 可 知 , 当 to 满足 


_ a 
eto 一 一 b >, 


bp” 
则 (5.4.11) 的 映射 8B。 将 M? 同 胚 地 映 到 MM， 
Bi :Mi 一 M* (或 E :Do 一 有 Bo) (5.4.12) 


换 句 话说 , 在 h 梯度 流 @ 和 Bi 的 作用 下 , Mt 和 Bs 分 别 进 入 Mo 和 B。 中 , 就 如 
5.23 和 图 5.24 所 示 的 那样 , 其 先决 条 件 就 是 h 在 [a, 9] 中 没有 临界 值 . 

现在 回 过 来 证 明 结论 (1)， 从 上 面 的 例子 可 以 看 到 , 当 流 形 M 上 的 函数 f: 
M 一 M 在 区 间 [ob 中 没有 临界 值 , 即 Vf 在 M? - Me 中 没有 零点 , 则 了 的 梯度 
流 Bi : M 一 AM 可 诱导 出 M? 到 Ma 的 一 个 同 胚 


@-: M°— Mo", 对 某 个 二 = 7 (5.4.13) 
其 中 B; 是 由 方程 
dz 
pA (5.4.14) 
7(0)=p, pEM 


的 解 z = y(t, zo) 定义 的 , 即 


Bi(p) = p(t,p), D E Ad 


接 下 来 一 个 问题 就 是 , 当 M 存在 一 个 全 局 坐 


标 系 时 (正如 图 5.23 所 示 的 例子 那样 ), f 的 
x vi(zo x0， 梯度 场 Vf 可 视 为 M 上 的 一 个 向 量 场 , 此 时 


方程 (5.4.14) 有 意义 . 而 当 M 不 存在 全 局 坐 
Tr, 标 系 时 , 一 般 情况 下 Vf 不 是 M 的 一 个 全 局 
器 量 场 ， 即 对 M 的 两 个 局 部 坐标 (U1,z) 和 
图 5.25 1 和 Tz 分 别 是 Vf 在 吕 (U2,y), vf 在 (U1, 7) 和 (Uz, yy) 上 的 轨道 一 般 
和 Uz 的 轨道 , 而 zo 不 是 Vf 的 零点 ”情况 下 在 Un Us 中 和 卫 接 不 上 , 如 图 5.25 所 示 


那样 . 其 原因 在 3.4.3 小 节 与 3.4.4 小 节 中 有 详细 地 说 明 . 

为 了 避免 这 个 僵局 , 在 M 上 引入 一 个 Riemann 度量 {gi;}. 这 是 可 以 做 到 的 ， 
因为 M 到 RN 的 任何 嵌入 可 自然 地 诱导 出 一 个 度量 张 量 , 详 见 3.4.4 小 市 . M 的 
Riemann 度量 {9;;} 是 一 个 二 阶 协 变 对 称 张 量 场 在 M 的 每 一 点 它 是 一 个 正定 矩阵 , 
它 的 逆 


[i 


(gi;) = (g™) 
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也 是 对 称 的 正定 矩阵 , 其 矩阵 元 {9g} 构成 M 的 一 个 二 阶 反 变 张 量 场 . 我 们 知 违 
M 上 向量 场 是 一 阶 反 变 张 量 场 , 而 梯度 场 Vf 是 一 阶 协 变 张 量 场 . 但 是 从 {g 了 3 } 和 
Vf 可 构造 出 M 的 一 个 向 量 场 


,A 5.4.15 
= SgsLt l<i<n. 


dt | (5.4.16) 


这 个 方程 在 整个 M 上 有 意义 了 , 因为 方程 两 端 都 是 一 阶 反 变 张 量 . 方程 (5.4.16) 
在 M 上 产生 一 个 流 , 仍 称 为 太 的 樟 度 流 ， 


Vi(:)= ot,:): M— M, teR, (5.4.17) 


其 中 y(t,p) 是 方程 (5.4.16) 的 解 . 这 个 流 亚 ; 也 有 具有 类 似 于 (5.4.13) 那样 的 下 降 性 
质 : 将 高 水 平 集 M? 代入 低 水 平 集 Me (5 > a) 经 过 一 段 时 间 t > 0 后 , 其 条 件 是 f 
在 [a,b 中 没有 临界 值 . 要 明白 这 一 点 , 只 需 对 (5.4.16) 两 端 关 于 Vf 求 内 积 


可 以 推出 


2,] 二 1 


即 (5.4.16) 的 解 y(t,p) 将 高 水 平 值 f(p) 代 到 低 水 平 值 f(y(t,p)). 当 t 从 0 挛 到 
t > 0 时 ， 
f(p)= f(p(0,p)) > f(y(t,p)), vt>0, 
只 要 p 不 是 三 的 临界 点 . 
于 是 , 可 用 (5.4.16) 产生 的 梯度 流 (5.4.17) 构造 出 从 M? 到 Me 的 一 个 同 胚 ， 
只 要 f 在 区 间 [a,b] 内 无 临界 点 . 即 对 茶 个 7 > 0， 


y+: M”"— M", (5.4.18) 
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是 一 个 同 胚 . 实际 上 当 t 从 0 变 到 r > 0 时 , ; 也 是 (5.4.18) 的 形变 收缩 
Vo=id: Mo Mo Vy: Mo M°*, 当 t+=0 一 t=T 时 . 


这 样 , 结论 (1) 证 毕 . 
(2) 从 (5.4.15) 和 (5.4.16) 容易 看 出 , f 的 临界 点 zo 是 梯度 流 (5.4.17) 的 不 动 
凡 ， 即 


Vi (zo) 一 To, vt C R: < Vf(zo) 一 0. 


因此 , 如 来 
Q < f (zo) <b, Vf(zo) 0， (5.4.19) 


则 对 任何 t e Ri, yi 不 可 能 将 M? 映 到 Mo 中 .下面 就 来 分 析 在 (5.4.19) 条 件 下 
Mf? 与 Mo 拓扑 结构 之 间 的 关系 . 记 


C 一 f (zo). 


并 假设 zo 是 满足 (5.4.19) 的 唯一 临界 点 , 而 且 它 是 Morse 指数 为 k 的 非 退 化 临界 
点 . 令 e > 0 充分 小 . 由 结论 (1), M? 与 Me 具有 相同 的 同 伦 型 , 而 M* 与 M?“ 
有 相同 的 同 伦 型 . 因此 只 需 证 明 


Mr°te ~ Mc°-eU er. 


令 B.C M 是 zo 的 一 个 s 邻 域 . 按 结论 ( 的 方式 可 以 证 明 , (5.4.17) 的 梯度 
流 亚 ; 可 将 控 去 Bo。 的 Met+e 形变 收缩 到 Me-s 上 ， 


V+: M°te -Be 一 NM， 对 某 个 +>0. (5.4.20) 
而 且 亚 - 是 一 个 同 胚 . 再 由 (5.4.6), f 在 zo 的 邻 域 为 
f(z)=C— (x2+. + 22) + 72 + + 22) + o(|z|2). (5.4.21) 
当 e > 0 充分 小 时 , (5.4.21) 表明 
BN M°te = {rz € Boel| zi 一 | 天 + 0(2) < e}, - (5.4.22) 


Be NM°- = {zr € Boel |zn_xls + 0(2) < | 从 | — e}. (5.4.23) 


两 个 集合 (5.4.22) 和 (5.4.23) 的 几何 形状 (或 拓扑 结构 ) 分 别 如 图 5.26(a) 和 (b) 所 
示 . 


5.4 Morse 理论 (]) . 423 . 


(b) 
图 5.26 B2zmnAM2 ss 和 DzzemAc 分别 在 (a) 和 (b) 中 用 阴影 部 分 表示 


显然 两 个 集合 (5.4.22) 与 (5.4.23) 的 关系 为 


Bze NM°te = Bae N Me |， (5.4.24) 
(p 


其 中 I" = Tx I"™* 是 nn 维 方 体 , yp 是 下 面 的 映射 


| : OI” X 7 一 一 Poe NM , 
p 古 一 个 同 肥 , 而 


BaeNM° |)I*= BosnMc | | 严 /{z~p(z)} 
Pp 


关系 式 (5.4.20) 和 (5.4.24) 意味 着 


Me = Me jr. (5.4.25) 
Pp 


由 y 的 定义 可 知 , p 的 像 在 Boe Nn Me-。 中 可 收缩 到 pg(67™*) 上 . 因此 Mc-eUTI" 可 
0 
形变 收缩 到 MU 关上. 故 有 


Mr°te ~ MEUT'. 


这 便 是 我 们 所 需 的 结论 (2). 定理 证 毕 . 

作为 定理 5.12 的 一 个 应 用 , 可 以 得 到 下 面 关 于 球面 的 Reeb 定理 . 该 定理 在 证 
明 n > 5 的 Poincaré 猜想 中 起 到 基本 的 作用 . 

定理 5.15 (Reeb 定理 )” 令 M 是 一 个 紧 流 形 . 若 M 上 存在 一 个 函数 f 使 得 
它 在 M 只 有 两 个 非 退 化 临界 点 , 那么 M 同 胚 于 一 个 球面 . 

证 明 ”这 个 证 明 是 直接 的 . 这 两 个 临 点 zo, zl, 一 个 是 最 小 点 . 为 一 个 是 最 大 
拟 . 令 f(z0) = 0,f(zi1) = 1. 则 由 (5.4.6)， 


Ms: 二 =f-!l0,e] 与 f7![1-e,1] (e >0 很 小 ) 
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是 两 个 ” 维 闭 盘 . 再 由 定理 5.12 的 结论 (1), Ms 与 M1 同 胚 . 故 
M=f- [0,1—-eUf [1—e,1 


是 两 个 n 维 闭 盘 f-!110,1 一 a] 与 f-!1[1 一 e,1| 沿 着 它们 的 公共 边界 粘 接 在 一 起 的 球 
面 


5.4.3 ” 流 形 的 CW 复 形 伦 型 


在 4.5.1 小 节 引 入 了 CW 复 形 的 概念 ( 见 定义 4.7). CW 复 形 可 以 有 几 种 不 同 
方式 样 定义 , 它们 都 是 等 价 的 . 下 面 采用 文献 [8] 中 的 方式 再 次 给 出 CW 复 形 的 概 
念 , 使 用 这 种 定义 可 以 使 后 面 引入 的 流 形 CW 复 形 同 伦 型 定理 的 证 明 变 得 更 容易 


一 此 
定义 5.13 ”一 个 拓扑 空间 X 称 作 CW 复 形 , 者 XX 可 表示 为 


从 一 二 从 ，， Ss.t. 人 OOCAXCAC.， (5.4.26) 
n= 二 0 


其 中 Xo 是 一 个 离散 子 集 , Xi 是 X 粘贴 者 干 nn 十 1 维 财 盘 e”*t!, 称 作 X 的 
n 十 1 维 胞 腔 , 使 得 边界 Benr+1 = S" 在 X, 上 , 即 


Xnt1 = Xn Uert U 


它 规定 一 个 子 集 4 在 X 中 是 闭 的 , 若 4 与 X 中 每 个 胞 腔 的 交 A Ner* 是 闭 的 . 

根据 定义 5.13, 从 定理 5.12 可 以 推出 下 面 流 形 的 CW 复 形 同 伦 型 定理 . 一 个 
微分 函数 f : M 一 R! 称 作 Morse 图 数 , 如 果 f 在 M 上 所 有 临 弄 点 都 是 非 退化 
的 . 后 面 将 证 明 , 每 个 光滑 流 形 上 都 具有 无 穷 多 Morse 函数 . 
定理 5.16 令 f 是 M 上 的 一 个 Morse 函数 . 如 果 对 每 个 a € Ri,M° 者 是 
紧 的 , 那么 M 具有 一 个 CW 复 形 的 同 伦 型 , 并 且 对 应 于 f 的 每 一 个 指标 为 K 的 
临界 点 都 有 一 个 上 维 胞 腔 . 

证 明 ”一 个 CW 复 形 X 组 合成 (5.4.26) 的 方式 不 是 唯一 的 . 定理 5.12 的 结 . 
论 (2) 提供 了 一 个 将 流 形 归 为 一 个 CW 复 形 的 模式 , 即 按 M 上 一 个 给 定 Morse 于 
数 了 的 水 平 集 Me 关于 临界 点 进行 归纳 证 明 . 

这 里 只 对 M 是 紧 流 形 的 情况 进行 证 明 . 非 退 化 临界 点 是 孤立 的 , 因而 紧 流 形 
M 上 的 Morse 函数 f 的 临界 点 是 有 限 的 . 记 f 的 所 有 临 寞 值 为 


cl < co < < ch， 


使 得 
Mo 一 CO， 当 a<cl， M’=M, 当 ck < wa. 


显然 , 当 cl <a < c? 时 
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M° = 若干 不 交 的 n 维 盘 的 和 ， 
它 是 一 个 CW 复 形式 . 再 根据 定义 5.13, 从 定理 5.12 可 推 知 
Mte ~ Mc°!-e UerU...Ue’, 


也 是 CW 复 形 . 以 此 归纳 下 去 便 可 证 明 M 具有 CW 复 形 的 伦 型 . 定理 证 毕 . 

接 下 来 的 是 Morse 函数 的 存在 性 问题 . 下 面 的 引 理 表 明 任 何 流 形 上 都 存在 大 
量 的 Morse 图 数 . 

引 理 5.8 令 Cr (r >2) 是 M 上 所 有 7 次 可 微 函 数 空间 . 则 M 上 所 有 
Morse 函数 集合 下 在 C"(M) 中 是 稠密 的 . 特别 地 , 当 M 是 一 个 紧 流 形 时 , F 是 
Cr(M) 的 一 个 开 笛 集 . 

证 明 当 AM 是 紧 流 形 , f e Cm"(M) 是 一 个 Morse 函数 时 , Vf 在 M 上 和 零 氮 
有 限 并 且 非 退化 . 这 意味 看 对 f 的 任何 摄 动 


f+eg， gECO" (M)， 8 关 0 充分 小 


它 的 梯度 Vf+eVg 在 M 上 零点 也 都 是 非 退 化 的 (由 非 退 化 奇 扣 的 同 伦 不 变性 , 见 
.5.1 节 ). 因而 紧 流 形 上 Morse 函数 是 C7(M) 中 的 开 集 . 

只 需 证 明 第 一 个 结论 . 令 p : M 一 NN 是 一 个 Cr 同 胚 . 则 y 可 诱导 出 一 个 同 
构 2 : CT(N) 一 C"(M) 如 下 


px(f)=fo9p, f eC (N), 


并 且 o, 将 N 上 的 Morse 函数 映 成 M 上 的 Morse 函数 . 因此 , 只 考虑 M C R* 是 
一 个 舱 入 即 可 . 下 面 的 证 明 参 考 了 文献 [4]. 

令 M CcC R™m 是 一 个 n 维 流 形 , (zl ,zm) 是 R™ 中 坐标 系 . 则 每 一 点 pe M 
存在 一 个 邻 域 , 使 得 zi ,zm 中 某 m 个 可 作为 U 的 坐标 系 . 例如 , 图 5.23 所 示 
的 流 形 M C R"t! 就 是 以 (zl ,zn) 作为 坐标 系 . 而 zn+l 是 (zl ,zn) 的 函 
数 . 换 句 话说 , 若 7 以 (z1,… ,zn) 作为 局 部 坐标 , 则 存在 开 集 VC R", 使 得 U 可 
表示 为 


U = {(z, rnti(T),: ,Tm(T))| rT EV CR"). (5.4.27) 
令 M 可 分 解 为 可 数 开 履 兰 


M = | Us， 每 个 i 可 用 R* 中 某 m 个 分 量 作为 局 部 坐标 


(5.4.28) 
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是 M 上 一 个 合理 定义 的 了 消 数 . 我 们 要 证 明 , 对 几乎 所 有 的 (al ,am) E R™m, 由 
(5.4.28) 定义 的 函数 f。 是 Morse 函数 . 

不 妨 设 U; 是 以 (z1,… ,zn) 作为 局 部 坐标 , 就 像 (5.4.27) 那样 . 此 时 f。 限制 
在 U; 上 可 表达 为 


fo = Qi17X1 十 …: 十 anZn + 9(7), 


Wh 5.4.29 
9(7) 一 f(z, y (7)) 十 >》, QiTi(T), 4 一 (Zn+1(7), | , Tm (7)). 
4 二 十 1 
显然 f, 关于 x € R" 的 Hesse 矩阵 与 g 的 相同 ， 
Hf(x) = Hgl(z), ZE 及 (5.4.30) 


此 外 , 从 (5.4.29) 可 见 , zo 是 f。 临界 后 的 充 要 条 件 为 
Vg(7X0) = —oa, Q = (Q1,.… ,Qn). 


根据 (5.4.30), zo 是 f。 非 退 化 临界 点 的 充 要 条 件 为 -a 是 Vg : R" 一 R" 的 正则 
值 . 再 由 Sard 定理 (定理 1.9)， 对 几乎 所 有 a e R", 一 a 是 Vg 的 正则 值 . 于 是 可 推 
出 对 几乎 所 有 a = (al am) E R™,M 上 的 函数 


fa(7) = /zi) 十 al71 十 … 十 QmZm 
限制 在 VU; 上 是 一 个 Morse 函数 . 令 
h; = {fae R™"m| fo 在 U; 上 不 是 Morse 函数 } 


以 后 凡 涉 及 M 上 的 函数 f : M 一 R1, 了 都 假设 是 一 个 Morse 函数 . 根据 定理 
5.12, 者 了 在 f-![a,b| 内 有 唯一 临界 点 zo, 其 指标 为 k, 则 


Mt?*= M?°Uer. 


从 它 的 实 系 数 Mayer-Vietoris 序列 
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一 Hi (Oe*) 一 万 (AI2 ) 申 Hx(e") 一 Hx(M") ~ Hx_1(Oe”) > 


| | 
0 0 R 


可 以 看 到 
Hi.(M") = Hi(M°) @ Im 6,. 


若 记 处 (X) 是 空间 X 的 上 维 Betti 数 , Ci(X) 为 函数 f 的 指标 为 k 的 临界 点 
数 , 则 有 如 下 关系 


将 此 关系 递 推 地 延 拓 到 整个 M 上 便 得 到 
Ce(M)ZB(M), ‘Og<k<n. 


这 这 是 着 名 的 Morse 不 等 式 . 

关于 Morse 不 等 式 具 有 下 面 更 一 般 的 结果 . 

定理 5.17 (Morse 不 等 式 ) ” 令 M 是 一 个 n 维 紧 流 形 , Ck 为 M 上 盯 数 三 指 
标 为 大 的 临界 点 数 , Bk 和 74 分 别 为 M 的 上 维 Betti 数 与 维 挖 子 群 个 数 . 则 有 
如 下 两 个 不 等 式 : 


上 一 0 上 一 0 


由 于 dim M = n,Ontri = Di = 0. 从 上 面 两 个 不 等 式 便 得 到 (5.4.33), 使 得 对 应 
于 了 的 每 个 临界 值 只 有 一 个 临界 点 . 用 局 部 截断 函数 的 摄 动 方 法 从 任 一 个 Morse 
函数 f 可 构造 出 这 样 的 函数 f', 使 得 f' 与 f 的 同 指标 临界 点 一 一 对 应 . 令 实 数列 
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Ql <ad2<'''< QaN, (5.4.34) 


使 得 M%: 含有 严格 的 i 个 临界 点 , 并 且 Moex = MM. 令 
Mo+rl 二 M”%iUert， 是 f-!lai,ai+1] 中 临界 点 指标 
关于 整 系数 同调 群 的 Mayer-Vietoris 序列 如 下 : 


0 一 Hxr(M®™i)@® Hx (e*) 一 Hr(Moit? ) 一 Hk_1(Oer) 一 


0(Z 当 k = 1) 
从 这 个 正 合 序 列 可 推出 
gs | rd) 十 | 当 Im 0 = 二 
Br(M"™it!) = | BM), w 1m 5. 0 (5.4.35) 
(5.4.36) 


而 M%it! 与 M% 上 的 指标 为 k 的 临界 点 数 满足 


Cr(Miti) = Cr(M®™’)+1. (5.4.37) 


注意 到 (5.4.36) 的 事件 意味 着 对 所 有 (0 < k < n) 有 
Tk (MOit1l) = TM +1 = BO = Br(M®i!)—1. 


虽然 这 个 关系 式 是 由 穿越 (k + 1) 指标 的 临界 点 产生 的 效应 , 然而 它 却 使 六 同时 
进入 kk 和 上 十 1 的 不 等 式 (5.4.31) 右 端 的 计数 , 换 句 话 讲 , 从 公式 (5.4.35)~(5.4.37) 
可 推出 (5.4.31). 

最 后 证 明 不 等 式 (5.4.32). 从 (5.4.34) 可 得 空间 序列 


MicCM?C...CMV=M. 


令 临 界 点 zi e Mo - Mo-! 的 指标 为 k;. 则 实 系数 相对 同调 群 
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记 Bk(M™, Mo-!) 是 有 (Mo Mo-!) 的 秩 数 (Betti 数 ), Ca(M®, Mi-!) 为 Moi 一 


(5.4.39) 
(5.4.40) 
这 是 不 等 式 (5.4.32) 的 左 痕 . 因此 , 如 果 能 够 证 明 
N k 
wx Me) > si(M) (= 并 (DB00) (5.4.41) 
i 二 1 ]=0 


则 从 (5.4.40) 立刻 得 到 所 要 证 的 不 等 式 (5.4.32). 
下 面 证 明 (5.4.41). 对 于 空间 序列 


Mai-i Cc Mi Cc Miti 即 空 间 偶 (Meoiti1 /Mi-!1, AM /Mi-!) 


有 下 面 实 系数 相对 同调 群 正 合 序列 (由 (2.4.2) 和 定理 2.17) 


>. — Ho(Mit! Mi) 一 0. 
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这 个 序列 的 正 合 性 意味 大 


即 
Si (Moiti, Mo + Se(M™, Moi-1) > Sp (Mt, Moi-1). (5.4.42) 


递 推 地 , 从 (5.4.42) 便 可 得 到 


Sx (M ) 一 Sk(M°N, M®™°) < Sr(MN, MN-!) 十 Sr(Mo°N-!, M®) 


这 就 是 (5.4.41). 从 而 该 定理 证 毕 . 
5.4.5 ”最 少 临界 后 数 与 流 形 分 解 
这 一 小 节 总 是 假设 M 是 n 维 紧 流 形 . 令 
# (f,M)=min#f, #f={f: Mo R” 的 临界 点 数 }. 


它 是 M 上 函数 的 最 少 临界 点 数 , 是 一 个 有 限 整 数 并 且 是 拓扑 不 变量 . 再 令 #(f,M)k 
代表 M 上 指标 为 的 最 少 临 界 后 数 . 显然 有 


#(f,M) 一 >》 #( 亡 M)k 
上 一 0 


定理 5.15 告诉 我 们 
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#(f, M)k > Bk + Tk +t Tk-1) (5.4.43) 
#(f, M)> >》 (Br + Tk 十 7*)， (5.4.44) 
k=0 


其 中 Bk, Th 如 定理 5.15, T* 是 上 同调 群 H*(M,Z) 找 子 群 的 个 数 . 

然而 在 (5.4.43) 和 (5.4.44) 中 一 般 情况 下 等 号 不 成 立 . 这 说 明 Bk, Tp 和 六 作为 
反映 M 最 少 临界 点 数 的 拓扑 不 变量 不 是 最 好 的 选择 . 那么 , 是 否 存 在 M 的 一 个 与 
#(f, M) 相等 的 拓扑 不 变量 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 注意 到 , 不 等 式 (5.4.43) 和 (5.4.44) 
是 从 关系 式 


Mr°te ~ M°-e Uer, 当 C 为 指标 的 临界 值 时 (5.4.45) 
获得 的 . 这 就 本 质 上 决定 了 (5.4.43) 和 (5.4.44) 中 的 不 等 号 不 能 变 为 等 号 . 然而 , 当 
用 公式 (5.4.25) 来 取代 (5.4.45) 时 , 则 情形 就 不 同 了 . 细心 观察 公式 (5.4.25): 


Mete — Me E UP 
¥ 


它 表明 水 平 集 M* 当 a 穿越 一 个 临界 值 (只 对 应 一 个 临界 点 ) 时 , M* 严格 地 增加 
一 个 n 维 闭 抢 (n 维 方 体 或 团 球 体 ). 于 是 有 
#f = M 的 一 个 n 维 闭 盘 分 解数 
从 这 个 公式 立刻 推出 
#(f, M) = M3*, (5.4.46) 


其 中 M# 是 M 的 最 少 财 盘 分 解数 ， 
M# = min{ 玫 | K 是 M 的 一 个 财 盘 分 解数 }， 


例如 , 一 个 球面 Sm 最 少 闭 盘 分 解数 为 2, 即 (S")# = 2. 一 个 轮胎 面 72 的 最 
少数 为 4 (7T?)# = 4. 而 实 投影 空间 P? 为 3, (P*)# = 3. 

定义 5.14 ”一 个 紧 流 形 M 的 最 少 闭 盘 分 解数 , 记 为 M#, 简称 为 M 的 流 形 
数 , 它 明 显 是 一 个 拓扑 不 变量 . 


流 形 数 具 有 下 面 两 个 基本 性 质 : 
(M x N)# = M# x N# (M,N 的 维 数 不 一 定 相同 )， 
(M#N)* = M#+N#-2 (dim M = dim N), (5.4.47) 


其 中 M#N 表示 M 与 N 各 挖 去 一 个 闭 盘 后 的 粘 接 和 , 见 2.2.2 小 节 . 公式 (5.4.47) 
从 下 面 关系 容易 看 出 . 令 


M = Di1U.…UD 是 M 的 一 个 闭 盘 分 解 , 有 = MT 
N = Di1U.…UD, 是 的 一 个 闭 盘 分 解 , 7 = N#. 
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则 有 


kxr 


M x N = |] Di x D; 是 M x NN 的 一 个 最 少 闭 盘 分 解 . 


而 (5.4.47) 的 第 二 个 公式 可 直接 由 定义 看 出 

从 (5.4.46) 和 (5.4.47) 立刻 得 到 如 下 定理 . 
一 个 紧 流 形 M 的 流 形 数 M# 与 M 上 的 最 少 临界 点 数 #(f,M) 
满足 如 下 基本 公式 


#(f, M) = MT 
#(f, M x N)= #(f, M) x #(f,N), (5.4.48) 
#(f, M#N) = #(f, M)+#(f,N)-— 


实际 上 , 更 一 般 地 对 于 一 个 纤维 从 


FF— Eb 


| 
M 


若 存 在 截面 映射 s : M 一 EE, 则 同样 有 如 下 公式 


#(f, E) = #(f, M) x #(f,F). 
考察 (2.2.16)~(2.2.17) 可 以 发 现 , 流 形 的 共 辆 元 数 , 记 为 


K(M) = M 上 所 有 共 斩 元 总 数 . 


也 满足 如 (5.4.47) 和 (5.4.48) 那样 的 乘积 与 求 和 公式 , 即 
K(MxN)=K(M)x KI(N), 
K(M#N)= K(M)+ K(N)-2. (5.4.49) 


这 三 个 关系 (5.4.47)~ (5.4.49) 告诉 我 们 , K(M) 与 M 的 流 形 数 M# 和 最 少 临界 点 
数 #(/ M) 之 间 存 在 着 某 种 关联 . 下 面 的 公式 被 推测 成 立 . 
假设 M 的 基本 群 x1(M) 是 可 交换 的 , 则 有 


K(M)= #(f,M)= M*. (5.4.50) 
注 5.7 当 WM 是 nn 维 Poincaré 球 时 , 即 M 是 一 个 满足 下 面 性 质 的 流 形 


bh, 一 U， ) / 
HA(M) = | 4 - (5.4.51) 
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则 公式 (5.4.50) 不 成 立 . 此 时 M 只 有 两 个 共 斩 元 : M 上 的 一 点 p 和 M 本 喘 , 因而 
K(M) = 2. 而 由 Reeb 定理 (定理 5.13), #(f, M) > 2. 因而 (5.4.50) 对 于 Poincar6 
球面 不 成 立 ， 因 而 对 所 有 含有 Poincaré 球面 作为 共 胃 元 的 流 形 该 公式 都 不 成 立 ， 
Ti1(M) 是 可 交换 的 条 件 排 除了 这 种 可 能 性 . 

当 M 入 都 是 n 维 Poincaré 球面 时 , 由 定理 2.19 和 Van Kampen 定理 ( 定 
理 4.11) 可 以 推 知 MX#N 仍然 是 一 个 Poincaré 球 . 再 由 公式 (5.4.47), M#N 的 流 
形 数 为 

(M#N)# = M# + N# -2 > max {M*,N#}. 


这 表明 对 每 个 给 定 维 数 , 有 无 穷 多 个 互 不 同 胚 的 Poincaré 球 , 并 且 这 个 集合 的 流 形 
数 没 有 上 乔 . 记 
PS(n) = 所 有 n 维 Poincaré 球 的 集合 . 


可 以 证 明 
M# > 6 是 一 个 偶数 ， vM e PS(n). (5.4.53) 


下 面 给 出 (5.4.53) 简要 证 明 . 由 Hurewicz 定理 (定理 4.10). 
Hi(M) = mi(M)/mm 换 位 子 群 
再 由 ri(M) 关 0 与 页 (M) = 0 可知, 至 少 有 两 个 非 零 元 素 wb e ri(M) 使 得 
a:b#b:a, a:a=0, b:b=0. 
知 


因此 , 对 应 于 每 个 非 零 元 素 a € ma(M) 唯一 存在 一 个 指标 有 = 1 的 临界 点 zo € 
M,c = f(zo) 使 得 
M°te ~ M° :Uel. 


再 由 Mayer-Vietoris 序列 可 推出 (参见 (5.4.35) 和 (5.4.36))， 
Hi(M°*°)= Hi(M° °)@Z. 
因此 要 消灭 Hi(M°+) 中 出 现 的 非 零 元 素 必须 有 一 个 指标 2 的 临 午 上 后， 即 


M"*~ MteUe’, b>c+e, 
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Di) = Hi(M°™). 


于 是 f 至 少 有 6 个 临界 点 : 指标 上 = 0,m 的 点 , 至 少 两 个 有 = 1 的 点 , 对 应 每 个 
k = 1 的 点 存在 一 个 k= 2 的 点 . 再 由 囊 (M) = 0, 对 gz 夭 0,m 指标 为 天 与 +1l 
成 对 出 现 . 故 f 临界 点 为 偶数 个 . 这 样 便 得 (5.4.53). 


5.4.6 ”hh 配 边 定理 与 n > 5 的 Poincaré 猜想 


h 配 边 定 理 是 Morse 理论 在 应 用 中 的 一 个 重要 结果 . 该 定理 是 由 Smale 在 1962 
年 提出 , 再 由 Milnor 于 1963 年 给 出 完善 地 证 明 , 参见 文献 [26]. 该 定理 的 一 个 直 
接 推论 就 是 关于 n > 5 的 广义 Poincaré 猜想 的 证 明 . 这 里 我 们 将 对 h 配 边 定理 以 
及 在 广义 Poincaré 猜想 的 应 用 给 出 一 个 轮廓 性 的 介绍 . 

令 M 是 一 个 n 维 紧 带 边 的 光滑 流 形 , 9M = TiUT。 是 由 两 个 不 交 的 n 一 1 维 
光滑 紧 流 形 Ti 和 Ts 构成 . 通常 记 为 (M,Ti Ta), 叫做 配 边 流 形 . 

下 面 给 出 的 就 是 h 配 边 定理 

定理 5.19 (h 配 边 定理 ) 令 (M,T1,T2) 是 一 个 配 边 的 流 形 . 假设 满足 下 面条 


件 : 

(1)dim M=n2>6; 

(2) M,T1 和 Ts 都 是 单 连通 的 ; 

(3) 整 系数 相对 同调 群 H,(M,T1) = 0,Vg & Z, 那么 M 与 TT x [0,1] 是 微分 同 
胚 的 , 即 M =Ti x [0,1]. 

注 5.8 ”该 定理 的 条 件 (1) 并 非 是 本 质 的 , 现 已 知道 h 配 边 定理 对 所 有 n 之 1 
都 成 立 (n = 1,2 是 平凡 的 )， 只 是 n > 6 的 情况 可 应 用 Morse 理论 证 得 , 而 对 于 
n 二 3,4,5 情况 就 不 同 了 . 

注 5.9 ”条件 (3) 的 H,(M,Ti1) = 0 可 推出 H,(M,T2) = 0, 即 


HA(MLr1)=0, Vg SS H(M,T2)=0, Vg. 
这 可 由 配 边 流 形 (M, Ti,T2) 的 Poincaré 对 偶 推 出 528 
Ha(M,T) 一 万 ”“ (4， [2 )， 石 M 可 定 问 . 


因而 H,(M,T) =0 全 万 (MTo)=0 全 本 (MM,To) = 0. 此 外 M 是 单 连通 的 假 
设 意味 着 M 是 可 定向 的 . 
注 5.10 ”注意 到 相对 同调 群 的 实质 为 


万 CAI) = Hoa(M/TD'1), 4 天 0， 


这 里 M/T1 是 M 将 Ti 捏 成 一 点 所 成 空间 . 因此 条 件 (3) 可 等 价 地 说 , M/T1 其 有 
n 维 盘 D" 相同 的 同调 群 . 因而 h 配 边 定 理 从 本 质 上 讲 与 下 面 闭 盘 定理 是 等 价 的 . 
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闭 盘 定理 是 说 , 大 M 是 一 个 市 边 的 ” 维 紧 流 形 , M 与 ON 都 是 单 连通 的 (相当 于 
定理 5.17 的 条 件 (2)), 并 且 


Ron- 70 mrt 
Z, 9q=0, 
则 M 同 胚 于 一 个 维 财 盘 D". 
此 外 , h 配 边 定理 的 条 件 (2) 不 可 去 掉 . 例如 , 对 于 一 个 n 维 Poincaré 球 已 9"， 
在 PS" 上 挖 去 两 个 不 交 n 维 开 盘 后 ， 


M = PS — DY — D,, 
则 MM 是 一 个 配 边 流 形 (MTi,T2), Ti 之 To 全 577! (n> 3). 此 外 ， 


Ho(M,T 了 1)=0， 由 相对 同调 群 基本 性 质 ， 
Ha(M TI) = Ha(M/T) 一 (Po 一 D>) (对 9 天 0) 


因而 (MT 了 ,了 To) 满足 条 件 (3). 但 是 由 (5.4.52) 和 Van Kampen 定理 (定理 4.11)， 


M 是 非 单 连通 的 ， 
Ti(M)= mrm(Po")AKA0. 


寻 此 , MM 与 S"”-1 x [0,1 不 同 胚 (n > 3). 

h 配 边 定 理 是 看 上 去 平凡 (容易 理解 ). 但 是 证 明 不 平凡 . 由 于 Poincaré 球面 的 
存在 性 , 使 得 该 定理 变 得 很 重要 了 . 

定理 5.17 的 证 明 是 由 如 下 几 个 环节 构成 

(1) 首先 证 明 (MT1,T。) 上 存在 Morse 图 数 


f: Mo—[0,1], st.T1=f (0),, T,= /f° (1), (5.4.54) 


并 且 0 和 1 都 是 f 的 正则 从 O. 

(2) 整个 定理 的 证 明 是 建立 在 这 样 一 个 结论 基础 之 上 的 , 即 M 是 微分 同 胚 于 
Ti x [0, 1] 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 如 (5.4.55) 那样 的 Morse 函数 f, 并 且 f 在 M 上 
没有 临界 点 . 根据 这 个 定理 , 要 证 明定 理 5.17 只 需 在 M 上 找 出 一 个 没有 临界 点 的 
函数 即 可 . 

(3) 考虑 函数 f : M 一 Ri 的 一 个 指标 的 临界 点 zo E Mec = f(zo0), 则 对 
e > 0 充分 小 ， 水 平 集 

Mr°te ~ Me Uer,. (5.4.55) 
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由 相对 Mayer- Vietoris 序列 ( 见 2.4.4 小 节 )， 关于 空间 (5.4.55) 友 
A=T1CM°:, 刀 =gCes MNer= be 
有 如 下 正 合 序列 . 当 g 冯 kk,k 一 1 时 ， 


0 一 HA(M”™°,I!) 一 人 万 (MT TI ) 一 0. 


而 对 n>k>1l 有 


0—» Hi(M°-e,T1) —» Hi(Mete Ti 全 2 > Her_1( Me, TI) 
— Hr_1(M°T®, Ti) — 0. 


从 这 两 个 正和 序列 可 得 


_1 (Me-e), 当 Im 0, = Z 
Bk-1(M°™) = hh 
Gk-1(M° < ) 一 1 当 Im OQ. = ) 
Tk_1(M°). 当 Im 9. = 2Z, 或 Im i, = 2 
Tp-1(M®) = mM -+1 Imi,=p2Z,p#1, (5.4.56) 


这 里 Bi.( 针 ) 和 六 (和 X) 分 别 代表 Hi(X,Ti) 的 Betti 数 和 挠 子 群 个 数 . 

从 (5.4.56) 可 以 看 出 , 当头 0,n 的 临界 点 增加 了 K 维 相 对 同调 群 的 一 个 非 零 
元 素 时 , 必须 再 出 现 一 个 指标 十 1 的 临界 点 以 消去 这 个 非 零 元 素 , 而 当 有 = m,0 
时 , 如 图 5.27 所 示 , 必 有 n 一 1 和 1 指标 临界 点 以 消去 它们 对 零 维 同调 群 产 生 的 非 
零 元 素 . 


(a) (b) 
图 5.27 (a) Tn, Tn_1 分 别 为 指标 n,n 一 1 临界 点 ; (b) zxo,z1 的 指标 为 0 和 1 
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上 述 规律 告诉 我 们 , 定理 的 条 件 
H,(M.,T) 二 0， VEZ 


意味 着 满足 (5.4.55) 的 函数 f : M 一 [0, 1], 它 的 临界 点 以 指标 为 & 和 天 十 | 方式 
成 对 出 现 , 即 f 的 所 有 临界 点 可 配 成 对 


{Zki， Zki+1}， 1<igm， zj 表示 指标 为 7 的 临 窜 后 . (5.4.57) 


另 一 方面 , (5.4.56) 的 理论 分 析 也 表明 只 有 如 (5.4.57) 那样 配对 的 临界 点 才 可 
能 在 f 的 如 图 5.28 所 示 那 样 的 形变 过 程 被 消除 掉 . 换 句 话说 , 看 f 所 有 临界 后 痢 
可 按 (5.4.57) 那样 配 成 对 , 使 得 每 对 临界 点 对 f 水 平 集 同调 群 没有 贡献 ， 即 


HM?,T1) = HM?,T1)， 当 f-!la,0| 只 含 配 对 临界 点 ， (5.4.58) 
则 才 可 能 存在 一 个 函数 六: M 一 R!, 使 得 f' 没有 临界 点 . 
< > 7 


天 十 1 < 2 
多 和 _ 


(a) (b) 
图 5.28 (a) 是 f 的 图 像 ; (b) 是 了" 的 图 像 . f 在 形变 到 六 时 临界 点 消失 


(4) 接 下 来 要 证 明 的 是 , 在 定理 5.17 的 (1)~(3) 条 件 下 , 满足 (5.4.57) 和 (5.4.58) 
那样 的 配对 临界 点 一 定 能 够 通过 了 的 形变 被 消除 . 从 而 证 得 h 配 边 定理 

这 里 需要 说 明 的 是 , 第 (4) 步 的 证 明 是 最 具 技 术 性 .在 文献 [26] 中 , 只 有 在 
n 之 6 的 条 件 下 , 那 种 配对 的 临界 点 才能 被 证 明 是 可 消除 的 . 其 实 , 无 论 是 h 配 边 
定理 还 是 Poincaré 猜想 , 它们 的 本 质 可 归纳 成 满足 (5.4.57) 和 (5.4.58) 那 种 配对 临 
界 点 的 可 消除 性 . 用 上 述 方法 可 直接 证 得 ”> 6 的 Poincare 猜想 . 然而 应 用 h 配 
边 定 理 可 证 得 n > 5 的 Poincaré 猜想 . 

正如 注 5.10 所 述 那样 , 从 定理 5.17 立刻 可 推 得 下 面团 盘 定 理 . 

定理 5.20 ”假设 M 是 一 个 n 维 带 边 紧 流 形 , n > 6, 并 且 M 与 9M 部 是 单 
连通 的 . 则 下 面 结论 是 等 价 的 : 

(1) M 是 同 胚 于 一 个 m 维 财 盘 D"; 

(2) M 是 可 缩 的 ; 

(3) M 与 一 氮 具有 相同 的 整 系数 同调 群 

同样 地 , 可 以 证 得 下 面 广 义 Poincaré 猜想 . 

定理 5.21 (7 之 5 的 Poincaré 猜想 ) 令 M 是 一 个 nn 维 紧 流 形 ， n 之 5, 具有 
与 S" 相同 的 整 系数 同调 群 , 并 且 M 是 单 连 通 的 . 则 M 同 肥 于 S57. 
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证 阴 ”可 找到 一 个 Morse 函数 f: M— RI!, 使 得 / 的 最 大 与 最 小 点 都 是 唯 
一 的 . 令 TO0, Tl 是 最 小 和 最 大 扣 ， 


则 由 定理 5.12 可 知 
M = 1fco+s ci 一 e]， > 0 充分 小 
是 M 挖 去 两 个 n 维 开 握 的 配 边 流 形 , 即 
M= M— Dr— D?", 
OM=ToUT!:, To=OD?~S" 1! Ti=0OD?~S"™.. 
因此 (M, Fo,Tai) 是 紧 配 边 流 形 . 并 且 M ,To,Ti 都 是 单 连通 的 . 此 外 


Hi(M,T0)= Ha(M/To0)= Ha(M— Di)=0, gq#0, 
Ho(M, To) 一 0. 


故 (M,To,T 了 1) 满足 定理 5.17 的 条 全 (2 (2) 和 (3). 


f: Mo [co+te,c1— él], 
使 得 f 在 M 上 没有 临界 点 , 并 且 

f=f 在 To, Ti CM 的 一 个 小 邻 域内 . 
于 是 函数 


是 M 上 的 一 个 Morse 函数 ， 仅 有 两 个 临界 点 再 由 Reeb 定理 (定理 5.13) 就 推出 
M 同 肽 于 S" 对 n>6. 

对 于 n= 5, 需要 Kervair 和 Milnor 的 一 个 定理 . 该 结果 说 , 若 M 是 n 维 单 连 
通 紧 流 形 , 4 < n < 6, 并 且 有 5" 的 整 系数 同调 群 , 则 M 是 一 个 n 填 1 维 肾 可 缩 空 
间 B"+1 的 边界 M = 0B"+1, 见 文献 [26]. 根据 这 个 结果 , 再 由 定理 5.18, 当 n=5 
时 , B+1 是 一 个 n 填 1 维 闭 盘 . 故 M = 9B6 是 一 个 球面 . 定理 证 毕 . 
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5.5 ”Morse 理论 (II) 


5.5.1 能量 江洲 及 其 临界 点 的 Morse 指标 


II 型 Morse 理论 是 工 型 理论 的 相似 物 , 它们 是 平行 的 两 套 系统 . II 型 理论 主要 
是 讨论 Riemann 流 形 M 上 测 地 线 的 性 质 ,以 及 测 地 线 与 道路 空间 QM 的 拓扑 结 
构 之 间 的 关系 . 我 们 将 从 它 的 基本 概念 : 能 量 泛 函 、 临 界 氮 及 其 Morse 指标 开始 . 

令 (1M,gi;) 是 一 个 n 维 Riemann 流 形 , gi; 是 M 二 的 一 个 度量 张 量 .， 设 
ab E M 是 两 个 点 (可 以 相同 ). 在 M 上 引入 一 个 连接 a,b 两 点 的 逐 段 光滑 的 
道路 空间 , 记 为 


QM(a,b) = {7 : [01 一 MI7Y 逐 段 光 请 , 7(0) = a, 7Y(1) = 05}. 
这 里 道路 7 逐 段 光滑 意味 看 存在 有 限 个 扣 


0=to<ti <:…<txr=1, 


使 得 在 每 个 区 间 [t;_1,t+1] 中 是 Cee 的 . QM (a,b) 是 一 个 无 穷 维 的 拓扑 空间 , 见 
4.2.7 小 刷 . 
在 QM(a,b) 上 引入 一 个 泛 函 


E: NAM(a,b) — R', (5.5.1) 
称 作 能 量 泛 函 , 定义 为 
B= gs) (5.5.2) 


其 中 (zx! 0) 是 M 的 局 部 生生 这 里 上 标 表 未 契 反 妆 张 量 ， 下 标 表 示 协 变 张 
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在 物理 中 表示 一 个 运动 轨道 为 y 的 单位 质点 的 总 动能 . 这 就 是 将 (5.5.2) 称 作 


对 每 一 点 Y < QM(a,b)，(5.5.1) 的 导 算 子 5E(Y) 是 一 个 切 映 射 ， 5PE(7) ， 


定义 5.15 M 上 一 个 道路 - Y € NM(a,b) 称 作 是 能 量 泛 区 E 的 一 个 临界 点 


若 导 算 子 6E 在 为 零 , 即 
6E(Y)=0. (5.5.4) 


EB 的 临界 点 > 的 几何 意义 非常 明确 , 即 y 是 M 上 一 条 连接 a 与 b 的 测 地 线 . 
这 个 结论 的 证 明和 需要 一 些 Riemann 几何 知识 , 我 们 将 要 排 下 一 节 专 门 介绍 这 些 相 
关 理 论 . 

为 了 定义 临界 点 的 Morse 指标 需要 考察 (5.5.1) 的 二 次 导 算 子 62E.， 根据 
(5.5.3), 5 五 在 7 的 寻 算 子 为 


0°E.: TAM 一 人 (TOAM)， 


由 于 T*QM 具有 线性 结构 , TT(T*QM) = T*QM 是 QM 的 对 偶 空 间 . 于 是 52 五 
是 如 下 线性 映射 


6°Ey: TAM — TOM. (5.5.5) 
从 (5.5.5) 也 可 以 看 到 62 五 也 可 视 为 ,QM 上 一 个 双 线 性 泛 孙 
6E,: TAM x TAM» RR (5.5.6) 


类 似 于 一 个 函数 临界 点 Morse 指标 的 定义 , 对 于 能 量 泛 函 , 给 出 非 退 化 临界 后 
及 其 Morse 指标 如 下 . 

定义 5.16 令 Ye QM(a,b) 是 能 量 泛 函 已 的 一 个 临界 点 ,YY 称 作 是 非 退 化 
的 , 若 线性 映射 (5.5.5) 是 单一 的 , 即 52 已, 的 核 Ker 62 互 = 0. 对 于 一 个 非 退 化 临界 
扩 Y, 其 Morse 指标 定义 为 


yy 的 Morse 指标 = dim WN， 
N= {VeTNM| 56E,(V,V) <o0}, 


(5.5.7) 


其 中 62E(V,V) 是 如 (5.5.6) 那样 的 双 线 性 作用 在 V 上 . 
在 后 面 将 介绍 的 Morse 指标 定理 表明 (5.5.7) 中 的 负 定 空间 N 是 有 限 维 的 , 因 
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下 面 需 要 考察 QM (a,b) 在 Y 的 切 空 间 TQM 中 元 素 的 几何 意义 , 也 就 是 说 它 
们 具体 是 什么 样 的 . 回忆 定义 1.6, 一 个 空间 X 在 点 p 的 切 空 间 T,X 定义 为 


a : R' 一 久光 消 , a(0) = p| (5.5.8) 


oa: R* — NM(a,b), Qa(0) = 7Y € NM(a,b) 


可 以 等 价 地 视 为 [0,1] x R! 到 M 上 的 映射 


Qa: [0,1| x R'— M. 
Q(t,0) = y(t), a(0,7) = 0a, Qa(1,7)=b, Yr ER.. 


容易 看 出 , 对 固定 的 te [0, 1]， 


oY 0) 一 Lv 并 且 op 0) 一 0， 在 a,b 尽 ， (5.5.9) 
是 M 上 沿 着 7 的 向 量 场 , 并 且 在 端点 wb 处 为 零 . 再 由 (5.5.8) 的 定义 ， 
> 2 eT,OM. (5.5.10) 


于 是 (5.5.9) 和 (5.5.10) 给 出 TQM 的 数学 特征 如 下 : 
T,QM = {VIV 是 M 上 沿 看 Y 逐 段 光滑 问 量 场 , V(a) = V(b)=0}. (5.5.11) 


5.5.2 ”Riemann 流 形 上 的 测 地 线 


上 一 小 节 引 入 了 能 量 泛 函 E, 它 的 临界 点 7 满足 (5.5.4), 这 个 方程 叫做 马 的 
一 阶 变 分 方程 . 在 Riemann 度量 g;; 结构 中 , EB 的 一 阶 变 分 方程 (5.5.4) 可 用 常 微 
分 方程 表达 出 来 . 下 面 将 证 明 (5.5.4) 就 是 测 地 线 方 程 为 此 目的 , 首先 介绍 (AM gi;) 
上 测 地 线 概念 . 


1. 测 地 线 
令 {Uzx) 是 M 的 一 个 局 部 坐标 系 , a,b e U 为 其 中 两 点 , y 是 7 中 连接 a,b 两 
点 的 曲线 . 在 坐标 系 (Uz) 中 , > 可 用 参数 t (0 < t < 1) 表达 为 
yt) = {z(t), ,T(t)}, 7(0)=a, 7(1)=%b, (5.5.12) 


其 中 zilt) 是 上 的 函数 . 人 们 自然 要 问 , 连接 a,b 两 点 的 最 短 曲线 满足 什么 条 件 . 用 
变 分 原理 来 解答 该 问题 
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Y 的 弧 长 微分 元 ds = gijdz'dx?. 因此 > 的 长 度 为 


L(Y) = / ds = / V/gii(z)dzidz7， (5.5.13) 


显然 , 短程 线 7 满 下 方 程 
0L(Y) = 0. (5.5.14) 


因而 5L(Y) 可 写成 
b 1 1 27.1 i 
1 dz dz7 Ogi; de dz’ drx’ Ogi| .| 
oF / E ds ds Or! Fds?> ds ds 有 加 


Ce 人 azZ2 d7’ OQ gil _1 (器 dr’ 人 
ds 


b 
| 2 LT 7 JJ 大 _ 
/ gil ld TL + ;kdz dz | je deo 如 一 5 


其 中 Ti 叫做 M 的 联络 (也 称 作 Riemann 联络 ), 写作 


其 中 (9%) 是 (g;;) 的 逆 和 矩阵 , 也 是 正定 对 称 的 . 
由 于 6z!/ds € TyQM 是 任意 的 , 故 L(Y) 的 一 阶 变 分 方程 等 价 于 


十 工 和 一 一 一 一 二 0， 1l1&ign. (5.5.16) 


因此 , 如 果 曲 线 (5.5.12) 是 连接 a 和 5b 的 最 短 曲线 , 它 一 定 满足 (5.5.16). 然而 反 过 
来 不 真 , 即 一 个 满足 (5.5.16) 并 且 连 接 a 和 的 曲线 不 一 定 是 最 短 的 . 例如 , 一 个 
球面 上 连接 a,b 的 大 圆 弧 工 满足 (5.5.16), 因为 L 上 任 一 弧 长 小 于 r 的 线段 是 最 
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乱 的 . 但 是 当 工 > 7” 时 , 工 在 S2 上 就 不 再 是 连接 a,b 的 最 短 曲 线 . 方程 (5.5.16) 引 
发 出 微分 几何 的 测 地 线 概念 . 

定义 5.17 ”Riemann 流 形 (M, g;;) 上 一 条 曲线 (5.5.12) 称 作 M 上 的 一 条 测 
地 线 , 如 果 y(t) 满足 方程 (5.5.16). 一 个 测 地 线 7 : [0,1 一 M 称 为 最 小 的 , 如 果 它 
的 长 度 小 于 或 等 于 M 上 任何 一 条 连接 它 两 个 端点 的 曲线 长 度 . 


2. 测 地 线 的 基本 性 质 


测 地 线 有 如 下 基本 性 质 : 
(1) 测 地 线 的 存在 唯一 性 . 对 每 一 点 ge M 及 一 个 切 同 量 V € ToM, 部 存在 一 
个 邻 域 UC M, 使 得 UV 内 有 唯一 测 地 线 y : [0,1] 一 UV, 使 得 


j= Vv (5.5.17) 


该 存在 性 结论 是 稼 微分 方程 存在 唯一 性 定理 的 推论 . 
(2) 令 y : [01 一 M 是 满足 (5.5.17) 的 测 地 线 . 那么 y(1) e M， 此 时 记 
expa(V) = 7Y(1). 于 是 y(t) 能 够 侯 表 达 为 


Y(t) = expaltV). 


由 隐 函 数 定理 可 推 知 , 对 每 一 点 ge M, 存在 一 个 邻 域 U c M 和 一 个 TJM 的 < 开 
球 TM(e) C TM, 使 得 


exp。 : TyM(e) 五 U 是 微分 同 胚 (5.5.18) 


expa 称 作 指标 映射 . 因此 , U 中 任意 两 点 存在 唯一 测 地 线 在 UV 中 连接 它们 
(3) 每 一 个 测 地 线 工 都 是 由 若干 个 最 小 测 地 线 连 接 而 成 , 换 句 话 襄 , 工 可 分 解 
成 才干 线段 
L = U1Li, Li; 的 首 扣 为 ui 和 ai+1l， 


使 得 Li 是 连接 Qi 与 Qi 十 1 的 最 小 测 地 线 ， 并 且 是 唯一 的 . 

在 Rn 中 , g;; = 6 (Kroneck 符号 ), 因而 (5.5.15) 定义 的 联络 T 2 一 0 由 测 地 
线 方 程 (5.5.16) 可 知 其 测 地 线 由 直线 构成 . Ra" 中 任 两 点 被 唯一 一 条 测 地 线 所 连接 
这 一 结论 在 一 般 流 形 上 不 成 立 . 这 就 是 为 什么 在 一 般 Riemann 流 形 上 连接 任 两 扣 
的 测 地 测 并 不 一 定 是 最 短 的 原因 . 但 最 短 的 一 定 是 测 地 线 . 

(4) 与 测 地 线 密切 相关 的 一 个 重要 概念 就 是 Riemann 流 形 的 完备 性 . 它 的 严 
格 定义 由 下 面 给 出 . 
定义 5.18 一 个 Riemann 流 形 M 称 作 完备 的 , 或 等 价 地 称 作 测 地 完备 的 , 如 
果 对 每 个 测 地 线段 yo : 秋 ,t] 一 M 都 能 够 被 延 拓 到 一 个 无 限 的 测 地 线 7 : 玉 一 
M. 这 等 价 于 对 所 有 的 ge M 和 Ve T,M, 指标 映射 expv(V) 都 能 够 被 定义 . 
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关于 完备 Riemann 流 形 的 测 地 线性 质 有 著名 的 Hopf-Rinow 定理 , 该 定理 说 ， 
一 个 完备 的 Riemann 流 形 上 任 两 点 都 可 以 被 一 个 最 小 测 地 线 所 连接 . 


3. 能 量 泛 函 忆 的 一 次 变 分 与 临界 点 


前 面 看 到 ,长 度 泛 函 工 的 一 次 变 分 方程 (5.5.14) 在 局 部 坐标 系 下 可 表达 成 
(5.5.16) 那样 的 微分 方程 . 下 面 将 表明 能 量 泛 函 EB 的 一 次 变 分 方程 (5.5.4) 在 局 
部 坐标 下 是 与 (5.5.16) 一 样 的 测 地 线 方程 , 从 而 得 出 EB 的 临界 后 是 一 个 测 地 线 的 
结论 . 

在 求解 bE 之 前 , 先 来 曾 述 变 分 ( 导 ) 算 子 5 的 本 质 意义 是 什么 . 实质 上 6E 就 
是 互 在 7 与 7 上 的 差 ， 

6E(Y) = E(Y) 一己) (5.5.19) 
其 中 和 ,7Y : [0,1] 一 M 是 连接 a 与 b 的 两 条 充分 接近 的 道路 , 使 得 by = Yi1 一 YE 
TQM. 正如 (5.5.9) 和 (5.5.10) 那样 , 用 


a: [0,1ix[0,el— M, Qa(:,0)=”7y, Qa(:,E)}=%N 


来 表示 > 与 m 的 相 邻 关系 . 这 样 , (5.5.19) 可 等 价 地 转化 成 


6E(Y) = ot) 


按照 (5.5.20), 关于 (5.5.2) 的 一 次 变 分 为 


! 1 dr’' dr’ 
6E(y=|/ —|o0;—— |)dt 
(WW) / dT (9 dt ) 


人 宇 dz7 Ogi; dr dr’ d | ” 
0 


(5.5.20) 


~ 
| 
一 


dt dt Ox! dr 


=/ dz: dx’ 09i d* zx? dz’ d7’ 5 dx! 
hh la a Or 


1 20.1 了 k ! 
=--2 / gi “ + dz 
0 


dal(:,T) 


v= dT 
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由 (5.5.16) 可 以 看 到 6 已 (7) = 0 等 价 于 7 = (zx1(t),… ,zx"(t)) 是 一 个 测 地 线 ， 
即 二 = 0. 于 是 得 到 下 面 定理 


定理 5.22 ~ € QM(a,b) 是 能 量 江 函 BB 的 一 个 临界 点 的 充 要 条 件 为 7 是 一 
条 连接 a 与 b 的 光滑 测 地 线 . 

为 了 理解 EE 的 非 退 化 临界 点 y 及 其 Morse 指标 的 特性 , 需要 解 出 EB 的 二 次 
变 分 方程 62 已 = 0 的 表达 式 , 从 而 可 以 把 握 退 化 与 非 退 化 临界 点 的 性 质 . 这 吏 是 下 
一 小 节 的 主要 内 容 . 
5.5.3 ”能 量 江 子 的 二 次 变 分 与 Jacobi 场 


令 y 是 能 量 泛 函 EE 的 一 个 临界 点 , 它 是 M 上 连接 a,b 两 点 的 一 条 光滑 测 地 
线 . 类 似 于 (5.5.20), 关于 


02E; T ,AM x TAM — RR), 


(5.5.23) 


利用 (5.5.23) 可 以 证 明 如 下 定理 . 
定理 5.23 (五 的 二 次 变 分 公式 )” 令 y : [0,1| 一 M 是 光滑 测 地 线 , Vi, V2 e 
T,QM 是 两 个 沿 着 7 的 向 量 场 . 则 能 量 泛 函 EB 的 二 次 变 分 (5.5.23) 可 表达 为 


1 ] 
6* E, (Vi, V2) 一 -2/ gi;J" (Vi)V2 dt 一 -2 / < J (Vi), Vo > dat, (5.5.24) 
0 0 


其 中 VV = (7 ,Vi = 1,2), J(V) = (J1(V),… ,Jr(V)) 是 作用 在 TOM 上 
的 Jacobi 算 子 J : TQM 一 T*QM, 表达 为 


一 VV (5.5.25) 
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注 5.11 通常 Jacobi 算 子 J 被 写作 如 下 形式 


+ ROW, V)W, (5.5.26) 


其 中 W = dy/dt, R(W,V) 在 微分 几何 中 叫做 曲率 算 子 , D2/dt? 表示 绝对 导数 , 在 
局 部 坐标 下 , 它们 的 分 量 可 表示 为 


dt? dt? dt dt 2 dt 
»  ， dz] dz 
(RU V)W) = jk , 
or or (5.5.28) 
i JK 7! + TT" I _Tr 
kl Br! DrKk krl lrk 
注意 到 * 是 测 地 线 , 故 
d* 7x" CD dz’ 
—_Tt- 
dt* dt dt 


因而 , 直接 的 计算 可 以 验证 , 由 (5.5.27) 和 (5.5.28) 给 出 的 (5.5.26) 与 (5.5.25) 是 完 
全 相同 的 . 


因此 52E 变 为 
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1 2171 i k 7 k 
=-2 | gu + Vi OTrk d7" dz ,,) or QZ7 dV | yp 
0 


这 全 是 公式 (5.5.24). 定理 证 


d2V ,dridV* Ol’, dri dz 
2Ti 一 一 于 一 一 TY 一 l1<i< “3 
HN tA nd Odd (5.5.29) 
或 者 等 价 地 
D2V 
“3 + R(W,V)W =0 (5.5.30) 
dy dr! dr™ 、 
一 一 二 [| 一- 一 y 川 
W = 多 - ( 写 ， 洒 + 是 测 地 线 


方程 (5.5.29) 或 者 (5.5.30) 叫做 Jacobi 方程 . 

Riemann 流 形 M 的 一 个 沿 着 测 地 线 > 的 问 量 场 V 叫做 Jacobi 场 . 如 果 了 满 
足 方 程 (5.5.30). 由 (5.5.11), TJQM 上 的 一 个 向 量 就 是 M 上 沿 看 7 的 一 个 同 量 场 
V, 它 在 7 的 端 所 为 零 ， 


V eT,ANM, Vl(a)=V(b)=0. (5.5.31) 


回忆 > 是 能 量 泛 函 已 的 退化 临界 点 的 条 件 就 是 存在 非 零 问 量 场 (5.5.32), 使 得 
62E,(V) = 0, 即 V 是 一 个 沿 着 7 的 Jacobi 场 . 由 此 引出 下 面 测 地 线 上 共 斩 点 的 概 
念 , 它 能 够 刻画 7 是 否 为 EB 的 退化 临界 点 特征 . 

定义 5.19 M 上 的 两 点 a 和。 称 作 沿 厦 测 地 线 7 的 共 罗 点 . 大 存在 一 个 沿 
着 > 的 非 零 Jacobi 场 V, 使 得 V(a) = V(W = 0. 然后 , 所 有 这 样 的 Jacobi 场 构成 
的 线性 空间 维 数 和 被 定义 为 共 斩 点 a 和 bb 的 重 数 . 

于 是 立刻 得 到 下 面 能 量 泛 函 退 化 临界 点 特征 定理 . 

定理 5.24 “能量 泛 函 互 的 一 个 临界 点 YE QM(a,b) 是 退化 的 充 要 条 件 为 a 
与 沿 着 7 是 共 秒 的 . 此 时 , 52E: TQM 一 T*QM 的 零 空 间 维 数 就 是 a 与 b 作为 
共 斩 点 的 重 数 . 因为 方程 (5.5.29) 线性 独立 的 解 个 数 有 限 , 共 白 点 的 重 数 有 限 . 因 
为 方程 (5.5.29) 线性 独立 的 解 个 数 有 限 , 共 斩 点 的 重 数 有 限 . 故 02 五 的 零 衬 间 维 数 
有 限 . 

测 地 线 共 力 点 的 几何 意义 : 令 y : [0,co) 一 M 是 一 条 从 a 点 出 发 的 测 地 线 ， 

7y(0) 二 a, 奇 Y(t1)=4， 是 a 的 第 一 个 沿 看 YY 的 共 罗 所 ( 即 对 任何 0O<t<t,Y(t) 

不 是 a 的 共 罗 点 )， 则 对 任何 0 < t < tt,Y 在 区 间 [0,4 上 都 是 最 小 测 地 线 . 而 对 
Tzb,7 在 [0,T] 上 不 再 是 最 小 测 地 线 . 
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上 上述 几何 意义 可 以 下 面 分 析 看 出 . 当 s > 0 充分 小 时 , 由 测 地 线性 质 (3), > 在 
0,e] 上 一 定 是 最 小 测 地 线 , 因而 7Y: [0,e] 一 M 是 忆 在 QM(a,be) (be = 7Y(e)) 上 
的 最 小 临界 点 . 故 


6 在 T,QM x T,QM 上 正定 , 当 > 限制 在 [0,e] 上 . 


由 于 [0,4 上 的 2B 连续 依赖 于 t, 故 由 定理 5.22, 62Ei 保持 正定 性 直到 t= 为 
止 . 
注 5.12 由 (5.5.25) 定义 的 Jacobi 微分 算 子 是 对 称 的 , 即 


l 1 
/ < J (Vi), Ya > dt 一 / < J (Vs) > dt, (5.5.32) 
0 0 


于 是 得 到 (5.5.32). 
5.5.4 ”指标 定理 


定义 5.16 是 按 工 型 理论 方式 给 出 了 能 量 泛 函 E 临界 点 的 Morse 指标 概念 , 它 
的 缺点 就 是 太 抽 象 , 无 法 看 出 (算出 ) 这 种 定义 下 的 指标 究竟 是 怎样 的 . 这 一 小 蔬 
要 介绍 的 指标 定理 将 这 种 抽象 的 指标 概念 与 对 应 的 测 地 线 (五 的 临界 氮 ) 共 轿 后 数 
以 及 Jacobi 微分 算 子 (5.5.25) 的 负 特 征 值 重 数 联系 起 来 , 使 得 我 们 对 这 些 概 念 有 
更 深 的 理解 . 

为 了 能 够 方便 地 陈述 指标 定理 , 需要 介绍 Jacobi 微分 算 子 特征 值 的 一 些 性 质 
首先 引入 下 面 Sobolev 空间 . 令 y: 10,T]1 一 M 是 一 个 测 地 线 , V: [0,T] 一 TM 
记 为 M 上 沿 着 > 的 向 量 场 , 即 V 是 M 上 某 个 向 量 场 V 在 yY 上 的 限制 :V = Vo 
定义 下 面 空间 : 


了 
L2(0,T, T,M) = 世 0,T] = TM / <VV>dt< “| 
OU 


EL’(0,T,T,M)| 0O<k< 中 
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以 后 在 没有 混 消 情况 下 , 上 面 空 间 中 总 是 省 去 TM 记号 , 例如 , L*(0,T,TyM) 吏 简 
记 为 L?(0, 了 T), 其 他 也 同样 . 这 些 空间 都 是 Hilbert 空间 . 
于 是 , Jacobi 算 子 (5.5.25) 给 出 一 个 映射 


J: H*(0,T)N Hj(0,T) 一 L’(0,T). (5.5.33) 
由 (5.5.32) 可 知 , 该 算 子 是 对 称 的 . 然后 定义 J 的 特征 值 方程 为 
—J(V) = 和 TV V € H*(0,T)N Hy (0,T). 
上 述 特 征 值 方程 具体 表示 如 下 


dt dt Bz! dt dt (5.5.34) 


线性 算 子 (5.5.33) 是 对 称 全 连续 场 (不 熟悉 此 概念 的 读者 只 需 接 受 这 些 事实 
即 可 ). 因而 根据 全 连续 场 的 谱 定 理 19,16, 方程 (5.5.34) 的 特征 值 入 与 特征 问 量 
V e H?(0,T)N Hi(0,T) 具有 如 下 性 质 : 

(1) 该 方程 的 特征 值 是 离散 的 实数 , 满 足 


A A Ak <.…, Mx — 二 00, k — oo. 


这 里 特征 值 是 计 入 重 数 , 因而 每 个 入 只 对 应 一 个 特征 问 量 仅 . 

(2) 每 一 个 特征 值 的 重 数 是 有 限 的 , 所 以 上 述 性 质 (1) 意味 着 方程 (5.5.34) 
的 负 特 征 值 个 数 ( 计 入 重 数 ) 是 有 限 的 . 

(3) 方程 (5.5.34) 的 所 有 特征 向 量 {WV} 构成 L2(0, 了 T) 的 一 个 正 交 基 . 换 句 话 
说 , 对 任何 了 e L?2(0, 了 T), 它 可 表示 为 


OO 1 
V = 3 Qk Vk, Qk = / (V, Vx) at. (5.5.35) 
k=1 0 


根据 上 述 性 质 (1)~(3) 不 难看 到 , 52 的 负 定 空间 N 是 由 Jacobi 算 子 J 的 所 
有 负 特 征 值 的 特征 向 量 构成 的 空间 


N = span {Vi| WV 是 对 应 和 x 的 特征 癌 量 , 入 <0, 1<k<K}. 
这 是 因为 对 任 如 (5.5.35) 的 T， 


再 由 (5.5.24) 有 


. 450 . 第 5 章 奇 氮 理论 与 指标 公式 


了 OO 
6*E(V,V) = 2 / (—J(V), Vat = 2 》 Maok. 
0 k=1 


因而 可 推出 
6*E(V,V)<0, vV EeN. 


于 是 由 (5.5.7) 的 定义 , 临界 点 y 的 指标 为 
Ind (>) = #J, #J 是 (5.5.34) 负 特 征 值 个 数 . (5.5.36) 


更 广义 地 , 有 下 面 指标 定理 . 
定理 5.25 令 7yY: [0,T] 一 M 是 能 量 泛 函 已 的 一 个 非 退 化 临 夫 上 挟 . 天 于 7 
的 Morse 指标 Ind (7) 其 有 如 下 公 王 


Ind (7) =#J = > v(y(ti)) (5.5.37) 


O<ti<T 


其 中 #J 如 (5.5.36), y(ti) 是 与 y(0) 沿 着 > 的 共 白 点 , v(Y(ti)) 是 共 酸 点 的 重 数 . 
此 > 的 Morse 指标 总 是 有 限 的 . 
证 了 明 ”这 里 的 证 明 也 能 揭示 定理 本 质 ， 由 (5.5.36), 只 需 证 明 


#7]= > v(y(ti)). (5.5.38) 


O<ti<iT 


第 一 步 . 记 和 (7) 与 WW 是 下 面 特征 方程 的 第 个 特征 值 与 特征 问 量 ， 


TY _- T | T2744 — 
| VO = AV | Vila = 6.5.30) 
Vr (0) = Vi (7T) = 0. 
由 对 称 算 子 特征 值 基本 和 性质 , Xxk 和 Vir 满足 
Mk(T)=6E(VI,V)= min 6E(V,V), (5.5.40) 


VEH+(k) 


其 中 +(k) 是 Hl1(0,7) 中 与 前 面 k 一 1 个 特征 问 量 正 交 的 子 空间 
HW)={V em f (Vv)at=0 vi<k-1} 
OU 


而 6*E(V,V) 可 表达 为 (由 (5.5.26)) 


2 


dt 


6*E(V,V) = / | 
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这 里 Ry(V) = R(Y,V) 7Y, DV/dt 是 绝对 导数 , 定义 为 


pV /DV! ,dri DV"™ dvi 
-一 。。。 人 J 
天 ntiad a tom ) 


第 二 步 . 指标 定理 的 基本 特征 可 由 (5.5.39) 特征 值 入 (7) 如 下 的 穿越 性 质 来 刻 


(5.5.41) 


男 |. 
首先 , 当 (0, 了 T] 中 无 y(0) 的 共 斩 点 充 要 条 件 是 


0< Air 和 Xe( 站 过. ， VO<T&T (5.5.42) 


其 次 , 令 0 <t1 < 工 . 由 定义 5.19, tt1 是 的 第 一 共 斩 点 的 充 要 条 件 是 (5.5.39) 
在 T==t1 的 最 小 特征 值 是 零 , 即 


Ai(t1) 一 = Am (tl ) 一 0， m = M1i(t1) 的 重 数 . 
注意 到 m 也 是 共 罗 上 后 y(t1) 的 重 数 mm = v(yY(t1)), 即 
y(7Y(1)) = 和 (ti) 的 重 数 . 


最 后 ， 令 Y 的 所 有 共 绒 睛 为 0<ti <:…<tk <T. 并 且 在 t; 的 共 斩 点 重 数 为 
vtt)) = mj. 则 对 每 个 ; 有 m; 个 特征 值 在 t; 处 为 夫 


M(t1) = = Mp (ti)=0, my;= rv(Y(t)): 


此 时 , 可 得 出 如 下 结论 , 该 结论 揭示 了 该 定理 的 本 质 . 
结论 1. 指标 公式 (5.5.38) 成 立 的 充 要 条 件 是 , 对 每 个 i (1 < i < K), (5.5.39) 
的 mi 个 特征 值 Aj 企 7+ 二 t1 处 发 生 罕 越 


> U，7T < 万 ， 
入 ji (T) ~ VU T= tt, Ni_1+l<7 < NN, (5.5.43) 


其 中 Ni = mi 十 … 十 mi,mex = 二 v(Y(tk)) 是 对 应 于 如 的 穿越 特征 但 重 数 . 
第 三 步 . 假设 Y 在 [0,T] 中 没有 共 殉 点 . 则 由 
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于 是 从 (5.5.40)~ (5.5.41) 和 结论 (1) 可 推出 下 面 结论 (2). 
结论 (2). 若 五 的 临界 点 7: [0,T] 一 M 在 (0,T] 中 没有 与 Y(0) 相 共 斩 的 点 ， 
则 > 是 连接 y(0) 与 y(T) 的 唯一 最 小 测 地 线 , 其 指标 


Ind (7) = 0， 
并 且 在 三 (0,T) 上 , 双 线 性 泛 子 62E 是 正定 的 , 即 
6*E(V,V) > A(T) > 0， vV e Hi(0,T), Villrz(or)=1. 


第 四 步 . 令 t1 (0 < 五 < T) 是 唯一 共 白 点 . 用 反 证 法 , 假设 和,… ,Mm 在 要 
处 没有 发 生 如 (5.5.43) 那样 的 穿越 , 那么 存在 某 个 m > ti 使 得 


NT) 一 62B(VTVT) >0，VYr<7T 乏 有 lk<mi. 
再 由 (5.5.40), 上 式 意 味 着 
62E(VV)>AN(T) >0, vwVenH?(0,7), lVllizz=1, Tr<7r&<T. (5.5.44) 
然而 mi 个 问 量 场 


是 刀 1(0,r) 中 的 元 素 , 那里 va (1 < kk < mi) 是 (5.5.39) 在 7 = ti 处 对 应 于 零 特 
征 值 入 (t1) = 0 的 特征 问 量 . 显然 它们 满足 


62E(Vi,Vi)=0, VeHi(0,7), <T<&T, lk<mi. 5.5.45 
0 


此 与 (5.5.44) 矛盾 . 因此 (5.5.43) 的 穿越 在 r = tt 处 一 定 发 生 , 并 且 (5.5.45) 意味 
着 和 1,… , Am, 穿越 到 负 值 后 , 对 任何 m < + < T, 它们 始终 保持 负 值 . 

第 五 步 . 最 后 对 于 一 般 K 个 共 斩 点 0 < 五 <.… < tx <T 的 情况 , 利用 公式 
(5.5.40), 即 


62E(VV)Z>MN, VEe 厅 (CN Ni=mmli 十 … 十 77i 


采用 平行 于 第 四 步 的 方法 , 可 以 证 明 在 每 个 t; 处 , (5.5.43) 的 穿越 性 质 成 立 , 因而 结 
论 (1) 意味 着 该 定理 成 立 . 定理 证 毕 . 


5.5.5 ”QM 的 CW 复 型 结构 


正如 I 型 Morse 理论 产生 流 形 的 CW 复 型 结构 , II 型 理论 同样 也 导致 道路 空 
间 QM 的 CW 复 形 伦 型 . 记 
QM° = {y € QM(a,b)| BE(Y) < c, 五 是 能 量 记 因 (5.5.2)}， 
0 (to, t1, “1 ,tk) 一 {7Y C QM (a, b)| Y 限制 在 ti, tit1) 上 是 测 地 线 }， 
(to ,tk ) 一 QM NM Oto,.:- ,tk ), 
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其 中 0=t0<t < <tK = 二 1 是 [0,1] 的 一 个 分 割 . 
下 面 引 理 及 其 证 明 来 自 文献 [25]. 
引 理 5.9 ” 令 M 是 一 个 完备 的 Riemann 流 形 , C > 0 是 一 个 固定 实数 使 得 


(1) 对 于 适当 的 [0,1] 分 割 (to 三 tr) It 95 (tt) 具有 一 个 有 限 维 


(2) 对 每 个 d < 0, Q4(to,… ,tx) 是 Q4M 的 一 个 形变 收缩 , 并 且 是 紧 的 ; 

(3) 能 量 涝 函 EB 在 QC(to,… ,tk) 上 的 临界 点 及 其 指标 与 B 在 Q% 上 的 临界 
尽 及 其 指标 完全 一 样 . 

从 定理 5.24 和 定理 5.14 立刻 推 得 下 面 CW 复 形 定 理 . 

定理 5.26 令 M 是 完备 的 Riemann 流 形 , a 和 是 M 上 治 任何 测 地 线 都 
不 共 斩 的 两 个 点 . 则 QM(a,b) 具有 一 个 可 数 的 CW 复 形 同 伦 型 , 并 且 对 应 每 个 具 
有 指标 为 的 连接 a 和 5b 测 地 线 , QM (a,b) 具有 一 个 维 胞 腔 . 

引 理 5.9 的 证 明 ”首先 证 明 结 论 (1). 因为 C > 0 固定 , QM 中 每 条 曲线 7 
的 长 度 小 于 VC, 这 是 因为 下 面 Holder 不 等 式 


L(Y) < EB(Y) < C， L(Y) 为 长 度 泛 函 (5.5.13). 
因此 , 当 K 取得 充分 大 , 0 < <… <tx_il <tx = 1 取得 合适 时 , 每 个 元 素 
Y € AY (to ,tk). 


y 在 [ti,ti+i] 上 的 限制 7y| [ti,tii] 是 连接 y(t;) 与 y(ti41) 的 唯一 测 地 线 . 因此 > 唯 
一 地 被 它 在 tt (1 < i < K 一 1) 的 值 所 决定 


寺 价 地 ,下面 对应 


给 出 一 个 同 胚 


p: Intnclto tk) 一 UCMx…xM 为 一 个 开 集 . 
Kl 


这 就 纵 出 Int QC (to, tk) 一 个 有 限 维 流 形 结构 . 
结论 (2) 的 证 明 . Q4(to,… ,tk) 的 紧 性 容易 证 明 . 这 里 只 证 Q(to,… ,tkx) 是 
QM4 的 一 个 形变 收缩 . 定义 收缩 映射 


y: IntQAMC 一 PtQ5c(t ,t1), (5.5.46 ) 
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如 下 , 对 每 个 ye QMC, 令 T= r(y) 是 QC(to,… , 妇 ) 中 这 样 的 分 段 光滑 测 地 线 ， 
它 使 得 
了 | [ti,titi] = 连接 y(ti) 和 Y(tiri) 测 地 线 , 并 且 
| [| [ti,ti+1|] 的 长 度 < e， 


这 里 e > 0 是 这 样 的 数 , 只 要 z,y 在 M 中 距离 p(x,y) < e, 则 连接 z,y 的 测 地 线 
是 唯一 的 , 并 且 满 下 
E(r(Y)) < E(Y) < C. 


因为 md(to,… ,tk) 是 紧 的 , 这 样 的 e > 0 能 够 个 取 到 ， 
收缩 映射 (5.5.46) 请 村 一个 单 参 数 映 身 


r :IntQAMC 一 Int QM 


如 下 . 对 于 ti_1 <T<ti, 令 


rr(Y)| [0,ti-1] = 7(7)| (0, ti-1)) 
rr(Y)| [ti—1,T7| 一 从 Y(ti1) 到 | 了 (7T) 的 最 小 测 地 线 ， 


rr(Y)| [7, 1) = | 3 


显然 ro = id,r1 = 了. 这 便 证 得 Int Q (to,… ,tk) 是 Int QMCS 的 形变 收缩 . 
关于 结论 (3), 能 够 看 到 五 在 Int 0QC2(to…… ,txk) 的 临界 点 一 定 是 在 [0,1] 上 光 
滑 的 测 地 线 . 因而 五 在 Int QC(to,:… ,tk) 与 在 Int QMC 中 测 地 线 完全 相同 . 此 外 ， 
容易 看 出 
T,(Int OQ (to,:… ,tk)) = TyQ(to,: ,tk), 


而 TQ(to,:… ,tk) 是 由 7 上 分 段 光滑 Jacobi 场 构成 , 从 而 结论 (3) 成 立 . 下 面 证 


T» Q(to,:… ,tx) = 所 有 7 上 分 段 光滑 Jacobi 场 . (5.5.47) 
令 8 : (-e,e) x [0,1] 一 M 是 分 段 光滑 映射 , 使 得 


B(0,t) = 7(t), Bl7,:) egQ(to ,tx), 


则 疝 量 场 
V(t) 一 2 C T» Q(to, … ,tx ). (5.5.48) 
在 [ti,ti+1] 上, 对 任 固定 7, 8(7,:) 是 光滑 测 地 线 , 即 绝对 于 数 


D OB(7, “) 
dt 8 


ti titi] = 0. (5.5.49) 
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因而 关于 双 参 数 映 射 a(7ni,7,t) : 


求 一 次 变 分 为 零 


(5.5.50) 


分 光滑 的 Jacobi 场 . 于 是 (5.5.47) 成 立 . 引 理 证 毕 . 

” 注 5.183 在 定理 5.25 中 , 道路 空间 QM(a,5b) 中 的 a,b 两 点 要 求 在 M 上 沿 任 
何 测 地 线 > 都 不 共 白 . 这 就 要 求 在 M 上 对 任 给 定点 a, 这 样 的 扣 b 存在 . 实事 上 ， 
对 于 ae M 这 种 点 不 仅 存 在 , 而 且 对 几乎 所 有 的 点 pe M 都 与 a 党 任何 测 地 线 不 
共 箔 . 这 里 不 再 细 述 . 


5.5.6 Bott 周期 定理 


Bott 周期 定理 在 流 形 拓扑 中 占有 重要 地 位 ， 特别 是 在 拓扑 K 理论 和 Atiyah- 
Singer 指标 定理 中 它 起 到 关键 性 作用 . 下 面 将 以 Bott 周期 定理 作为 [型 Morse 理 
论 的 结束 . 

定理 5.27 (Bott 周期 定理 )” 令 UV = TU(oo) 是 如 (1.1.37) 中 的 无 穷 维 7 群 . 
则 UU 的 同 伦 群 xi(U) 关于 i 是 2- 周期 的 , 即 


Vk = 1,2,.... (5.5.51) 


定理 5.25 证 明 的 关键 是 下 面 关 于 Grassmann 流 形 Cn(C 税 ) 与 SU(m) 之 间 
同 伦 群 的 Bott 同 构 定理 . 该 定理 陈述 如 下 . 

定理 5.28 (Bott 同 构 )” 复 Grassmann 流 形 Gm(C?*™") 与 特殊 U 群 SU (2m) 
之 间 上 共有 如 下 关系 : 

(1) SU(2m) 上 连接 单位 矩阵 了 与 -7 的 所 有 最 小 测 地 线 构成 空间 


BSU(2m) = {7 : [0,1] 一 SU(2m)| 7 是 连接 了 上 和 一 了 的 最 小 测 地 线 } 
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与 Gu(C2m) 同 构 , BSU(2m) ~ Gm (C2™m). 

(2) SU (2m) 上 连接 了 与 -了 的 道路 空间 QSU (2m, 了 ,一 7) 中 每 一 个 非 最 小 测 地 
线 > 的 指标 Ind (>) > 2m 十 2. 

(3) BSU(2m) 到 QS5SU (2m) 的 包含 映射 请 导出 同 构 


Ni(Gm(C™)) ~ ri(QSU (2m, 1, 一 门 )， Vi < 2m, (5.5.52) 
再 由 (4.2.36) 和 (4.2.38), (5.5.52) 的 同 构 意味 着 
Ni(GmC™T)) mSUMm)), Vvi< 2m. (5.5.53) 
上 面 所 述 的 所 有 结论 之 间 的 关系 如 下 : 
定理 5.27 的 结论 (1) 和 (2) 二 (5.5.52) 的 同 构 
全 (5.5.53) 的 同 构 
全 (5.5.51) 的 同 构 (Bott 周期 定理 ). 


据 此 , Bott 周期 定理 的 证 明 程序 安排 为 , 首先 以 (5.5.53) 作 为 先决 条 件 来 证 明 (5.5.51) 
的 同 构 , 然后 将 定理 5.27 的 证 明 放 在 最 后 进行 . 
定理 5.26 的 证 明 ”这 里 假设 (5.5.53) 的 同 构 成 并 . 由 第 4 节 中 的 (4.1.55) 有 
下 面 的 同 构 : 
Ni(Gm(C™)) ~ mi1(U(m)), Vi < 2m. 


于 是 得 到 
ARSU(2Mm)) mri(Um)) mri(U), 


Ti(U) Ar2o(U), Vi 之 1. (5.5.54) 
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这 样 , 从 (5.5.54) 便 得 到 (5.5.51). 定理 证 毕 . 
定理 5.27 的 证 明 ”首先 证 明 (5.5.52) 可 由 结论 (1) 和 (2) 推出 . 这 是 因为 若 


及 相对 同 伦 正 合 序列 (4.1.18)， 
— Rit1(QNIU 2m, 一 门 , BSU(2m)) — Ti(BSU(2m)) 一 TU (2m, 1, —1)) 
ATi( SU(2m,1,—I1), BSU(2m)) 一 


如 林 
nk(QSU(2m, 1,—1), BSU(2m)) = 0, Vk < 2m+1, (5.5.55) 


那么 我 们 便 得 到 (5.5.52). 然而 等 式 (5.5.55) 可 由 结论 (2) 推出 . 事实 上 , 令 
p(I,-I)=vVd (d > 0) 
是 SU(2m) 上 从 了 工 到 -的 距离 ( 即 从 工 到 -了 最 小 测 地 线 长 度 ). 则 
EF(yY)=d， YyE€E BSU(2m) (EB 为 能 量 泛 函 ). 
因此 
QSU' = BSU (2m), 
QSU’ 人 fyEQ5SU(2m 7 一 门 | E(y) < da}. 


再 由 绪论 (2) 及 CW 复 形 定理 (定理 5.24)， 
Q5SU(2m,D7 -站 /SU 中 只 含 维 数 > 2m 二 2 的 胞 腔 . (5.5.56) 
空间 X/4 表示 将 4(C X) 捏 成 一 点 所 得 商 空 间 . (5.5.56) 意味 看 
nk (QSU(2m, 1, —I)/QSU') = 0, Vk < 2m+1. 


这 便 是 (5.5.55). 因此 , 只 需 证 明 结 论 (1) 和 (2). 
(1) SU(n) 是 一 个 Lie 群 , 它 每 一 点 4e SU(n) 是 一 个 n x n 阶 复 正 交 矩阵 ， 
见 (1.1.30). SU(n) 在 单位 元 I 的 切 空间 为 


TiSU(n) = {A ee GL(C")| 4+4 =0, 4 的 迹 = 0})， 


即 TySU(n) 是 由 反对 称 的 复 矩 阵 构 成 . SU(n) 上 所 有 从 了 工 出 发 的 测 地 线 可 表达 为 
(这 里 UV 群 特有 性 质 ) 


y(t)=e!t = > (tA)", A eTrsUl(n). 
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因此 , 所 有 从 了 到 -I 的 测 地 线 et4 满足 


这 等 价 于 4 必须 满足 


kn 0 


T47- = (5.5.57) 


这 说 明 从 了 工 到 -7 最 小 测 地 线 对 应 矩阵 4 的 特征 值 为 土 x, 且 tr4 = 0. 于 是 
SU(2m) 的 最 小 测 地 线 空 间 可 表达 为 


BSU(2m) = ie 4 的 特征 值 Xi = 土 ix, 并 且 YA 一 | (5.5.59) 


现在 将 4 视 为 C2m 上 的 线性 映射 
A: CC 和 Cm. 
则 (5.5.59) 中 4 的 特征 值 二 ix 的 重 数 都 是 m, 它们 的 特征 空间 


Fa(+tin) = {€ € C*™| 4 = +iné} 
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部 是 C2m 的 m 维 线性 复 子 空间 , 并 且 
Cm = Ea(in) @ Ea(—in). dim Ea(in) = dim 五 4( 一 ?7r) = 也. 
男 一 方面 , 4 的 特征 空间 E4(ixn) 空间 完全 决定 4 的 形式 , 即 


A=B SS Ea(in)= Ep(in), 对 et 人 et € BSU(2m), 


Ea(i7) 一 已 . 


这 就 意味 着 BSU(2m) 中 每 一 个 元 素 唯 一 地 对 应 于 C2m 中 一 个 m 维 线性 子 空间 . 
于 是 便 得 到 结论 (1). 

这 里 必须 说 明 一 点 的 是 , 测 地 线 长 度 公式 (5.5.58) 中 使 用 了 这 样 的 事实 ， 即 
SU(n) 中 的 Riemann 度量 由 切 空 间 TSU(n)( 同 构 于 TESU(n)) 上 的 内 积 


(4,B) = trA.B* 的 实 部 ， VvA,B eTSU(n), 


所 定义 , 显然 它 是 正定 对 称 的. 
(2) SU 群 上 RIemann 度量 具有 这 样 特殊 性 质 , 即 由 它 决 定 的 曲率 算 子 R 作 


用 在 切 空 间 上 可 表示 为 


R(Ai, 42)41 = [Ai, A2l, Ail, (5.5.60) 
其 中 Ai, A> € TrSU(n), | | 为 括号 积 ， 表达 为 
4,B|=A.B-B.A (矩阵 乘积 )， 


并 且 在 测 地 线 7 = et4 上 ， 二 一 5 此 时 , Jacobi 算 子 (5.5.26) 与 成 
ad“X 
7 +R(A,X)A, XE TrSU(n). (5.5.61) 


根据 上 述 已 知事 实 来 计算 SU(2m) 上 连接 I 和 -I 非 最 小 测 地 线 y(t) 的 指标 . 
由 (5.5.57), 连接 I 和 一 了 测 地 线 为 


yt)=ets, eA=-I, AeTSU(2m), 


(5.5.62) 


(5.5.63) 
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下 面 分 几 步 进行 : 
第 一 步 . 给 出 Jacobi 算 子 的 具体 表达 式 . 不 失 一般 性 , 关于 测 地 线 (5.5.62) 的 
A 取 为 对 角形 式 


KiT 0 
A= , 
0 hom 


令 对 CTISU(2m) 为 X= (Xji). 直接 的 计算 表明 


diz? 4 (5.5.66) 
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容易 看 出 (5.5.66) 的 所 有 特征 值 和 与 特征 问 量 a 是 


l 
Mk(p)= 7 G 一 5 ,Qk(t) = sinknt, k=1,2,.... (5.5.67) 


因此 , (5.5.64) 的 特征 值 计 算 问 题 完全 转化 成 (5.5.65) 的 特征 值 计 算 . 因为 只 关于 特 
征 值 和 为 负 的 情况 , 从 (5.5.67) 可 以 看 出 , 只 有 (5.5.65) 的 正 特征 值 p > 0 才 对 问 
题 有 贡献 


注意 到 (5.5.63) 中 矩阵 特点 , 对 (5.5.65) 细心 观察 可 以 发 现 它 的 所 有 正 特 征 值 


为 
pi = (ki;—hk), Vk <k;, (5.5.68) 


并 且 对 应 于 每 个 oj 有 严格 两 个 特征 向 量 Y! = (Y%) 和 YY? = (Y%), 其 中 


和 
k (Pj ) <10 兮 k; 一 kk < 


计 入 重 数 后 , 这 意味 着 对 每 个 (j, 1) 有 


由 (5.5.59)， 对 于 最 小 测 地 线 ， 所 有 k; = 土 1. 再 由 (5.5.62), 所 有 k; 之 和 为 零 
by kj = 0. 因此 当 至少 有 mm 十 1 个 有 是 负 的 时 , 那么 一 定 至 少 有 一 个 kj > 3, 此 时 
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于 是 结论 (2) 得 证 . 定理 证 毕 . 
注 5.14 关于 无 芳 正 交 群 O 和 无 轨 六 群 5,, 也 有 如 下 Bott 周期 定理 


关于 0 < i<7 的 同 伦 群 为 


i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 
ni(0)= Zo  Z 0 Z 0 0 0 Z 


第 6 章 示 性 类 


示 性 类 理论 起 源 于 1935 年 , 由 Whitney 和 Stiefel 几乎 同时 的 工作 所 创立 . 他 
们 发 现 一 个 Rm 向 量 从 可 用 底 流 形 M 上 的 一 组 Zs 系数 上 同调 类 来 刻画 . 今天 称 
之 为 Stiefel-Whitney 类 , 它们 能 够 很 好 地 反映 向量 从 的 拓扑 结构 ，1942 年 苏联 数 
学 家 Pontrjagin 对 Rm 癌 量 从 构造 了 一 类 新 的 示 性 类 , 叫做 Pontrjagin 类 , 它 由 M 
上 一 组 实 系 数 上 同调 类 来 表示 . 这 种 示 性 类 被 证 明 是 非常 重要 的 , 后 来 发 展 起 来 的 
Thom 配 边 理论 以 及 Hirzebruch 符号 定理 就 是 在 它 的 基础 上 建立 的 .在 1946 年 ， 
陈 省 喘 在 复 癌 量 从 上 发 现 了 更 为 重要 的 一 种 示 性 类 , 被 命名 为 Chern 类 . 随后 在 流 
形 上 发 现 的 许多 拓扑 、 几 何 、 分 析 之 间 的 关联 都 是 以 Chern 类 作为 媒介 的 . 例如 ， 
本 书 最 后 一 小 节 介 绍 的 Hirzebruch 关于 Riemann-Roch 公式 在 高 维 紧 复 流 形 上 的 
推广 融 是 以 Chern 类 来 表达 的 . 这 一 章 的 材料 主要 是 取 目 文献 [22], 同时 也 参照 了 
文献 [11]、 [311, 特别 是 Hirzebruch 的 著作 Topological Method in Algebraic Geometry 
(Springer). 

本 章 的 内 容 大 致 安排 如 下 . 3.1 节 对 示 性 类 作 轮 廓 性 的 介绍 , 主要 介绍 示 性 类 
及 其 本 质 是 什么 . 3.2 节 是 关于 Stiefel-Whitney 类 的 构造 及 其 应 用 , 并 讨论 了 吴 文 
俊 类 与 Wu 公式 . 在 3.3 节 中 采用 复 向 量 从 的 Hermite 正 交 分 解 方法 使 用 Thom 
类 来 构造 Chern 类 , 并 证 明 Chern 类 的 Whitney 乘积 性 质 . 最 后 一 节 是 关于 实 同 
量 丛 的 Pontrjagin 类 . 作为 重要 应 用 给 出 Thom 配 边 理论 与 Hirzebruch 符号 定理 . 
最 后 , 为 了 表明 Chern 类 的 重要 性 , 没有 证 明 地 介绍 了 Hirzebruch-Rieman-Roch 公 
式 , 主要 目的 是 为 了 展现 Chern 类 在 数学 中 是 如 何 起 作用 的 . 


6.1 基本 概念 与 框架 


6.1.1 问 量 从 的 示 性 类 
令 (EE,7, M) 是 光滑 流 形 M 上 的 Vm 疝 量 从 


YY ”一 了 
(Ws (6.1.1) 
M 


其 中 V 代表 实数 域 R 或 复数 域 C, 或 四 元 数 域 H,m 为 V 维 数 , 即 
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(6.1.1) 简称 为 M 上 的 Vm 从 . 

所 谓 癌 量 从 的 示 性 类 就 是 对 M 上 任何 一 个 Vm 和 从 总 是 伴随 一 组 H*(M,G) 的 
上 同调 类 , 它们 反映 了 从 结构 的 特性 . 一 般 定 义 如 下 . 

定义 6.1 令 己 是 如 (6.1.1) 的 一 个 Vm 从 . 对 应 于 有 一 组 上 同调 类 


Qap(E) E Hr"(M,G)， 上 ==0,1,2,.… ， 对 某 个 整数 r> 1 (6.1.2) 


称 作 EB 的 示 性 类 , 知 满 足下 面条 件 : 
(1) 维 数 条 件 . 零 维 示 性 类 ao(E) 是 Ho(M,G) 的 单位 元 , 而 有 > dim V™ 时 ， 
Qk(B) 为 零 , 即 


Qo(B) = 1 e 万 0(0M, G) 为 单位 元 ， 
Qk(E)=0, Vkr > M,r>1 如 (6.1.2). 


(2) 自然 性 . 令 Bi 是 Mi 上 的 一 个 V™ 从 , f : Mi 一 M 是 由 从 映射 下: El 一 E 
所 诱导 , 则 有 
ak(E1) = f° (ox(E)), 


其 中 f* :HH*(M,G) 一 H*(Mi,G) 是 f 的 诱导 同 态 . 
(3) Whitney 乘积 公式 . 车 EE,B' 都 M 上 的 Vm 从 ,那么 
Qak(E@E)= 》 ai(E):a;(E’), (6.1.3) 
i 十 7 一 大 


这 里 bi OD Pb» 为 向 量 从 的 Whitney 种 ， Qi (CQ 为 上 同调 类 的 乘积 . 
(4) 下 面 的 形式 和 


a(E)=1+ai(E)+ as(E)+-.: 
称 为 BB 的 总 示 性 类 , 上 面 公式 (6.1.3) 可 等 价 地 与 成 
Qa(E1 ©@ Ez) = a(Bbi) :a(Eo). (6.1.4) 


示 性 类 的 存在 从 本 质 上 讲 是 归 因 于 无 穷 维 Grassmann 流 形 Gm(V™%) 的 上 同 
调 环 特殊 性 质 , 在 下 一 小 节 将 专门 讨论 这 一 点 . 从 定义 6.1, 立刻 得 到 下 面 示 性 类 的 
一 些 基本 性 质 . 

示 性 类 基本 性 质 ” 示 性 类 其 有 如 下 人 性质 . 
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(1) 若 | 与 Bz 是 同 构 的 Vm 从 , 则 
Qk(EB1)= Qkr(E2), Vk2>0; 


(2) 若是 一 个 平凡 从 , 那么 


(3) 如 朱 Bi 是 平凡 的 , 那么 


Qk(E1OBE)= Qk(E), vk 之 0: 
(4) 对 于 Vm 从 E, 车 电 具 有 一 个 处 处 非 零 截 面 , 则 顶 示 性 类 


Qi(E)=0, kr=m, 7Z21 如 (6.1.2); 


3 Qi( Ei1)a;( bE?) 一 0, k 之 ] 


或 等 价 地 ， 
a(Ei)a(E2)=1, 
以 上 基本 性 质 (1)~(5) 可 由 定义 6.1 直接 得 到 . 性 质 (1) 和 (2) 是 由 自然 性 (2) 
推出 , (3)~(5) 由 Whitney 公式 及 性 质 (2) 导出 . 
用 已 知 的 拓扑 不 变量 (如 同调 类 与 同 伦 类 等 ) 来 表征 拓扑 对 象 的 特征 是 拓扑 学 
基本 主题 . 示 性 类 理论 正 是 体现 这 种 精神 . 


6.1.2 ”Grassmann 流 形 与 示 性 类 的 关系 


这 一 小 节 的 主要 目的 是 为 了 说 明 为 什么 向 量 从 上 会 有 像 定 义 6.1 的 (1)~(3) 那 
样 整齐 性 质 的 示 性 类 存在 .我 们 将 从 Grassmann 流 形 上 的 万 有 从 说 起 , 以 后 总 是 
用 Gm(V) 来 表示 Gm(V™). 

回忆 一 下 Gm(V) 上 规范 从 ym(V) 的 概念 , 它 定义 为 


ym(V) = {(X,7)| Xe Gm(V) 是 V” 中 mm 维 子 空间 , reX 为 同 量 }， 


即 xy (V) 是 Gm(V) 上 这 样 的 Vm 从 在 每 一 点 X ec Gn(V) 的 向 量 空间 就 是 X 
本 身 . 再 回头 考察 定理 1.15 和 定理 1.16 及 注 1.8, 它们 告诉 我 们 ym(V) 具有 万 有 
从 性 质 . 通俗 地 讲 就 是 下 面 的 对 应 是 一 一 的 


f :M 一 Gm(V) 的 同 伦 类 一 M 上 V" 从 一 = (ym(V)) 同 构 类 ， (6.1.5) 
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这 个 一 一 对 应 (6.1.5) 意味 着 Gm,(V) 的 每 一 个 上 维 上 同调 类 都 可 产生 一 个 表 
征 Vm 从 的 不 变量 , 即 对 ~ F*(rm(V)) 有 


or(E)= f(t")€e HI(M,G) © tt € HE(Gm(V),G). (6.1.6) 


容易 验证 , 由 (6.1.6) 定义 的 同 量 从 五 的 示 性 类 具有 上 自然 性 : 
ok( 五 1]) = 二 h*(axr(EB))， 对 从 映射 万 : 三 一 五 . 
这 是 因为 从 映射 
HoF: Ei YmV) 对 应 于 hof: Mi Gm(V), 
并 且 拉 回 从 
El!=H"*(E)= H*oF(Ym(V)) = (HoF) (ym(V)). 
因而 有 如 下 自然 性 
ak(B) = (hof)*(€)= (f°(é)) = "(ax(E)). 


可 以 用 (6.1.6) 的 方式 在 Vm 从 上 定义 许 许 多 多 的 不 同 种 类 的 示 性 类 . 其 实 后 
面 将 介绍 的 所 有 重要 示 性 类 (包括 定义 6.1 给 出 的 示 性 类 ) 都 是 (6.1.6) 的 特殊 形 
式 . 从 这 也 可 以 知道 一 些 为 什么 有 示 性 类 理论 的 原因 . 然而 , 由 (6.1.6) 得 到 的 大 多 
数 示 性 类 使 我 们 无 法 得 到 关于 向 量 从 (已 ,r, M) 更 多 的 拓扑 知识 , 因为 它们 缺少 像 
(6.1.3) 和 (6.1.4) 那样 精细 的 结构 . 那么 为 什么 会 有 如 定义 6.1 那样 的 示 性 类 呢 ? 下 
面 从 Gmn(V) 的 特殊 性 质 来 进一步 阐明 这 一 问题 . 

注意 到 , 从 Gm(V) x Gn(V) 到 Gnmjn(V) 存在 一 个 目 然 映射 


T: Gn(V) x Gn(V) —» Gmin(V), 
I(X,Y)=XxY, XeGn(V), YeG,(V). 


由 Kiinneth 定理 (定理 2.13) 及 万 有 系数 定理 ， 
H*(Gn, x Gn,G) = H*(Gm,G) 8 H*(Gn,,G) + 找 积 . 
自然 映射 (6.1.7) 诱导 一 个 自然 同 态 
产 : H*(Gmin;G) = H*(Gm,G) 8 H*(Gn,G)+ 找 积 . 


从 对 应 关系 (6.1.6) 容易 看 出 , 若 Vm 从 关于 G 系数 存在 一 个 如 定义 6.1 那样 
的 示 性 类 , 则 相应 地 在 上 同调 环 "(Gm(V),G) 中 一 定 存在 一 个 多 项 式 子 环 


HT™ 一 ?to 十 7tr 十 Tt2r 十 ， Hr € HY(Gm(V),G), 
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它 由 ‘Ym 的 示 性 类 


1l, €1(Gm), €2(Gm), , €j (Gm), JT = mm (6.1.8) 
日 由 生成 , 此 外 
(rn) ES HT(Gm,G) ® HT(Gn,G), (6.1.9) 
并 且 这 些 示 性 类 满足 
IT (€k(Gm+n)) 一 >》, Ei(Gm) 可 (Gn) (6 1 10) 
i 十 7 一 大 


注 6.1 ”由 共 斩 结 构 理论 , 在 Kiinneth 公式 
H*(M x NG) = H*(M,G) ® H*(N,G) 十 挠 积 


中 张 量 积 HH*(M) 8 H*(N) 的 元 素 是 由 HH*(M) 的 上 同调 类 a 与 H*(N) 的 上 同调 
类 6 乘积 而 成 , 即 对 任何 ce H*(M)&@H*(N), 唯一 存在 ce H*(M) 及 Be H*(N) 
使 得 
o=a:b (通常 记 为 o = a x P). 
因此 , 公式 (6.1.10) 右 端 是 上 同调 类 的 乘积 和 . 
现在 反 过 来 , 若 上 同调 环 "(Gy,(V),G) 中 存在 一 个 多 项 式 子 环 H™, 由 一 组 
上 同调 类 (6.1.8) 自由 生成 , 并 且 具 有 性 质 (6.1.9) 和 (6.1.10), 则 对 每 个 (6.1.5) 的 


向 量 从 马 , 定义 
Qk(E)= f° (bk(Gm)), (6.1.11) 


则 可 以 验证 
1, oi(E), oo(E), :…, Qj(E), Ir = m, (6.1.12) 


正 是 B 的 如 定义 6.1 的 示 性 类 . 要 证 明 这 一 点 , 只 需 证 明 (6.1.12) 满足 (6.1.3). 在 
Gm x Gn 上 取向 量 从 yl， 和 72， 如 下 


Ymn 一 T1 (Ym), yin 一 T2 (Yn)) 


其 中 Aj :Gx G, 一 Gm, To :Gm XxX G。 一 G。» 都 是 投影 . 因而 有 


ym X Yn 之 Y», 昌 7Y%, 是 同 构 . 


bi 一 一 一 人 rm ， 已 > 一 一 一 ‘Yn (6.1.13) 


F I 
Ei 四 EF2 一 ymn BD Nmn TN X Nn 一 Nmtn, (6.1.14) 
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其 中 了 是 对 应 于 (6.1.7) 的 自然 从 映射 , 下 = (五 , 忆 ). 
由 (6.1.11) 和 (6.1.13) 可 知 


Qkp(E1) = fi(ék(Gm)), Qk(E2)= f2(ék(Gn)). 
再 由 (6.1.10) 和 (6.1.14) 有 


这 便 证 得 (6.1.12) 是 如 定义 6.1 的 示 性 类 . 

综合 上 述 分 析 , 得 到 下 面 示 性 类 存在 的 充 要 条 件 . 

定理 6.1 对 于 一 个 V™ 向 量 丛 五, 在 其 上 存在 一 个 如 定义 6.1 那样 G 系数 的 
示 性 类 充 要 条 件 是 对 每 个 r 倍数 的 整数 m = kr(k = 1,2,…), 存在 如 (6.1.8) 的 一 
组 上 同调 类 , 它们 自由 生成 H"(Gm,(V),G) 的 一 个 子 环 KH, 并 且 满 足 条 件 (6.1.9) 
和 (6.1.10). 

引入 定理 6.1 的 目的 不 全 是 为 了 能 够 从 无 穷 维 Grassmann 流 形 Cn(V) 的 上 同 
调 环 中 构造 出 示 性 类 (尽管 可 以 这 样 做 到 ), 而 是 为 了 更 清楚 地 了 解 示 性 类 理论 的 源 
头 . 事实 上 , 在 后 面 将 依照 文献 [22] 的 方式 再 来 构造 出 三 个 最 主要 的 示 性 类 : Stiefel- 
Whitney 类 、Chern 类 和 Pontrjagin 类 . 这 样 做 是 为 了 多 角 度 去 理解 示 性 类 . 同时 
也 是 弥补 走 Grassmann 流 形 构造 示 性 类 道路 的 不 足 之 处 , 即 Gn,(V) 上 同调 环 结构 
定理 的 证 明 不 是 一 件 容易 的 事情 . 因而 , 下 面 不 予 证 明 地 给 出 Gm(V) 上 同调 环 结 
构 定 理 . 


1, &1 (Gm), ,Em(Gm), tr (Gm) € H*(Gm(R), Z2), (6.1.15) 
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(2) 对 于 V=C 及 G= R,H"(Gm(C),R) 是 由 m++1 个 上 同调 类 
l, N1 (Gm), 站 mm(Cm)， Nk (Gm) C H**(Gm(C), B), (6.1.16) 
目 由 生成 的 多 项 式 环 , 并 且 


7 (nk(Gm+n)) = 3 Mi(Gm) Ni (Gn) C 万 (Gm(C), R)® 万 (Gn(C), R). 
i 十 7 一 大 


(3) 对 于 站 = R,G = R,H"(Gm(R),R) 含有 一 个 多 项 式 子 环 7tr, 这 里 m 是 
一 个 4 倍 整数 mm = 47, 使 得 KH™ 是 由 j 十 1 个 上 同调 类 


1, Ci(Gm), ,CGm), Ce(Gm) € HY(Gnm(R), BR), (6.1.17) 
目 由 生成 的 多 项 式 环 , 并 且 


T(CGk(Gm+n)) 一 2 Gi(Gm) . Cj (Gn) EH"(Gm(R), R) wo H* (Gn(R), R). 


现在 , 根据 定理 6.1 和 定理 6.2, 可 以 得 到 下 面 主要 示 性 类 的 存在 性 定理 . 
定理 6.3 ”对 于 向 量 从 (6.1.1), 有 存在 下 面 三 种 类 型 的 示 性 类 : 
(1) 对 Rm 实 同 量 从 E, 下 面 一 组 Zo 系数 上 同调 类 


1, wi(E), :::, wm(E), wk E H"(M,Z»), 


构成 五 的 一 个 示 性 类 , 叫做 Stiefel-Whitney 类 , 其 中 每 个 上 维 类 wx(E)=f*(&(Gn)) 
Ek(Gm) 如 (6.1.15), f : M 一 Gm(R) 对 应 于 一 个 从 映射 FF :五 一 ym(R). 形式 和 
w(F) = 二 1 十 wi(B) 十 十 um 人 (五 ) 为 总 Stiefel-Whitney 类 . 

(2) 对 于 Cm 复 问 量 从 五, 实 系 数 上 同调 类 


1, ci(E), ::., cn(E), cr € H*(M,R) 


是 五 的 一 种 示 性 类 , 称 作 陈省身 示 性 类 (Chern 类 ), 其 中 每 个 k 维 上 同调 类 Ci(E) = 
广 (nk(Gm)),nk(Gm) 如 (6.1.16), f : M 一 Gm(C) 对 应 于 一 个 从 映射 :EE 一 


称 为 总 Chern 关 
(3) 关于 R4m 的 实 向 量 从 5, 下面 实 系数 上 同调 类 


1, pi(E), :…, pm(E), px(E)€E H**(M,R), 
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叫做 总 Pontrjagin 类 . 

注 6.2 在 复 回 量 从 上 , 整 系 数 Chern 类 也 同样 存在 , 它 与 实 系 数 Chern 关 完 
全 相同 . 因而 对 复 同 量 从 而 言 , 所 有 系数 G 的 Chern 类 都 存在 , 它们 之 间 不 会 产生 本 
质 性 的 差异 . 这 就 体现 出 复 向 量 从 与 实 向 量 从 的 区 别 . 实 辣 量 从 的 HY(Gn,(R), 和 2) 
是 一 个 有 限 生成 的 多 项 式 环 . 然而 换 成 实 系数 HH*(Gm(R), R) 吏 不 是 这 样 了 , 它 在 
子 环 Hi + H4 十 H8 十 ..…. 中 有 一 个 有 限 生 成 的 多 项 式 子 环 . 于 是 从 实 同 量 从 中 分 
出 了 Stiefel-Whitney 类 和 Pontrjagin 类 这 两 种 本 质 不 同 的 示 性 类 . 

注 6.3 ”定理 6.1 告诉 我 们 , Hm"(Gm(V),G) 中 所 含 的 有 限 生 成 的 多 项 式 子 环 
与 Vm 从 上 示 性 类 是 一 一 对 应 的 . 在 注 6.2 中 也 讲 到 了 这 一 点 . 现在 , 对 于 四 元 数 
H 我 们 不 知道 五 rz(Gm( 瑟 ),G) 是 否 含 有 有 限 生成 的 多 项 式 子 环 . 如 采 有 , 那么 相应 
地 Hm 从 也 有 示 性 类 , 它们 与 上 述 三 种 示 性 类 是 不 相同 的 . 因此 , 至 今 我 们 并 不 知 
道 究 竟 有 多 少 种 本 质 不 同 的 示 性 类 . 


6.1.3 ”Thom 同 构 定 理 


这 一 小 节 主 要 介绍 关于 同 量 从 上 同调 群 的 Thom 同 构 定理 . 该 定理 对 于 定义 
器 量 从 的 Euler 类 起 到 关键 作用 . 在 后 面 将 看 到 , Euler 类 在 示 性 类 理论 中 占有 重 
要 地 位 . 

从 一 个 最 简单 的 平凡 向 量 从 五 = S51 x RR 谈 起 . 令 


局 一 9 x Ri Ri= {reE€ER| |z|2z1}. 


将 五 的 子 空间 万; 捍 成 一 点 所 得 商 空 间 B/E, 如 图 6.1 所 示 , 将 (a) 的 圆柱 面 担 
成 一 个 如 (b) 的 南瓜 面 , 其 中 点 p 就 是 将 忆 i 捍 成 的 扩 . 


图 6.1 (a) 阴影 部 分 为 Bi1; (b) 南瓜 面 也 是 将 球面 对 径 操 捏 成 一 点 的 曲面 
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根据 相对 同调 群 的 实质 知 


U， gq = 0, 


H‘(E, Ei,G)= 
| HE/Fi,G), q>0. 


而 空间 已/ 将 五 中 纬度 圈 51 消灭 , 却 在 纤维 R 上 生出 一 个 圆 R/R1 = 51, 同 
时 也 变 成 一 个 无 边 的 二 维 面 (南瓜 面 ). 因此 


J 0， gg=0, 
ma.G-| G, g = 1,2. 
从 这 看 出 , 由 对 应 o :> o .S51 导出 同 构 

H'(E,G) ~ Hi(E, Bi,G), 


那里 S1 = R/Ri 是 H1(R, R!,G) 的 生成 元 . 这 就 是 Thom 同 构 . 
同样 地 , 对 于 一 个 平凡 同 量 从 户 = M x Rm"m, 记 


FMxR", Ro-{reR"|lzl>1}. 
此 时 相对 同调 群 
HI(E, Fi,G) = HIE/Ei,G), q 0. 


另 一 方面 , /i 将 五 中 M 的 所 有 闭 子 流 形 ( 共 斩 元 ) 都 消灭 掉 , 而 对 每 一 个 上 共 
斩 元 (上 同调 类 )c e H*(M,G), 在 E/E 中 都 生出 一 个 上 共 斩 元 


rrgcm (ST 二 RT/RT 是 mm 维 球面 ). 
这 表明 对 应 关系 o ro.S™ 给 出 下 面 Thom 同 构 
H'(E,G) ~ HTT(E, Fi,G), VieZ, (6.1.18) 


这 意味 着 
H’°(E, Fi,G)=0, Vi<m. 
对 一 般 的 向 量 从 , 同样 有 下 面 Thom 同 构 定理 . 令 一 是 一 个 M 上 的 R™ 从 ， 


El= {rs EElzeM,rs En (x), Irz|>1), 


即 Bl 是 由 EE 中 所 有 |r| > 1 的 元 到 构成 . 记 


I=FNDE, F=7x (x). 


. 472 、 第 6 章 


不 性 类 


定理 6.4 (Thom 同 构 定理 ) ”存在 唯一 的 一 个 上 同调 类 , 叫做 Thom 类 ， 
QA € H™ (bE, 已 1 ， G), 


Bob.a"™ 产生 下 面 的 同 构 


H*(E,G) 一 H+"™(E, Ei,G), vk EZ. 


这 意味 着 Hi(E, Ei,G) =0,vi<m. 

证 明 ”这 里 的 证 明 采 用 的 是 标准 方法 凡 22 

取 M 的 一 个 标准 覆盖 UV = {Uijier, 即 所 有 灰 和 nn…n 礁 入 必 祁 同 
胚 于 Rn 这 里 n= dimM. 显然 


Elv =UxR™”, Eilv,=Ux RY, UEeu. 
由 (6.1.18), 定理 对 每 个 平凡 从 都 成 立 . 采用 归纳 法 . 令 Thom 同 构 对 


(E, 两) = (Elm, Eilm) M = Ui_1Ui 


成 立 , 将 证 明 它 对 (E', Bi) = (Bgyvy, Bilwuv) 也 成 立 . 考虑 下 面 Mayer-Vietoris 
序列 


一 HE)@ HEV) — HY(EN) 一 H+1(pE’) 

| xa”™ | xa”™ la 
—» Hm™+a(B, EF)@H™H(EV, EY) — H"™A(EME?) — H™ttl(p',E!) 
一 Ht1(E)@® H+1(EV) — H+1(EM) 一 

| XQ | xa™ 


ii, 


其 中 (EY, EY) = (Elv, BEilv), (EN, EY) = (Blynv; Bilmnv), xam 表 不 由 EE 
am 的 同 态 , a* 由 交换 性 诱导 同 态 .由 归纳 假设 ， 


部 是 同 构 . 因而 由 五 引 理 ( 引 理 2.4), 同 态 


HI(E') 全 Hm+4(E',E’) 是 同 构 ， 


6.1 基本 概念 与 框 染 473 


(6.1.19) 


由 定义 1.24, 一 个 Rm 从 就 是 以 一 般 线 性 群 GL(m) 为 结构 群 的 纤维 从 . 一 个 
R™m 从 称 作 可 定向 从 , 关 它 以 GL(m) 中 特殊 子 群 


SGL(m) = {A € GL(M)| det A > 0} 


为 结构 群 ， 换 名 话说 , Rm 从 大 :五 一 M 是 可 定 网 的 , 名 存在 M 的 一 个 开 窗 旋 
{Ue } 及 平凡 化 po : Ua x Rm 一 x-1(Ua) 使 得 在 每 一 个 交集 Van Ue 取 2, 线性 


paopi lt : Fo Fs (Fs= 7 (7)), rEUaNUg (6.1.20) 


都 是 保定 加 的 . 

由 例 1.4 给 出 的 M5bius 带 71(R2) 是 一 个 不 可 定 的 R! 从 . 但 是 所 有 Cm 从 和 
H™m 从 都 是 可 定 癌 公 . 

下 面 将 定义 定向 Rm 从 的 Euler 类 . 令 (E,7,M) 是 一 个 可 定 同 的 R 从 ( 任 
何 Cm 和 五 从 实 化 后 都 是 可 定向 的 实 向 量 从 ). 包括 映射 (8,9) 一 (EB, Bi) 产生 
一 个 限制 同 态 


e(E)E HT(M,G), el(E)=7* "(0™) 


称 作 五 的 Euler 类 , 其 中 x* 是 如 (6.1.19) 的 同 构 . 

Euler 类 基本 性 质 ”关于 Euler 类 有 如 下 基本 性 质 : 

(1) 自然 性 . 若 f : Mi 一 M 对 应 于 保定 向 的 从 映射 下 :Ei 一 忆 , Ei, 马 分 别 为 
Mi 和 M 上 的 可 定 问 同 量 从 , 则 


e(Ei) = f° (e(E)). 
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dl 


特别 地 , 者 EE 是 平凡 从 , 则 e(E) = 0. 
(2) 车 Bp' 是 EB 的 反 定 向 从 , 则 Euler 类 改变 符号 ， 


e(E') = —e(E). 
(3) 如 果 马 是 一 个 奇数 维 辣 量 从 , 即 m = 奇数 , 则 
e(E)+e(E)=0. 
(4) Euler 类 具有 Whitney 乘积 性 质 
e(E@EFi)= e(E).e(BEi). 


(5) 者 定 问 从 EB 具有 一 个 处 处 非 零 截面 , 则 e(E) = 0. 
证 明 ”性 质 (1) 是 显然 的 , (2) 是 因为 的 反 定 向 丛 EF' 的 基本 类 a™(E') = 
. (3) 是 由 于 对 奇数 维 疝 量 从 有 一 个 反 定 癌 的 从 映 冉 (x,7) 一 (x, 一 7). 然后 


骨 由 定义 6.2， 
e(E1 x Bo) = e(B1):e(E»). 


现在 令 Ei 与 Bo 底 空间 相同 Mi = Mo = M. 则 对 角 髓 入 M 一 M x M 的 拉 回 从 
有 Ei Ez ~ Bl x Eo. 于 是 有 e(B1 ©® Eo) = e(B1):e(E;). 
(5) 的 证 明 . 令 s : M 一 i 是 一 个 截面 , 使 得 复合 映射 


nT0S 二 id:M 一 MM (zr: 一 M 是 投影 ). 
那么 诱导 出 恒 等 同 态 
s*on*=id*: HT(M)— H™(M). (6.1.21) 
再 由 下 面 复合 是 零 同 态 
H™(E, Ei) - HT(E) 一 H™(E), 
故 om ==i*(am) = 0. 由 定义 6.2 知 


于 是 从 (6.1.21) 推 知 


这 便 得 到 结论 (5). 
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6.2 Stiefel-Whitney 类 


6.2.1 ” 实 向 量 从 上 Zs。 系数 示 性 类 的 构造 


依照 文献 [22], 这 里 采用 Steenord 平方 运算 来 构造 实 向 量 从 的 Stiefel-Whitney 
示 性 类 . 首先 简短 地 介绍 Z 系数 上 同调 环 上 的 5 运算 , 这 种 平方 鼻子 的 存在 性 
见 文 献 [30]. 

对 每 个 整数 对 m, ji 及 空间 偶 (X,Y) 都 存在 一 个 同 态 


S93 : 


d 


称 作 Steenord 平方 运算 , 它 满足 如 下 性 质 : 
(1) So 一 2%d, Sm (a) 一 QQ 


H™(X,Y,2Z2) — HT (X,Y, Zo), 


S53(a) = 0, V7 > m. 


因此 , 只 有 0 < i < m 的 平方 运算 5i; 是 非 零 的 . 
(2) 自然 性 质 . 若 f : (X,Y) 一 (X',Y'), 则 


Sof” = f*o5. 
(3) Cartan 公式 . 平方 运算 满足 等 式 
5y(a.6)= 》 Sr(a) 53(8). 


证 J 一 7 
关于 平方 运算 , 也 可 引入 总 平方 如 下 
Su(a) = a+ Sa(Q) 十 5o(a) + + ST (0), (6.2.1) 
对 a Ee H™T(X,Y,Z2). 此 时 Cartan 公式 可 等 价 地 写成 
S,(a: PB) = 5,(a). 50(8). (6.2.2) 


再 回忆 向 量 从 (5,7, M) 的 Thom 同 构 ( 见 注 6.4), 它 定义 如 下 


者 : HK(M,G) 一 H*+™(E, Ei,G), 


(6.2.3) 
VB)=7 (Ba, a™ EH (E,Fi,G) 为 Thom 类 . 


现在 使 用 Steenord 平方 运算 5 与 Thom 同 构 (6.2.3) 来 构造 实 同 量 从 (E,7, AM ) 
的 Stiefel-Whitney 类 如 下 


wx(E) = wy Se (a™) E H"(M,Z,»). (6.2.4) 


就 是 Rm 向 量 从 (5,7, M) 上 的 示 性 类 , 叫做 Stiefel-Whitney 类 型 . 
证 明 ”显然 维 数 条 件 被 满足 . 只 需 证 明 目 然 性 与 Whitney 公式 即 可 . 


自然 性 的 证 明 . 显然 , 任何 从 映射 五: 一 E' 部 谤 导 一 个 上 映 映 


a = Fr(o) 
容易 看 出 下 面 图 表 的 交换 性 
HE(M’,Z2) 全 Hetm(E',E’,Z2) 
Lf | Fr 


H*(M, Z2) ~ Ht™m(E, bi, 2) 
其 中 f : M 一 M' 对 应 于 从 映射 yw 和 wi' 为 Thom 同 构 (6.2.3). 故 


再 由 59， 的 目 然 性 (2) 可 推 得 


因而 f*wi(E’) 一 wi(E). 
Whitney 公式 的 证 明 . 令 BEB” = ExE' 是 癌 量 从 F 与 B' 的 人 举 卡 儿 积 .x x : 
Ex E' 一 M x M' 是 投影 . 令 


Qa EHTE,R,Z2), a eH"(E',E',Z) 
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是 Thom 类 . 使 用 投影 


定义 a 与 w' 的 x 积 为 


oa" =axa € H"™t"r(p’, EY). 


由 (6.2.6), BE” 的 总 Stiefel-Whitney 类 为 


wE’”)=w(E x E)=w(E) x ww(E). (6.2.9) 


现在 令 EE 和 E' 是 在 公共 底 空间 M 上 的 向 量 从 . 对 角 杉 入 IT:M 一 MxM 


的 拉 回 丛 为 
I (ExE)=E@E.. 


从 (6.2.9) 与 目 然 性 , 由 从 映射 EB' 一 EB x EB' 江 刻 得 到 


wE@FE)=wE).wv(E). 


于 是 定理 得 证 . 

注 6.5 ”在 文献 [22] 中 , Stiefel-Whitney 类 是 以 四 个 公理 条 款 来 确定 的 . 其 中 
三 条 公理 就 是 定义 6.1 的 性 质 (1)~(3), 第 四 条 公理 是 , 对 于 一 维 实 投影 空间 已 : 上 
的 规范 丛 yi1(P1), 它 的 Stiefel-Whitney 类 不 为 零 : 


wi(y(P')) #0. (6.2.10) 
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现在 证 明 由 (6.2.4) 构造 的 示 性 类 满足 性 质 (6.2.10). 实质 上 , yi(P!) = YL(R2) 
是 S11 上 的 Moébius 带 , 见 图 1.36. 车 记 
E=~8(P), Eli={rem(P)||r|>z1}. 


则 拓扑 空间 
EE=P*—D’ 


是 一 个 二 维 投影 空 P? 挖 去 一 个 开盘 D2. 因此 有 同 构 
H*(E, Bi,22) ~ H*(P?, D?, 22) ~ H*(P?, 22). 


因此 , Thom 类 a e Hi1(E, Bi,Z2) 对 应 于 万 1I(P2,Z2) 的 生成 元 a. 于 是 


这 就 得 到 (6.2.10). 


在 定理 6.3 中 定义 了 一 种 Stiefel-Whitney 类 , 而 (6.2.4) 也 给 出 R™ 从 的 Zs 示 
性 类 . 下 面 唯一 性 定理 表明 它们 是 同一 种 示 性 类 . 

定理 6.6 (Stiefel-Whitney 类 的 唯一 性 ) 满足 定义 6.1 性 质 (1)~(3) 以 及 
(6.2.10) 的 实 向 量 从 上 Z。 系数 示 性 类 是 唯一 的 . 

证 明 ”假设 有 两 种 Z2 示 性 类 


由 (6.2.10), 在 ym(P1!) 上 有 
wE)=wvw(E)=1+a, E = ~(P'). 


由 目 然 性 (2), m1(P') 到 万 有 从 和 yi 的 髓 入 产生 


E(m)=84 XxX: XY = NN 四 :四 TFT 
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对 任 Rm 从 存在 到 万 有 从 的 从 映射 . 故 存在 
从 映射 : E(m) 一 Ym. 
此 外 , 太 *(Gm,Z2) 一 H*(P” x… x Po) 是 单一 同 态 . 因此 推 得 


这 职 证 得 唯一 性 . 定理 证 毕 . 
6.2.2 ”Stiefel-Whitney 数 与 流 形 的 配 边 


Stiefel- W hitney 类 的 一 个 非常 重要 的 应 用 就 是 关于 流 形 的 配 边 问题 . 所 袁 流 形 
M 的 配 边 , 最 简单 的 情况 就 是 M 为 某 个 带 边 流 形 N 的 边界 M = ON, 此 时 MM 称 
为 可 配 边 的 . 用 来 表现 一 个 流 形 是 否 可 配 边 的 数学 特征 是 由 下 面 将 介绍 的 Stiefel- 
Whitney 数 来 实现 的 . 

令 M 是 一 个 紧 的 n 维 光滑 流 形 (可 能 有 多 个 连通 分 文 ). 关于 M 有 一 个 基本 
下 同调 类 , 记 为 


LM EE 万 (Ad No ). 
因此 , 对 任何 上 同调 类 a e H"(M, Za), 它们 之 间 的 内 积 
(a, LM) CC fo 


如 (2.3.5) 那样 被 定义 . 
令 71,.… ,rn 是 非 负 整 数 满足 


Trl 十 272 十 373 十 … :十 Ti7 二 71. (6.2.12) 


则 对 M 的 切 从 TM, 可 获得 一 组 Z。 整数 如 下 . 
定义 6.3 ”关于 切 从 TM 下面 的 Zs。 整数 


(wi(TM)iL wn (TM)T NM) Tl, ,Tn 满足 (6.2.12)， 


称 作 M 的 指数 为 (人 的 Stiefel- Whitney 数 . 
两 个 不 同 的 流 形 M 与 M' 具有 相同 的 Stiefel-Whitney 数 是 指 对 所 有 满 丰 
(6.2.12) 的 指数 (71,:…. ,rn) 都 有 


(TMPaon(TM) pM) = (wiTM) wn(TM)™, AM 
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下 面 定 理 指 出 , 大 M 是 可 配 边 的 充 要 条 件 是 它 的 所 有 Stiefel-Whitney 数 都 是 
等 . 该 定理 的 必要 性 由 Pontrjagin 获得 , 而 充分 性 由 Thom 证 得 . 
定理 6.7 (Pontrjagin-Thom 定理 ) ”关于 nn 维 紧 流 形 AM 具有 下 面 结论 : 
(1) M 是 可 配 边 的 充 要 条 件 是 M 的 所 有 Stiefel-Whitney 数 为 零 
(2) 两 个 流 形 M 与 M' 可 相互 配 边 , 即 存 在 n 十 1 维 带 边 流 形 N 使 得 9N = 
M U AM 的 充 要 条 件 是 它们 具有 相同 的 Stiefel-Whitney 数 

证 明 “显然 结论 (2) 是 结论 (1) 的 推论 . 这 里 只 对 绪论 (1) 的 必要 性 进行 证 明 ， 
因为 充分 性 的 证 明 比 较 困 难 . 

令 M = 9N. 空间 偶 (N, M) 的 基本 下 同调 类 记 为 


uN E Hnri(N, M,Z22). 
那么 对 任何 上 同调 类 a e H"(M,Z2) 有 
(Q, O° LN) = (0° Q, MN), (6.2.13) 
其 中 
0O* : Hiri(N, M,Z2) — Hn,(M,2Z2), 6*: H"(M,2Z»2) 一 万 "1 (M,N,Z2) 
是 边缘 同 态 . 带 边 流 形 N 的 切 从 限制 在 边界 M 上 时 , 有 
TNImw = TM @®e!, 


el 二 M x Ri 为 平凡 线 从 , 这 可 由 袖口 邻 域 定理 推 得 人 站， 因此, 由 示 性 类 基本 性 质 
(3) 可 知 


这 就 意味 着 
wi(TM) = i wi(TN). (6.2.14) 


注意 , 这 里 (6.2.14) 并 不 是 自然 性 结果 , 因为 i: M 一 N 并 不 对 应 于 某 个 从 TM 到 
TN 的 从 映射 
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再 根据 下 面 序 列 的 正 合 性 


(wr TM) :wr (TM), OpN) =0. (6.2.15) 


男 一 方面 , 边缘 同 态 0* : Hii(N, M,Z») — Hn(M,Z2) 将 基本 类 LN 映 到 H.(M, 
2 ) 的 基本 类 jw， 

D HUN = MM. 
于 是 , 等 式 (6.2.15) 告诉 我 们 M 的 所 有 Stiefel-Whitney 数 都 是 零 . 这 样 , 结论 (1) 
的 必要 性 得 证 . 
6.2.3 ”Zz 示 性 类 的 基本 性 质 


由 于 Zo 群 的 特殊 性 , 对 应 地 , Stiefel-Whitney 类 也 具有 许多 独特 的 性 质 . 下 面 
将 给 出 一 些 基 本 结论 . 

首先 介绍 Whitney 对 偶 定 理 , 该 定理 是 建立 在 下 面 事实 基础 上 的 , 即 Zs 系数 
上 同调 环 H"(M,Z2) 具有 某 种 乘法 群 结构 . 更 具体 地 讲 , 所 有 以 单位 元 1 领头 的 
级 数 集合 


a=1+at+ast+:... €E HT(M,Z2), an € Hr(M,Z2), 


在 乘法 运算 下 ， 


因而 有 


Q1 = Q1, 

~ 2 

Q2 = CQ 十 Q2， 

~ .3 

Q3 一 0 十 Q3， 

一 4 2 2 

Q4 一 Q] 十 Q1Q2 十 Qs 十 Q4， 


等 所 有 ak 项 . 
考虑 两 个 同 底 空 间 的 同 量 丛 瑟 与 B'. 由 (6.1.4) 有 


wE’)= wv (EB):.wv(bE@E'). 
特别 地 , 操 刀 @E' 是 平凡 丛 , 则 上 式 变 为 
wE’) = wi(E). (6.2.17) 


当 M 是 一 个 可 廷 入 到 Rm"+* 的 n 维 紧 流 形 时 , M 的 切 从 TM 与 法 从 NM 的 
Whitney 和 是 平凡 从 
TME@NM = M x RK,. 


从 而 由 (6.2.17) 得 到 下 面 定 理 . 
定理 6.8 (Whitney 对 偶 定 理 ) 令 M cC Rn"+k 是 一 个 散 入 的 n 维 紧 流 形 , 那 
么 M 的 切 从 TM 与 法 从 NM 的 总 Zs 示 性 类 满足 关系 


wTM)=w (NM). 
从 定理 6.8 立刻 推 得 球面 57 切 从 TS" 的 总 Za 类 为 1, 即 
we(TS™")=0, vk 之 1. 


这 是 因为 5S" C Rn+l, 它 的 法 从 NS = 5" x R! 是 平凡 的 ， 因 而 w(TS5") = 
w(NS") = 1. 这 说 明 Stiefel-Whitney 类 无 法 将 了 5S" 与 平凡 从 区 分 开 来 . 

现在 , 考虑 M CcC R"*~* 法 从 的 顶 Za 类 wi(NM) 的 计算 . 

令 T(e) 为 M Cc R"+* 的 se 管 形 邻 域 


T'(e) 一 {Z rz) C R™+®| Te M., Tz 为 4 点 法 同 量 ， Irz | < el. 
则 显然 T(e) 与 RK 法 从 NM 同 构 


NM ~T(e). 


6.2 Stiefel-Whitney 类 ‘ 483 . 


再 记 NAMi 是 所 有 NM 的 |r| > 1 问 量 空间 . 则 


(NM NMG) = (T(e),T(e) - 工 (了 ) ) 是 同 构 (6.2.18) 
由 切除 定理 
H* (Te) T(e)—T (5) ,G) ~H* Rt, Rn 一 下 ( ,G) z (6.2.19) 
简 记 


H*(R"tk, EMG) = 下 (PR IT(5)G) 
则 从 (6.2.18) 和 (6.2.19) 得 到 下 面 同 构 
H*(NM,NMi,G) 一 万 (Rn Rn — M,G). 
在 另 一 方面 , 复合 同 态 


H*(NM,NMi,Z2) -> HI(NM,Z2) —» H*(M,Z2) (6.2.20) 


将 NM 的 Thom 类 wo 映 到 顶 Zs。 类 wr(NM). 事实 上 , 在 Thom 同 构 (6.2.3) 的 


(6.2.21) 


因此 这 个 复合 的 限制 同 态 将 对 应 的 Thom 类 a* 映 到 wx(NM)， 


oa > wi (NM). (6.2.22) 


再 由 交换 图 
HK (R™+® R"+E AI Zo ) a HK (R™+®) 
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Hr*(T(e), T(e) —T (5) Za "3 Hr(M) 


在 对 应 (6.2.22) 下 , 下 面 的 复合 限制 同 态 


HR(Rn+ Retk — M,Z2) > H*(R"+t, Z2) 2 H*(M, Z2) 


然而 i* = 0, 于 是 得 到 顶 Z。 类 wx (NM) = 0. 此 外 , 注意 到 当 NM 是 可 定向 从 时 ， 
(6.2.21) 的 元 端 是 NM 的 Euler 类 ( 见 定义 6.2). 于 是 这 些 结论 可 总 结 成 下 面 定理 . 
定理 6.9 ”对 于 骨 入 M cC R"+* 的 nn 维 紧 流 形 ,， R* 结构 从 NAM 的 顶 Stiefel- 
Whitney 类 wi(NM) = 0. 特别 地 , 当 NM 是 可 定向 时 , 它 的 Euler 类 ek(NWAM) = 0. 
定理 6.8 和 定理 6.9 对 判别 一 个 nn 维 紧 流 形 M 是 否 可 和 甬 入 到 Rn"+* 中 起 到 重 
要 作用 . 因为 由 定理 6.8 得 


w (TM)=1+W(TM) + + in(TM) = vw(NM). 
即 wk(TM) = wxk(NM). 因此 , 由 定理 6.9 可 知 
MCR"t® > wi(TM)=0,， 对 7>k. (6.2.23) 


换 句 话说 , 如 果 Wi.(TM) 关 0, 则 M 不 能 够 浸入 到 R"+t* 中 ， 
注 6.6 ”公式 (6.2.21) 表明 wn(NM) 是 法 从 NM 的 Euler 类 . 实际 上 , 对 所 
有 可 定 同 Rm 从 EE, EB 的 顶 Stiefel-Whitney 类 都 是 Euler 类 ， 


wm() = e(B) 是 Z2-Euler 类 . (6.2.24) 


这 可 从 复合 的 限制 同 态 


再 由 定义 6.2 知 e(B) = rr*-1(i*a™m). 于 是 证 得 (6.2.24). 
注 6.7 更 一 般 地 , 若 nn 维 紧 流 形 M 可 髓 入 到 一 个 nn 十 k 维 流 形 4 = 47+ 
则 M 在 4 中 的 e 管 形 邻 域 T(e) 与 M 的 法 从 NM 同 构 . 并 且 类 似 于 (6.2.18) 和 
(6.2.19), 有 下 面 同 构 
上 


H'(NM,NMIG) TH (Tle), T(e)—T (3) ,6) ~ H*(A,A— M,G). (6.2.25) 
进一步 , 两 个 限制 同 态 的 复合 


Hr(A,A— M,G) H(A,G) 2 H*(M,G) 
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将 基本 类 6* 上 映 到 顶 Za 类 wi(NM), 即 
we(NM) = 7* oi*(G*), (6.2.26) 


其 中 , &* e H*(A, 4 一 M,G) 是 在 (6.2.25) 同 构 下 对 应 于 NM 的 Thom 类 . 两 个 关 
系 式 (6.2.25) 和 (6.2.26) 的 证 明 与 4 = R"+* 的 情况 完全 一 样 . 


6.2.4 流 形 M x 7M 的 对 角 上 同调 类 


在 问 量 从 中 , 流 形 的 切 从 占有 重要 地 位 . 因而 切 从 上 的 示 性 类 计算 问题 成 为 一 
个 重要 谋 题 . 这 一 小 市 的 内 容 为 这 样 的 问题 作 准 备 . 
令 M 是 可 定 由 n 维 紧 流 形 , 或 G = Zs 群 . AM C M x M 是 对 角 流 形 , 即 


AM=1{(z,r)EMx MIzeEM.. 
显然 AM 与 M 同 胚 . 根据 (6.2.25), 有 一 个 基本 类 
a € H"(M x M,M x M— AM,G) (6.2.27) 
它 对 应 于 AM 在 M x M 中 的 法 从 的 Thom 类 . 注意 到 , 限制 同 态 
H"(M x M,M x M -AM,G) 2 H"(M x M,G) 


将 基本 类 a 映 到 一 个 上 同调 类 


1 G 一 QMxM, (6.2.28 ) 


它 本 质 上 代表 了 M x M 的 对 角子 流 形 . 这 就 引出 下 面 概念 . 

定义 6.4 由 (6.2.28) 给 出 的 上 同调 类 , 记 作 c = a|mxm 叫做 五"(M x M,G) 
中 的 对 角 上 同调 类 . 

回忆 上 、 下 同调 群 的 几何 化 定理 (定理 2.7 和 定理 2.11), 流 形 M 的 上 、 下 同 
调 群 生成 元 与 M 的 共 斩 元 ( 某 种 广义 紧 子 流 形 ) 一 一 对 应 . 这 里 五 "(M x M) 中 的 
对 角 上 同调 类 o 是 与 M x M 对 角子 流 形 AM 共 斩 对 偶 的 子 流 形 相 对 应 . 下 面 用 
6.2 来 说 明 S51 x Si 的 对 角 上 同调 类 o 是 如 何 对 应 于 对 角 圈 . 在 (b) 中 , 阴影 部 
分 代表 对 角 圈 ASL = 四 在 S1 x S! 中 的 。 邻 域 N.(51), AS1 是 它 的 形变 收缩 , 即 
空间 侦 

(Ne(S1+), ONe(S1)) 同 伦 等 价 于 (Sl1 x SS x9 一 AS ). 

因此 Hi(S!1 x S51,S1 x 8 一 AS1) 中 的 基本 类 & 是 由 HI(N.(S1),8Ne(S?)) 中 的 
Thom 类 所 代表 , 它 对 应 于 (b) 中 线段 57 将 p 与 9 等 同 的 圆圈 . 通俗 地 讲 束 是 


&=7a/{p=q} EH'(S' x S1,S' x9 ~ AS'). 
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在 另 一 方面 , 包含 映射 1: (5S1 x 5S1,9) 一 (SLx915S1x931 一 AS1) 将 图 (a) 中 的 
男 一 个 对 角 峰 S1 = a'b 履 关 到 p49 上 . 于 是 ;诱导 的 限制 同 态 


图 6.2 ”(a),，(b) 所 示 是 轮胎 面 9 x 9 ,其 中 a,b,a',b 部 是 同一 所 
从 图 6.2(a) 可 以 看 到 , Sl x S51 的 对 角 上 同调 类 o 可 表示 为 


og=ab=—-aa+ab=—Sixl+lx5S:., (6.2.29) 


其 中 
H'(S' xS)=H'(S)®H(S)OH'(S)LH'(S), 
而 SY x1 与 1x5? 分 别 是 有 H'(S1)@ HW(51) 与 HW"(S1) 8 Hi(S5') 的 生成 元 
实际 上 , M x M 的 对 角 上 同调 类 c 有 一 个 普 衣 的 表达 公式 , 而 (6.2.29) 只 是 
这 个 普遍 公式 在 5S1 x S51 的 具体 表示 . 这 一 小 节 的 主要 目的 碗 是 介绍 这 个 公式 . 为 
此 目的 , 回忆 Poincaré 对 侦 定 理 . 
对 上 同调 环 "(MM,G) 的 每 一 组 基 el,:… ,e;, 对 应 地 存在 一 组 对 偶 基 e*,.… ， 


其 中 jm 是 下 同调 群 矿 ,(M,G) 的 基本 类 . 

下 面 定理 给 出 M x M 对 角 上 同调 类 o 的 表达 公式 . 它 是 由 H"(M,G) 的 相 
互 对 偶 基 展 {ei1,… ,er} 与 {e*,… ,e*} 组 合 而 成 . 

定理 6.10 令 M 是 光滑 的 nn 维 流 形 , 它 或 是 可 定 同 的 , 或 者 系数 群 取 G = 2Z2. 
则 AM x M 的 对 角 上 同调 类 o 可 表示 为 
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0 一 2 CD ™ "ie; X e; . (6.2.30) 


注 6.8 这 里 需要 对 (6.2.30) 中 的 又 乘 x 给 出 解释 . 对 两 个 流 形 M 与 入 的 


在 这 个 公式 中 ， 虽 然 挠 积 的 维 数 和 (+DH +7 = 大 二 1 但 是 由 共 谍 结构 理论 ( 见 
(2.3.27)), 实质 上 Hit1(M) * Hi(N) 中 的 元 素 是 维 的 , 它们 是 由 M 中 ， 维 共 斩 
元 与 N 中 j 维 共 诺 元 的 对 偶 积 . 因此 H*(M x N) 的 任 一 个 元 素 6 € H*(M x NN) 
都 可 唯一 地 表示 为 

1 十 了 一 大 (6.2.31) 


7 维 共 思 元 . 再 由 万 有 系数 定理 ， 


IT 一 el Xx ci 十 .…… .十 Cr xX Cr， dim C1 十 dim C7 二, (6.2.34) 


其 中 el,.. ,er 是 如 (6.2.30) 的 基 , c1,:… ,cr € H*(M.,G) 为 待定 上 同调 类 . 显然 ， 


ci = (—1)"™ eie* 1 <i<r. (6.2.35) 
关于 对 角 上 同调 类 oc 有 如 下 恒等式 


(ax1):o= (lxa).:o, vaEH*(M.,G). (6.2.36) 
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先 利用 (6.2.36) 证 明 (6.2.35), 然后 再 证 明 等 式 (6.2.36). 
在 (6.2.34) 中 , 不 妨 取 el = 1 e 万 0(M, G). 此 时 (6.2.34) 可 写成 如 下 形式 


0 一 入 (1 X IM|) 3 Ci X Ci， (6.2.37 ) 
其 中 入 eG 是 待定 系数 , [M] 表示 H"(M,G) 的 基本 类 . 
取 & = jm € Hn(M,G) 是 基本 类 , 则 由 (6.2.32) 和 (6.2.33), 从 表达 式 (6.2.37) 


可 以 得 到 
o/um 一 入 E 万 (MG). (6.2.38) 


现在 应 用 /um 在 (6.2.36) 的 两 边 , 由 (6.2.38) 可 得 
MNa= (ax1)o/um = (1 Xa):o/um, va EH (M,G). (6.2.39) 


将 (6.2.34) 代入 (6.2.39) 的 右 端 ， 


__ (由 0 ,万 一 (一 1] Q.dirmm bp | a) 


人 


= 》 (一 1 Q:dim ei e， x (a Ci) /uM 


在 上 式 中 取 C 一 CC 便 得 


， 
Xej = D (~1) sm dm ei(e;« ci, HM)ei, 
2 二 1 


(一 1 e;dim Ci (ej Cj, WM) 一 | (6.2.40) 


从 (6.2.40) 便 可 推 得 
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显然 对 角 类 o 承 0, 因而 和 关 0 对 任 系数 群 G, 这 意味 看 入 = 1， 于 是 得 到 公式 
(6.2.30). 由 (6.2.38)， 
o/um =1€ H"(M,G). (6.2.41) 


这 是 一 个 关于 对 角 上 同调 类 o 的 重要 公式 , 后 面 还 会 用 到 它 . 
现在 剩 下 的 事情 就 是 证 明 恒 等 式 (6.2.36). 定义 两 个 投影 


Ni1, 7/2. MxM—M, Nn1(7,Y) = 7, nT2(7,Yy) = Y. 


因为 nilam = elAxmi 与 zo 在 AM 的 e 邻 域 T(e) 中 是 同 伦 的 


这 是 因为 AM 是 T(e) 的 形变 收缩 . 因此 , 两 个 同 伦 类 
ni(a)=ax1, na)=l1xaé€EH*(Mx M,G) 
在 限制 同 态 #* : H*(M x M,G) 一 H*(T(e),G) 下 具有 相同 的 像 ， 


i (a x1)=¢ (lx a). 


再 根据 下 面 图 表 的 交换 性 
HK(M x M,G,) 了 Hr*(T(e), G) 
| :0 | .a 


(ax1):&=(1xa):a. (6.2.42) 


6.2.5” 切 从 上 Stiefel-Whitney 类 的 吴 文俊 公式 


这 里 将 介绍 紧 流 形 M 上 的 一 类 重要 Z。 上 同调 类 , 叫做 美文 众 上 同调 类 (Wu 
类 ). 通过 这 种 上 同调 类 , 切 从 TM 上 的 Stiefel-Whitney 类 可 以 用 一 个 显 公 式 表达 
出 来 , 这 吏 是 天 文俊 公式 (Wu 公式 ). 

令 M 是 nn 维 紧 流 形 , uw 是 本 , (M,Z) 的 基本 类 . H*(M,Zo) 上 的 Steenord 
平方 运算 可 定义 一 个 加 法 同 态 


H"-*(M,22) 一 Za 由 人 (8) = (St(B), pm) (6.2.43) 
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由 Poincaré 对 偶 定 理 , Hm"-*(M,Z2) 到 Zs 的 同 态 群 与 H*(1M, Zo) 同 构 ， 
Hom (H”*™*(M,22),22) ~ H"(M, 7»). 
因而 , 对 (6.2.43) 的 同 态 we Hom (H"-*(M, Zo,Z2), 存在 唯一 的 上 同调 类 
vp E H*(M,2Z2), st. (vp: PB, rm) = (S97(B), pm). (6.2.44) 


定义 6.5 ”由 (6.2.44) 给 出 的 上 同调 类 叫做 吴 文俊 类 , 简称 Wu 类 . 形式 和 
v 二 1 十 1 十 … 十 vn 称 作 总 Wu 类 . 
显然 , Wu 类 w=0 当 >n 一 k 时 , 并 且 忆 Wu 类 满足 


.Br)=(S (6 BeH*(M,Z2), (6.2.45) 


其 中 Pa 是 总 Steenord 平方 . Wu 类 实质 上 融 是 Steenord 王 方 的 忆 Riesz 表示 . 
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wTM)= 9vo(a)/1M. (6.2.47) 


首先 , 将 看 到 M 在 M x M 关于 对 角子 流 形 的 法 从 NM 是 与 切 从 TM 规范 
地 同 构 , 即 
TM~NM. (6.2.48) 


要 证 明 这 一 点 , 注意 到 向量 (71,72) E TsoM x TM Tizz)yM x M 是 在 (x,7X) 扩 与 
AM 相 切 充 要 条 件 是 ri = rz, 而 它 是 ANM 法 向 量 的 充 要 条 件 为 ri = 一 r2. 于 是 每 
个 切 向 量 (x,r) e 到 AM 唯一 地 对 应 于 一 个 法 问 量 (-mr) e NzM, 即 对 应 有 


(72,7), (7, 7)) 3 (2, 7), (—7, 7)) 


将 切 从 TM 同 构 地 映 到 NM 上 . 这 样 便 证 得 (6.2.48). 
从 (6.2.48) 可 知 切 从 与 法 从 上 Stiefel- Whitney 类 相同 


wi(TM)= wi(NM ) (或 w(TM) = w(NM)). (6.2.49) 


由 (6.2.5)， 
So(a) = (Tw (NM)):a, (6.2.50) 


其 中 x* 如 (6.1.19), a E H"*(NM,NMi,Z2) 为 Thom 类 . 根据 (6.2.25) 有 如 下 同 构 


H*(NM,NMi,2Z2) — H*(M x M,M x M — AM,Z72). 


在 上 述 同 构 下 , 将 Thom 类 a 上 映 到 (6.2.27) 的 &， 
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注意 到 (6.2.41), 从 上 式 可 得 
Sa(o)/uM = (xl 一) = wv(NM). 


骨 由 (6.2.48) 便 得 到 (6.2.47). 定理 证 毕 . 

注 6.10 ”作为 Wu 公式 的 一 个 直接 推论 , 得 到 切 从 的 Stiefel-Whitney 类 的 拓 
扑 不 变性 , 即 看 Mi 与 Ms 具有 同 伦 型 , 则 在 对 应 同 构 H*(Mi,2Z2) ~ H*(Mo, 22) 
下 , 它们 的 Stiefel-Whitney 类 一 定 相 互 对 应 . 这 是 由 于 闫 文俊 上 同调 头 (6.2.44) 是 
拓扑 不 变 的 . 


6.2.6 ” 吴 文 俊 公 式 的 应 用 


作为 Wu 公式 的 一 个 应 用 , 下 面 给 出 一 些 特殊 流 形 Stiefel-Whitney 类 的 计算 ， 
并 讨论 它们 到 Rm 的 可 贬 入 性 问题 . 
令 M 是 一 个 n 维 紧 流 形 , 并 且 上 同调 环 
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应 用 (6.2.45)， 


(6.2.56) 


实 投影 空间 P", 即 H"(P",2Zo) 由 ae H1'(P",Zo) 自由 生成 
复 投 影 空间 CP", Hm"T(CP",Z2) 由 we 万 “(P",Z2) 目 由 生成 ; 

四 元 投影 空间 HP"*, Hm"(HP",Zo) 由 a Ee Hs 和 (HP",Z) 自由 生成 . 

另外 , 球面 5% 和 Cayley 平面 G1(B3)(E 为 八 元 数 空 间 , dim G1 (已 3) = 16) 也 满足 


(6.2.53), 其 中 =n 对 S" = 8 对 G1(B3). 这 些 就 是 所 有 满足 (6.2.53) 的 紧 流 形 . 
根据 定理 6.12 和 注 6.9， 关 于 流 形 M = P",CP",HP" 切 从 的 总 Stiefel- 


or = 0+oym 1+ ( jc 人 (7 er )= 


2 
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则 M7 不 能 散 入 到 Retn+)) 中 ,== 1,2,4 分 别 对 Mn = P",CP",HP". 
考虑 nn == 2’ 的 情况 . 此 时 


wTM"”)= (1l+a)"™ =1+a+t+oa". 


因此 有 
w (TM")=1+at+o +:…+a" 


即 -1 闫 0. 于 是 有 如 下 定理 . 

定理 6.13 令 nN 一 2 (1 一 上 .2，.. ). 关于 M" = P",CP", HP" 到 民 Rin+m 的 
藤 入 有 如 下 缩 论 : 

(1) 看 Pn 可 通 入 到 Rntm 中 , 则 mz ni; 

(2) 徊 CPn 可 艇 入 到 R2n+m 中 , 则 mm > 2n 一 1; 

(3) 若 HP" 可 嵌入 到 Rn+m 中 , 则 mm > 4n 一 3. 

由 Whitney 所 入 定理 ( 见 注 1.1), P"(n = 2*) 到 R2" 的 嵌入 是 嵌入 定理 允许 
的 最 极端 情况 . 它 表明 2n 是 n 维 流 形 可 帷 入 到 RN 中 的 最 小 维 数 


6.3 ”陈省身 示 性 关 


6.3.1 Chern 类 的 构造 
正如 定理 6.3 所 陈述 的 那样 , 陈省身 示 性 类 (Chern 类 ) 是 定义 在 复 问 量 从 上 
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的 一 组 实 系数 上 同调 类 . 这 里 将 回避 定理 6.3, 用 构造 的 方式 来 证 得 Chern 类 的 存 
在 性 . 这 样 做 的 目的 是 为 了 能 够 从 多 方位 角度 来 理解 示 性 类 . 

在 复 癌 量 向 从 中 , 复 流 形 上 的 切 从 占有 中 心地 位 . 为 此 有 必要 在 这 里 先 介 绍 一 
下 复 流 形 的 概念 . 

定义 6.6 ”一 个 n 维 复 流 形 M 就 是 一 个 2n 维 的 实 光 清流 形 , 它 允 许 一 个 复 
结构 . 换 句 话 讲 , 在 M 上 存在 一 个 开 和 覆盖 {U6。} 及 坐标 映射 pa : Us。 一 C", 使 得 


Pa © pa : Vu 一 C” 是 解析 的 ， Va Bb， 


其 中 Vg = pa(UoN Ug) C Cn. 
当 忽 略 复 流 形 的 复 结构 时 , 它 就 是 一 个 实 流 形 , 叫做 内 在 实 流 形 . 复 流 形 的 内 
在 实 流 形 都 是 可 定 问 的 . 同样 的 , 一 个 复 向 量 从 它 的 内 在 实 癌 量 从 也 是 可 定 问 的 . 
令 Ep(C) 是 一 个 在 流 形 M (不 一 定 是 复 流 形 ) 上 的 复 癌 量 人 人 ,， 
C7*— EE 
| 7 (6.3.1) 
M 


类 似 于 实 向 量 从 上 可 以 定义 一 个 Euclid 内 积 , 在 复 问 量 从 (6.3.1) 上 也 可 以 定义 一 
个 Hermite 内 积 如 下 


< U,V>= Uv + 二 Un: Un, 


对 4 二 (un 二 (V1,… ,vn) EC 其 中 地 表示 z 的 复 共 斩 . 
令 (EE,7,M) 是 一 个 C" 从 , 并 且 具 有 一 个 Hermite 结构 . 记 


= {rs € B| rs EC" 是 zeM 的 向 量 , |rz| > 1}. 
则 从 (EE,7, M) 可 构造 出 一 个 新 的 C"” : 从 如 下 
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其 中 
Fil={repE'!|reC" (i |r|>1), 
Fi={v EP (vr =0, vre pr }. (6.3.3) 


根据 上 构造 的 复 癌 量 从 序列 (6.3.2), 可 以 构造 到 的 示 性 类 
cn_i(B') E HD(Bi-1,R) 是 Ei 的 Euler 类 . (6.3.4) 


为 了 将 (6.3.4) 的 上 同调 类 映 到 H*(M, R) 变 为 (6.3.1) 的 示 性 类 , 需要 纤维 从 
Ei. 由 (6.3.2) 和 (6.3.3) 可 知 , Bi 的 纤维 化 为 


根据 Gysin 序列 (定理 4.20), 


_» Hr+2—2n—2 (EG) _、 HR (BE'™”, G) TT H* (一 G) 


RN Hr+21—2n—1 《2 G) ,... 


可 以 推出 | 和 
mr*—1 Hp ,GG) _ HE <,G) 


是 同 构 . 依次 地 关于 (6.3.6) 应 用 Gysin 序列 可 得 


nr*—1 . H?2"- 2(p ?7G) _ H2n-21i (E' 1 ,GG), 
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对 所 有 1 < ; < i 都 是 同 构 , 当 7 =i 时 刀 = MM. 于 是 得 到 同 构 
T; 一 TF* 一 ; Hn (pi 1,G) — H*"-%(M, G). (6.3.7) 


从 (6.3.4) 和 (6.3.7) 可 构造 出 Chern 类 如 下 . 
定义 6.7 令 (E,7, MM) 是 流 形 M 上 的 Cn 从 , 则 下 面 上 同调 类 


| CBE) =n*_,(c(E"-i)) E HYi(M,R),, lg<ign, 


(6.3.8) 
ci(E)=0, 了 > 1 


定义 为 复 向 量 丛 (6.3.1) 的 Chern 类 , 其 中 ci(Bnr- 如 (6.3.4), zr*_, : 万 24(BT 
R) 一 H2i(M, R) 是 如 (6.3.7) 的 同 构 . 
下 面 的 形式 和 
c(E)=1+c(E)+:…+ cn(E) 


叫做 总 Chern 类 . 在 后 面 6.3.3 小 节 中 将 证 明 (6.3.8) 是 满足 定义 6.1 的 示 性 类 . 


6.3.2 ”Chern 数 与 Euler 示 性 数 


类 似 于 Stiefel-Whitney 数 ， 在 复 流 形 的 切 空 间 上 也 可 由 Chern 类 引入 Chern 
数 的 概念 . 令 M 是 一 个 紧 复 流 形 , 其 复 维 数 为 n, TM 是 M 的 切 从 , 它 是 一 个 C" 
从 . 记 

uM € Hon(M.,R) 


是 一 个 基本 下 同调 类 , 对 于 非 负 整数 


ri 十 272 十 … 十 nTn 二 nn 


以 及 Chern 类 (6.3.8), 可 定义 一 组 数 


chen 数 (6. 3.9) 也 可 用 另 一 种 等 价 形式 表达 


ci(TM) = (ci, (TM):: ci (TM), um) (6.3.10) 


其 中 了 = (人 ,处 ) 是 整数 m 


的 一 个 部 分 , 即 满足 
?1 十 … 十 伏 一 也 


的 一 组 正 整 数 (人 , bk ). 
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注 6.12 对 任何 复 流 形 M, 由 (6.3.9) 定义 的 Chern 数 是 一 个 整数 . 这 是 因 
为 (6.3.8) 的 Chern 类 也 可 在 整 系数 上 同调 环 瓦 *(M,Z) 上 进行 定义 , 所 得 的 Chern 
类 与 实 系数 的 完全 相同 , 即 在 包含 映射 下 ， 


Z 一 R! 诱导 的 同 态 H*(M,Z) 一 H*(M, RR)， 


将 整 系数 Chern 类 一 一 地 上 映 为 实 系 数 Chern 类 . 
对 于 切 空 间 TM 的 顶 Chern 类 cn,(TM), 即 TM 的 Euler 类 


cn(TM) = e(TM). (6.3.11) 


由 它 产 生 的 顶 Chern 数 等 于 M 的 Euler 示 性 数 . 
定理 6.14 令 M 是 一 个 紧 复 流 形 , 复 维 数 为 n. 则 M 的 项 


(cn (TM ), WM) 一 xX(M), 


这 里 x(M) 为 M 的 Euler 不 性 数 . 
注 6.13 ” 当 采 用 de Rham 上 同调 fH*%(M) 时 , TM 的 顶 Chern 类 (6.3.11) 是 
用 M 的 2n 形式 作 代 表 , 此 时 (6.3.12) 变 为 


(cn (TM), nM) = 几 wndz = x(M ), (6.3.13) 


其 中 w= Cn,(TM) = e(TM) 是 TM 的 Euler 类 . 
定理 6.14 的 证 明 令 A:M 一 AMxMM 是 对 角 映 射 . 


A*: H2"(M x M,R)— H?"(M,R) 


是 A 的 诱导 同 态 . 根据 注 6.5~6.6 和 (6.2.28), A* 将 H27(M x M, RRR) 的 对 角 上 同 
调 类 o = (a2") 映 成 M 在 M x M 中 法 从 NM 的 Euler 类 . 再 由 (6.2.48) 可 得 


根据 定理 6.10， 


这 里 {ei;} 构成 H*(M, R) 的 基底 . 于 是 有 
e(TM)= > (-1)"™ ei. ert. 
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等 式 两 边 取 内 积 便 得 


这 样 , 定理 6.14 得 证 . 
6.3.3” 复 Grassmann 流 形 的 上 同调 环 


为 了 证 明 Chern 类 (6.3.8) 是 复 向 量 从 上 如 定义 6.1 的 示 性 类 . 首先 需要 证 明 
复 Grassmann 流 形 Gu(Cece) 的 上 同调 环 "(Gn(C™), RR) 是 由 Chern 类 日 由 生成 
的 多 项 式 环 . 

定理 6.15 ”Gn(Cc) 的 上 同调 环 H"(G,(C™), R) 是 由 定义 6.7 构造 的 Chern 
类 cl(7n(C))…… ,cn(?yn(C)) 目 由 生成 的 多 项 式 环 , 并 且 在 这 m 个 生成 子 之 间 没 有 
多 项 式 关 系 . 
证 明 ”关于 使 用 归纳 法 来 证 . 
对 n==1, 有 CP” = Gi1(C™%). 我 们 知道 


CPicCCP’C...CCPCcC...CCP™. 
再 由 共 罗 结 构 ( 见 例 2.10)， 
CP’ 与 CP’ 是 CP5 的 一 对 共 斩 元 ， Vi,7 > 1 


由 上 同调 群 的 几何 化 定理 (定理 2.11), CP: 与 CPi 作为 共 斩 元 都 是 H*(CPi+i, RR) 
的 生成 元 , 即 
Qi 二 [CP] 是 HY(CP*, RR) (i < 上) 的 生成 元 . 


由 上 积 的 定义 (2.3.42)， 
Qi QQ; 一 CP’ * CP 一 [CCP 一 Qi 十 7 


这 就 推出 五 2(CP*, R)(i <) 的 生成 元 为 


Qi = Ql QQ1 = 01. 
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H"(CP”, RR) 是 由 五:(CPo , 尽 ) 的 生成 元 al = [CP 


自由 生成 的 多 项 式 环 , 即 对 任 6 e H"(CP™, RR)， (6.3.14) 


关于 结论 (6.3.14) 也 可 见 注 6.9. 再 应 用 al = e(71(CPI)) 是 CP! 上 规范 从 的 Euler 
类 这 一 事实 及 定义 6.7， 


ciTi(CP ) = cy(C)) = al 


于 是 (6.3.14) 便 是 所 要 求 的 n = 1 结论 . 
现在 考虑 n > 2 的 情况 . 考虑 Gysin 序列 区 


Hi(Gn) 3 Ht"(G,) > Hit? (yn (C)) 一 Hit1(Gn,) — 


其 中 ym(C) 是 7n(C) 中 |r| > 1 疝 量 构成 的 空间 , 同 态 


F(X ==Xnrl, r+ 为 r 在 XX 中正 交 补 . 
则 f 是 ni 一 让 一 Gil 的 投影 . 因而 诱导 一 个 同 构 
f° : H(Gn-1) oH (Yni(C)). 
于 是 Gysin 序列 变 为 
.Hi(Gn) cy Hit2 (Gn,) 全 万 计 2n(G 1) 一 Hit1(G,) — 


其 中 好 = f*-lon* 
需要 证 明 w* =f*-lon* 将 ci(yn) 映 到 ci(yn_1). 事实 上 , 由 定义 6.7, mr*(ci(yn))= 
ci(? 古 )， 另 一 方面 f : yni 一 Gn_1 显然 对 应 于 从 映射 下: 7 一 六- 再 由 后 面 
的 定理 6.16 可 知 (6.3.8) 定义 的 Chern 类 满足 自然 性 .因而 导出 f*(ci(Y"-!)) = 

ci(7Yai1)) Sl 
wy"* (ci(yn)) = f* on (ci(yn)) = ci(4n-1). (6.3.15) 


由 归纳 假设 , H*(Gn_1) 由 Chern 类 ci (yr_1),… ,cn-1(Yn-1) 目 由 生成 . 映射 
(6.3.15) 意味 着 w* 是 满 同 态 . 因而 上 面 序列 变 为 
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0 一 H'(G,,) Cs H+?"(G,,) 也 Hi't"(G,_1)—0 (6.3.16) 

从 (6.3.16) 可 推 知 
HG,) 之 万 人 (GT 当 i<0, (6.3.17) 


此 时 (6.3.15) 意味 着 当 上 < 2n 时 H*(G) 是 由 ci(yn),… ,cn_1(Ym) 自由 生成 . 进 
而 (6.3.16) 和 (6.3.17) 说 明 有 H"(G) 是 由 Chern 类 cl (yn),… ,cn(yn) 自由 生成 . 定 
理 证 毕 . 

下 面 证 明 (6.3.8) 的 上 同调 类 满足 示 性 类 的 目 然 性 与 Whitney 滋 积 公 陈 . 

定理 6.16 关于 (6.3.8) 定义 的 Chern 类 满足 下 面 性 质 : 

(1) 目 然 性 , 即 对 任何 从 映射 下 :一 EB' 有 


ci(E)= f*(ci(E)), 


这 里 f* 是 对 应 于 玉 的 映射 f : M' 一 M 谤 村 同人 态 . 
(2) Whitney 乘积 公式 , 即 总 Chern 类 满足 


cE@E)= cE).c(E), 


这 里 与 Bp' 是 在 公共 发 流 形 M 上 的 复 向 量 人 从. 
证 明 首先 证 明 自 然 性 . 关于 n 进行 归纳 证 明 . 由 于 Euler 类 是 自然 的 , 见 
6.1.4 小 节 中 Euler 类 基本 性 质 (1), 顶 Chern 关上 具有 目 然 性 \ 


cn(E)= f°*(cn(E)) 


对 于 n 一 1 维 Chern 类 
cn_1(E)= 7 (cn 1(E!)), (6.3.18) 
注意 到 从 映射 玉 : 忆 一 B' 可 诱导 一 个 映射 
fi:E 一 五 


使 得 有 对 应 于 一 个 EL 到 Ei+ 的 从 映射 有 : BL 一 Blt， 因为 cn_1(B1) 是 
= Bi 的 顶 Chern 类 , 由 归纳 假设 它 具 有 上 自然 性 ， 


cn_1( 五 -) 一 f*(cn_1(E")). (6.3.19) 
再 应 用 下 图 表 的 交换 性 
EF DE 
| (ik 
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从 (6.3.18) 和 (6.3.19) 便 推 得 Cn_i1( 上 ) = f*(C_1(B)). 依次 类 推 , 证 得 所 有 Chern 
现在 证 明 Whitney 乘积 公式 . 首先 证 明 唯 一 地 存在 一 个 n + m 元 多 项 式 


Frtm = Prtm(T1, Zn , Ym); 
使 得 对 任何 在 公共 流 形 M 上 的 C" 从 EE 与 Cm 从 E' 有 
cE@F)= Pm(C1(E),::. ,Cn(E),C1(E'),... ,Cm(E')). (6.3.20) 
令 下 面 投影 
ni: Gn(C) x Gm(C) o> Gn(C), rn: Gn(C) x Gn(C) — Gn(C). 
于 是 可 在 公共 流 形 G。x Gn 上 建立 C" 从 与 Cm 从 如 下 


Yn 一 Tl (Yn), 7 一 To (Ym), 


其 中 ww 与 yj 分 别 是 G, 与 Gn 上 的 规范 从 . 这 样 得 到 同 构 
Yn BN Nn X Nm. 


田 一 方面 , 由 Kiinneth 公式 


ci(Yn) 一 Ti(ci(yn))， ci(Ym) = Ti(ci(Ym)) 


自由 生成 的 多 项 式 环 . 因此 yl @ y2,， 上 的 总 Chern 类 可 唯一 地 表示 成 一 个 由 ci(2) 
和 cj(?2.) 构成 的 多 项 式 


c(7n 由 Ym) 一 Pr+rm(c1 (yn) | , Cn (Yn ;C1 (Ym); | , Cm(Ym))- (6.3.21) 


使 得 与 B' 同 构 与 f 写 g 的 拉 回 从 , 即 


Efr(Ym), 五 三 9 (Ym). 
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定义 映射 h: M 一 GxG， 为 


再 由 下 面 图 表 交 换 性 
M 
GG, x0 >On 
可 以 推出 


Prim(T1 Zn Ym) = (1+ri 二 十 Tn)(1 十 妇 十 … 十 Ym). (6.3.22) 
将 对 n 十 m 采用 归纳 法 . 假设 n,m>1 有 
c(Yt_1 BYS) = 1+e(y 1) t+ en iy 1)) (lt+ ey) + + cm(y,)). 


考虑 两 个 在 Gn_1 x Gm 上 的 C7 从 与 Cm 从 洲 _18el 与 沪 , 其 中 el 是 1 维 平 
凡 丛 . 由 (6.3.21) 及 6.1.1 中 基本 性 质 (3), 有 


Cc(4n1 中 E Ym) = Prmlc1, 7 , Cn—1, 0,c1) | ) Cn ) 
=c(Y_1 DY) 
一 (1 十 C1 十 … 十 Cn_1)(1 十 C1 十 十 Cm)， 


其 中 6; = ci(X1_1),o; = cj(%2.). 从 上 式 得 到 下 面 同 余 式 


已 mn(Z1 Zn Ym) 一 (1 二 ZI 十 十 Zn)( 十 1 十 … 十 rr) (mod zn ). (6.3.23) 


户 mLZ1 ) Cn UL , Ym ) 一 (1 十 Tl1 十，…: + Zn)(1 十 Wi 十 十 Ym) (mod Ym ). 
(6.3.24) 
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两 个 多 项 同 余 式 (6.3.23) 和 (6.3.24) 意味 着 已 ,一定 是 如 下 形式 


+m(Z1 Zn 1 二 (1 十 ZI 十 … 十 Zn 儿 L 十 1 十 十 ym) 十 DZnZm (6.3.25) 


对 某 个 多 项 式 心 . 由 于 dim Frm(lci(Yn),*** ,Cn(Yn), cl Ym), ,Cm(Ym)) = 2(n+ 
m), 因而 有 dim (pen (Tn)em (rm)) = 2(n + m). 这 意味 着 p 是 一 个 实数 . 
此 外 , 由 Euler 类 基本 性 质 (4)( 见 6.1.4 小 节 )， 


Cn+m(Yn OD Ym ) 一 Cn (Yn ) . Cm (Ym)- (6.3.26) 


再 由 (6.3.26) 可 知 p = 0. 于 是 证 得 公式 (6.3.22). 定理 证 毕 . 
6.3.4 ”一些 Chern 类 的 计算 


自然 地 , 需要 考虑 一 些 特殊 复 向 量 从 Chern 类 的 计算 问题 . 首先 考察 一 个 复 回 
量 丛 与 它 的 共 斩 从 之 间 Chern 类 的 关系 . 

令 五 是 M 上 一 个 Cn" 从 . 它 的 共 斩 丛 巨 被 定义 为 是 这 样 的 复 同 量 从 , 它们 的 
内 在 实 同 量 从 相等 ( 当 不 考虑 定 网 时 )， 


ER 一 En, 


然而 它们 具有 相反 的 复 结构 , 即 老 


换 句 话 讲 , 已 是 将 五 的 复 结构 进行 反 回 
(Z1 + yi ,Tn 十 和 nm (y+ zi, ,Tn + iyn). (6.3.27) 


一 般 情 况 下 共 斩 丛 忆 与 互 不 同 构 , 并 且 有 如 下 结论 . 


作为 共 斩 丛 已 上 纤维 下 内 在 实 空 间 Fr 的 基底 . 显然 , 这 两 个 基 尺 由 矩阵 4 相关 
联 , 即 5 = 45 这 里 


0 1 0 
1 0 
A= 
0 1 
0 1 0 


显然 
”| -1， 当 n= 奇数 ， 
st 4={ 1 当 n= 偶数 


这 表明 ER 与 Er 作为 定 同 从 时 ， 


ER 与 Br 有 相反 定 同 ， 当 n= 奇数 ， 
PR 与 Br 有 相同 定 同 ， 当 n= 偶数 . 
由 Euler 类 基本 性 质 (2)( 见 6.1.4 小 节 ), 立刻 得 到 顶 Chern 类 


cn(E) = (-1)"cn(E). 


对 于 < m, 根据 (6.3.4) 和 (6.3.8), 同样 地 可 推出 


ck(E) = (-1)cx(E). 


于 是 定理 得 证 ， 
万 的 共 瑟 丛 忆 是 同 构 于 忆 的 对 侦 从 ， 


b ~ Hom (E,C). (6.3.28) 
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这 里 Hom (E,C) 与 BB 具有 相同 底 空 间 M, 而 对 应 于 五 的 纤维 是 FF 的 复 对 侦 
宇 间 Hom (已 C), 即 


FrF~C”*—E Hom (FF,C) 一 Cn 一 了 om (E,C) 
| | 
M M 


用 X 来 代表 工 , 则 
Hom (F,C)= {zzeEr}. 


容易 看 出 iz 忆 z 是 保 复 结构 的 . 因此 具有 (6.3.28) 的 同 构 关系 . 
现在 考虑 复 投 影 空 间 CP" 切 从 TCP" 上 Chern 类 的 计算 . 在 (6.2.57) 中 看 到 
TCP" 上 的 总 Stiefel-Whitney 类 为 


wTCP”) = (1 十 a)7? 二 a € H’(CP", 2,). 


同样 地 , TCP" 上 总 Chern 类 也 有 这 种 公式 . 
定理 6.18 ” TCP" 上 的 总 Chern 类 为 


cTCP")=(1+oan+ a EH’(CP",R) 是 一 个 生成 元 . 


实际 上 a = -ci(8) 是 CP 上 规范 线 从 yi 的 负 顶 Chern 类 . 
证 了 明令 滩 =m(C"+t1) 是 CP 上 的 规范 线 丛 , yi (C"+!) 是 yi(C") 的 正 交 
补 , 使 得 田代 是 CP" 上 的 平凡 从 ， 


Yi(CP+1) @ yr (Ct) = CP? xCn+ (6.3.29) 


不 难 证 明 
TCP" ~ Homc(%), Yi). (6.3.30) 


为 了 证 明 这 一 点 , 不 妨 令 C"+1 中 穿 过 原点 的 复线 1 为 1 = (z4,0,… ,0), 则 


(6.3.31) 
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此 时 工 在 Ci xC" =C"+l 中 的 图 像 就 是 与 2 直线 ! 不 垂直 的 复 直 线 , 见 图 6.3 所 
示 . 于 是 Homc(l, 由) 可 视 为 ! 在 CP" 的 一 个 邻 域 0,U 是 由 所 有 作为 (6.3.31) 在 
C"+1 中 图 像 的 复 直 线 工 构成 . 这 个 事实 说 明 复 线 1 的 切 空 间 TICP?" 与 Homc(l,1-) 
同 构 , 因而 有 (6.3.30) 的 同 构 . 


6.4 Pontrjagin 类 


6.4.1 R" 从 的 实 系 数 示 性 类 


空间 , 即 R* @C = Cn 是 nn 维 复 空间 . 利用 这 个 复 化 手段 , 可 以 将 一 个 实 同 量 从 
(E,7, AM) 进行 复 化 ， 


FF~R*T— EE FOC~C*—o EWC 
| | 
M AI 


EB 的 复 化 空间 EB @ CC 也 可 以 表达 成 


E@C={(z,rs)| TE Mr EF.BC, 是 Eb 在 z 所 纤 维 }. 
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注意 到 |， 每 个 元 素 zeE ER@C 可 唯一 地 表达 成 2 == 工 十 2y, TY EF. 因而 下 的 复 化 
空间 下 @C 可 写成 直 和 分 解 


Fo@OC=F@1irF. 


这 就 推出 
E®QC~Ee@iE, (E®Cra~Ee@rh. 


关于 Rn 从 五 的 复 化 空间 有 如 下 同 构 
EQ®QC~E®C, (6.4.1) 


即 EE@C 与 它 的 共 轿 从 同 构 . 这 是 由 于 E88C = Ee@iB, 因而 对 应 z 十 刻 王 并 一 刘 
将 五 @C 同 构 地 映 到 8@C ~ C,C 为 C 的 共 思 e. 

实 同 量 从 互 上 的 Pontrjagin 类 就 是 的 复 化 空间 EA @C 上 的 Chern 类 , 其 
定义 如 下 . 

定义 6.8 令 万 是 一 个 R" 从 , EB @C 是 它 的 复 化 空间 , 则 总 Pontrjagin 类 


=1++ci(E®C)+:.…+cn(E YC), (6.4.2) 


其 中 Bb.(B) = ci(E 8C) EH*(M,R) 称 为 Pontrjagin 类 . 
考察 Pontrjagin 类 的 一 些 基本 性 质 . 
基本 性 质 1 ”Pontrjagin 类 满足 自然 性 与 Whitney 滋 积 公式 , 即 


p(E@EF')=p(E):.p(E'). (6.4.3) 
自然 性 是 显然 的 . 而 公式 (6.4.3) 是 由 


(EDVW)OC=EOCOK®C, 


基本 性 质 2 ”奇数 维 Pontrjagin 类 为 零 ， 
bi(E), Ba(E), ::., parti(E)=0. (6.4.4) 


这 是 因为 (6.4.1), 有 
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而 由 定理 6.17 有 
cE®C)=1—-c(EBC+eoe(EOC+:++ -1 (bE ®C). 
CESC)=1+ca(E8C+:..+cn(E QO) 
便 得 到 


这 便 得 到 (6.4.4). 
为 了 方便 , 今后 总 是 记 Pontjagin 类 为 


Dp; (E) 一 (一 1)7 方 2 一 (—1)? e2; (E 9 C) C HY (M, R). (6.4.5) 


总 Pontrjagin 为 


p(E)=1+p1(E)+:.:+pn(E), pr(E)=0, 当 k> 2 (6.4.6) 
这 里 需要 注 明 一 下 , 按 (6.4.5) 方式 定义 的 总 Pontrjagin 类 (6.4.6) 仍然 满足 习 
积 公式 (6.4.3) 


基本 性 质 3 对 任何 Cn 癌 量 从 , 它 的 内 在 实 化 从 ER 的 Pontrjagin 类 
pj(BR) = c2j(BR @C) 由 下 面 公式 决定 


Pk(ER)= ck (FE)— 2ck_1(E)ckgr1(E)++ 
+(-1)°t2c1(E)c2r-1(E) + (—1)"2c2k(E). (6.4.7) 


公式 (6.4.7) 是 由 下 面 同 构 天 系 决定 的 
Er®@CEO bE. 


这 里 略 去 它 的 证 明 . 根据 这 个 关系 , 有 


事实 上 , 由 定理 6.18 有 
c(TCP")= (1+a)"t!, cTCPn) = (1 一 on)?+1. 
从 而 由 (6.4.8) 可 知 
c(TCP"):c(TCP")= (1+0"™ (1- 0" =(1-a)™. 


这 便 得 到 (6.4.9) 和 (6.4.10). 
根据 (6.4.9), 给 出 一 些 CP" 的 总 Pontrjagin 类 如 下 . 为 了 简单 , 这 里 用 p(CP") 
记 为 p((TCP")R). 


(6.4.11) 
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这 样 , 便 得 (6.4.11). | 
基本 性 质 6 令 G, = Gn(R%”) 是 R% 中 所 有 可 定 问 nn 维 实 线 性 空间 构成 的 
Grassmann 空间 . 则 有 如 下 定理 


p1(Yn), 四 pn (Yn) 和 e(Yn); 


其 中 也 是 C。 上 的 规范 Rn 从 , 并 注意 到 pix(3%s) = 0 当天 > > 及 Euler 类 
e(4n)= 二 0 当 n = 奇数 . 

证 明 ”与 定理 6.15 的 证 明 是 类 似 的 , 关于 nn 进行 归纳 证 明 . 对 n= 1,G1(R*) = 
Sk-1. 念 上 一 o0 了 驶 推出 


H*(G1,R) = H*(-, R)， . 表示 一 点 . 


因此 定理 对 n = 1 成 江 . 
假设 定理 对 n 一 1 > 1 成 立 . 就 如 定理 6.5 的 证 明 那 样 , 对 于 实情 况 也 有 正 合 
序列 / 


cy Hiti(G,, R) 一 (6.4.13) 


其 中 e = e( 和 3) 代表 Euler 类 , 环 同 态 w* 就 如 (6.3.15) 那样 将 加 的 Pontrjagin 类 
映 到 Yn—1 的 类 ， 即 


W (pk(Yn)) = PE(3n 一 1 (6.4.14 


当 n= 2m 为 偶数 时 , 由 假设 五 "(G,_1, R) 由 Pontrjagin 类 张 成 (此 时 Euler 
类 e( 和 -1) = 0). 故 (6.4.14) 意味 着 %* 是 满 射 . 因而 (6.4.13) 变 成 短 正 合 序列 


0 一 Hi(Gn, R) > HT"(G,, R) — Hit"(Gn,_1, R)— 0. (6.4.15) 


正如 定理 6.15 的 证 明 一 样 , 从 归纳 假设 及 (6.4.15) 便 证 得 H"(G,, R) 是 由 pi (jn),……， 
pn (yn 和 e 自由 张 成 对 n= 2m. 
当 n= 2m 十 1 是 奇数 时 , Euler 类 e( 入 ) = 0. 此 时 (6.4.13) 变 为 


0 一 Hi(Gymi1, R) > Hi(Gonm, R) — Hi-2™ (Gm, R) — 0. (6.4.16) 


从 这 推出 
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也 
民 |P1， ,Dr | C 万 (Gom,R) 


尼 [pi ,pm] = YY*(H’ (Goma+1, R)). (6.4.18) 
由 (6.4.17), 推出 
Ripi, , pm C UM (H™ (G2m+41, R)) 
它 意 味 看 
dim R* [fp ,pm] < dim H*(Gom41,R), Vk>0. (6.4.19) 


由 归纳 假设 易 知 , 对 任何 a e Hi(G2nm, R),a 可 唯一 表达 为 


Qa=fP+e:.pB., BEeR Ip1,* , pm| ， B' € BRI’™ pi,:- , pm]. 


类 似 于 前 面 的 Stiefel-Whitney 数 和 Chern 数 , 也 可 引入 Pontrjagin 数 这 一 重 


21 十 … :十 ?7 一 也. 


n 的 所 有 部 分 了 个 数 称 为 n 的 部 分 数 , 记 为 p(n). 
令 Ma 是 一 个 4n 维 光 滑 紧 流 形 . 定义 M4? 上 的 Pontrjagin 数 如 下 . 
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叫做 M4 上 的 指标 工 的 Pontrjagin 数 , 它们 都 是 整数 . 

每 个 M4n 都 有 p(n) 个 Pontrjagin 数 , 它们 能 够 很 好 地 反映 流 形 M4 的 一 些 
特性 . 特别 是 如 定理 6.7 那样 , pr(M 舌 ) 能 完全 表征 M4" 的 配 边 特性 . 下 面 就 来 闻 
述 这 个 问题 . 

对 于 一 个 可 定 问 流 形 M, 用 -M 表示 M 的 反 定 问 , 用 + 号 表示 两 个 流 形 的 
不 交 和 ， 

定义 6.10 ”两 个 n 维 紧 流 形 M 和 M' 称 作 定向 配 边 的 , 或 叫做 属于 同一 个 
定 问 配 边 类 , 如 果 存 在 一 个 n 十 1 维 紧 定 向 的 带 边 流 形 N 使 得 


ON = M+(-M'). 


显然 , 定 问 配 边关 系 其 有 : 

(1) 自 反 性 , 即 MY 与 自己 配 边 , 0(M x [0,1) = M+(-M); 

(2) 对 称 性 , 即 者 M 与 M' 配 边 ， 则 M0 也 与 MM 本 过 

(3) 传递 性 , 若 M 十 (-M') = 0X,M’'++(-M”)=6Y, 则 与 Y 在 M' 进行 
粘 接 所 得 流 形 N = X#xMrY7 就 是 以 M 与 M7 为 边界 , 即 ON = M + (-M"). 

因此 , 关于 可 定 问 紧 流 形 可 形成 定 癌 配 边 类 . 记 


= 所 有 n 维 紧 流 形 M 的 定 辣 配 边 类 [M1]. 


则 在 加 法 十 的 运算 下 ， 
M+M'|={[M]+{[M"], 


Q 构成 一 个 可 交换 的 加 法 群 , 它 的 零 元 素 
M]=0 台 VM'e [M], 存在 一 个 可 定向 紧 带 边 流 形 N 使 得 ON = M'. 
进一步 , 在 流 形 的 乘积 运算 下 ， 
Mr?, Mr .> Mr x Mm 
在 Q 中 产生 一 个 乘积 运算 


M1}, [M2] [MY] x [M2 = [MY x Mz]. 


这 样 , 定 问 配 边 群 序列 


0 = {0, 01, 02, } (6.4.22 ) 
具有 一 个 环 结 构 , 称 作 定向 配 边 环 . 这 个 环 具 有 一 个 乘法 的 双边 单位 元 


1 € Qo0， 1=[] 由 一 个 单 点 构成 . 
此 外 , 作为 定向 流 形 , 乘积 运算 具有 My x Mm™ = (-1)”"mMm x M7?. 因而 
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dl 


Mi] x [Mz] = (LU |] x [M1]. (6.4.23) 


这 样 , 由 (6.4.22) 给 出 的 定向 配 边 环 在 (6.4.23) 意义 下 是 一 个 可 交换 环 . 

用 类 似 于 定理 6.7 的 方法 可 以 证 明 下 面 结论 . 

定理 6.20 (Pontrjagin) ”车 M4 是 一 个 紧 定向 (4n 十 1) 维 带 边 流 形 的 边界 ， 
那么 所 有 Pontrjagin 数 为 零 ， 即 


pi(M®") = (pi (TM™™) pi, (TM), pmn) = 0, 


对 所 有 m 的 部 分 了 = (位 ,ir). 因而 , 者 Mf" 与 Mz" 是 属于 同一 定 问 配 边 类 ， 
则 对 应 的 Pontrjagin 数 相等 ， 


pI(M#"7) = pr(Ms")， Vn 的 部 分 工 


在 下 一 小 市 将 看 到 该 结论 的 逆 定 理 也 同样 成 立 . 
作为 一 个 例子 ， 考察 复 投 影 空间 CP2 的 Pontrjagin 数 . 由 (6.4.10), 对 n 的 任 
一 部 分 1 = 《5 , 07 


pri(CP”") 一 (Di 7 MCPp2n) 


2n 二 1] 2n 十 二 D 
一 . | . (a , LC P27 ) 
1 tr 


_ | nt! | .. | nt ) z (6.4.24) 


因此 , 由 定理 6.20 可 以 知道 CP2" 不 能 够 作为 任何 2n + 1 维 可 定 巾 紧 市 边 流 形 的 
边界 . 然而 , 对 于 CP2n"+1 情况 就 不 同 了 . 事实 上 , 每 个 CP2+1 都 是 茶 个 市 边 紧 定 
问 流 形 的 边界 . 


px(T(Mi++ M2)) = pr(TMi + TM;2) = pir(TMi) + pr(T Mo). 


因而 Pontrjagin 数 满 中 


pI(Mi 十 Mo) = pIi(Mi) + pIi(Mo). (6.4.25) 
从 定理 6.20 及 (6.4.24)~(6.4.25) 可 以 推 得 下 面 结论 ， 
Qan = Z@.…@Z 不 含有 限 子 群 , 并 且 kk 之 1. (6.4.26) 


k 


然而 结论 (6.4.26) 对 于 Qnm(m ## 4n) 不 成 立 . 下 一 小 节 将 要 介绍 的 Thom 配 边 定 
理 关 于 配 边 环 Q, 给 出 较为 完整 的 知识 . 


6.4 Pontrjagin 类 : 515 . 


6.4.3 ”Thom 配 边 理论 


这 一 小 和 主要 介绍 Thom 配 边 定理 ， 该 结果 可 以 认为 是 Pontrjagin 示 性 类 理 
论 应 用 的 一 个 辉煌 成 果 之 一 . 

定理 6.21 (Thom 配 边 定理 ) ”关于 定 问 配 边 环 0 的 群 结构 , 有 如 下 结论 : 

(1) 当 m= 4n 时 , Q4n 是 由 所 有 下 面 乘 积 流 形 


CP x...xCP?r  (i 十 :十 条 一 刀 ) (6.4.27) 
目 由 生成 的 交换 群 , 换 句 话说 ， 
Nn 之 ZO@:…@Z， 二 p(n) 为 n 的 部 分 数 . (6.4.28) 
一、 一 一 


k 


(2) 当 m 关 4 时, 9%, 是 有 限 群 , 并 且 


Nn =2Z2B...BZ, k>0. (6.4.29) 
k 


这 里 只 有 当 m=1,2,3,6,7 时 k=0 ( 即 0; =0), 而 对 所 有 其 他 的 mm 大 >1(Q 0). 
” 注 6.14 在 Thom 的 工作 中 , 定理 6.12 的 结论 (2) 中 仅 证 明了 Q,, 是 有 限 群 . 
而 更 精细 的 其 他 结论 是 由 Wall 证 得 22. Wall 的 定理 说 , M" 是 一 个 可 定向 配 边 的 
宛 要 条 件 是 所 有 Pontrjagin 数 (对 n = 4k) 和 所 有 Stiefel-Whitney 数 (对 nn 4%) 
为 零 . 注意 这 里 与 定理 6.7 的 差别 , 在 那里 Mn 仅仅 要 求 是 可 配 边 , 从 Wall 的 结果 
便 可 得 到 (6.4.29). 

注 6.15 定理 6.21 的 意思 是 说 , 所 有 m = 1,2,3,6,7 维 的 可 定 回 紧 流 形 M 
一 定 是 可 定 问 带 边 紧 流 形 的 边界 , 任 一 个 M = 4n 维 紧 定 回流 形 M 或 者 是 一 个 定 
加 边界 , 或 者 与 某 个 (6.4.27) 的 紧 流 形 可 定 回 配 边 , 而 对 其 他 的 m 维 紧 流 形 ， M 或 
者 是 可 定 问 边界 , 或 者 M 单独 不 是 定 癌 边界 , 但 是 它 的 两 个 不 交 和 M + M 部 是 
一 个 定 问 边界 . 

定理 6.21 的 证 了 明 大 意 ”该 定理 的 关键 就 是 证 明 存 在 一 个 映 峰 


其 中 这 = 裕 (R"1*) 是 Gr(RN+t*) 上 规范 从 , G(RN1*) 是 RN+* 中 定向 R* 的 
Grassmann 流 形 , ( 洲 )1 是 这 中 所 有 |r| > 1 问 量 构成 的 空间 . 
假设 (6.4.30) 成 立 . 考虑 下 面 Serre 关于 Hurewicz 定理 的 推广 . 


对 任何 < 2k 一 1 是 一 个 同 构 . 


(6.4.31) 
p(m) 为 m 的 部 分 数 , 从 (6.4.30) 和 (6.4.31) 可 推出 结论 
9 = 有 限 群 , 当 nn 冯 4m 时 ， 
Qs =Z6B.BZ Sn (6.4.32) 
k 


注意 , 在 得 到 (6.4.32) 第 二 个 结论 时 , 用 到 (6.4.26). 再 由 Wall 的 结果 ( 见 注 6.12)， 
从 (6.4.32) 第 一 个 结论 便 得 到 该 定理 的 结论 (2). 

现在 只 需 证 明 (6.4.30) 及 > p(n) 在 (6.4.32) 中 

在 (6.4.30) 的 同 态 中 ,下面 引 理 起 到 基本 作用 . 

引 理 6.1 ”任何 映射 1 : S™+* 一 Q(3 洲 ) 都 同 伦 于 一 个 映射 


g: 5" —» Q(T ) 
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该 引 理 的 证 明 是 技术 性 的 , 这 里 省 去 它 的 细节 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 文献 [22] 
的 定理 18.6. 

利用 该 引 理 证 明 (6.4.30) 的 满 同 态 ， 令 Mn 是 一 个 n 维 紧 定 向 流 形 ， 由 
Whitney 髓 入 定理 ，M" 可 骸 入 到 某 个 R*+* 中 . 由 管 形 邻 域 定理 (定理 1.17)， 
M" C Rn+e 的 一 个 邻 域 U 与 M" 的 法 从 同 构 


U ~~NM?" 是 一 个 R* 从 . 
有 一 个 上 自然 的 从 映射 
UNM NR) CNR YT), Nn. 


再 与 下 面 规范 映射 复合 


得 到 一 个 映射 
g: U — QF ), (6.4.33) 


oS 


(6.4.34) 


再 应 用 上 面 引 理 , 映射 (6.4.34) 意味 着 满 同 态 (6.4.30). 
最 后 , 证 明 (6.4.32) 中 的 大 > p(n), p(n) 为 nn 的 部 分 数 . 由 定理 6.20， 这 实质 
上 了 吏 是 证 明 下 面 矩 阵 是 非 奇 弄 的 


((pa Di (T(CP27 x ... x CP25:)), 17)), (6.4.35) 


hn=3, =(,2), =(,1,1). 
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此 时 (6.4.35) 可 写成 


pri (Mz1,) pri (M1,) pl (Mi,) 
DI» (Mr,) pl (Mi,) gp (Mi,) ; (6.4.36) 
pra(Mn) pr(Mrs) Pr(Maz,) 


其 中 Mi = CP271 x .… x CP27s 对 于 J = (7 … ,js),pI(MJ) 是 MJ 关于 指标 为 了 
的 Pontrjagin 数 . 

矩阵 (6.4.35) 的 非 奇 异性 结论 是 归于 Thom 的 工作 , 它 是 经 过 将 Pontrjagin 数 
重新 排列 证 得 . 痛 先 看 到 


TICP21 x ... x CP2:)=TCPY! x... x TCP”: 
~ri(TCP™Y:) @...@ NA (TCP™Y:), 


那里 zo: CP271 x ... x CP2is -> CP27 是 投影 . 由 


其 中 工 是 的 部 分 . 这 里 没有 符号 是 因为 Pontrjagin 类 都 是 偶数 . 

从 (6.4.37) 可 看 出 , 若 ”的 部 分 I 不 能 分 解 成 二,… ,js 的 子 部 分 五 …… ,到 
则 pr(M7) = 0. 因此 , 能 够 关于 (6.4.35) 作 一 个 排列 , 就 如 (6.4.36) 那样 , 使 得 该 元 
阵 为 下 三 角 和 矩阵 , 即 所 有 位 于 上 三 角 的 矩阵 元 为 零 . 再 由 (6.4.24) 可 知 , 对 和 角 元 


- 27) 十 ] 2i1 十 1 
pr(M')=2, >》 | ke ) ) 


/一 1 ki 十 … 十 ki 二 1 


是 非 零 的 , 这 便 推 知 (6.4.35) 是 一 个 非 奇 异 矩 阵 , 这 就 意味 着 (6.4.28) 成 立 . 因而 定 
理 得 证 明 . 

注 6.16 ”从 Thom 配 边 定理 立刻 可 以 得 到 定理 6.20 的 逆 定 理 . 换 句 话说 , 一 
个 紧 定 向 的 4n 维 流 形 M4 是 一 个 定向 边界 的 充 要 条 件 就 是 它 的 所 有 Pontrjagin 


6.4 Pontrjagin 类 “ 919. 


最 后 , 没有 证 明 地 列 出 一 些 配 边 群 Q, 的 计算 结果 


ni =Z MZ N=Z8Z N=Z0Z9Z, 
ni =Z4Zd9Z9Z92Z No=ZOZOZOZOZOZOZ. 


此 外 有 
5 =22, loo=Z BL, Uo0=Z2, M1 三 2. 


6.4.4 ”Hirzebruch 符号 定理 


实际 上 , 示 性 类 的 数学 价值 还 体现 在 它们 的 多 项 式 组 合 , 通过 这 些 组 合 可 揭示 
出 流 形 的 一 些 拓扑 性 质 . Hirzebruch 符号 定理 吏 是 其 中 一 例 . 在 正式 进入 主题 之 前 ， 
先 简 要 介绍 一 下 什么 是 符号 定理 . 

为 了 方便 , 使 用 de Rham 上 同调 群 H%(M). 令 M4 是 一 个 4n 维 紧 定 问 流 
形 . HH;%(Mr) 上 的 内 积 给 出 一 个 双 线 性 函数 


J: HIr(M”) x HAP(M”") 一 R., (6.4.38) 


定义 为 


因为 dim w = dim 7 = 2n 是 偶数 , J 是 对 称 的 J(w,7) = 
侦 , 7 是非 退化 的 , 即 


J(w,7)=0, VvreHF(M”") © w=0. 


由 于 万 好 (Mn) ~ Rm,m = fon 是 M7 的 2n 维 Betti 数 . 因此 双 线 性 形式 (6.4.38) 
对 应 于 一 个 m x m 阶 非 退 化 实 对 称 滤 阵 


该 矩阵 只 依赖 于 H2?(M47) 基底 的 选取 , 然而 它 的 特征 值 与 基 展 无 天 . 因此 我 们 在 
M4 上 定义 一 个 整数 
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sign M”“" = J 的 正 特征 值 数 一 负 特 征 值 数 ， (6.4.39) 


称 作 M 的 人 符号. 所谓 Hirzebruch 符号 定理 是 说 ， 存 在 一 个 由 M 血 切 从 上 的 
Pontrjagin 类 p;(TM 和 1) 组 成 的 4n 维 齐 次 多 项 陈 
Ln(p1,** ,pn) € HP (M’™”), 


使 得 
sign M”"? = / Ln(p1,.:* ,Pn)d7. (6.4.40) 
M4n 


特别 地 , 这 个 多 项 式 Zn 的 表达 式 是 可 计算 的 .下 面 要 介绍 的 内 容 吏 是 围绕 公式 
(6.4.40) 展开 , 目的 是 找 出 多 项 式 Lx (pi1,:… ,px). 
回忆 总 示 性 类 的 基本 特性 . 令 


a(M)=1+ai+t+as+:..€EH’"(M,G) (6.4.41) 


是 切 从 TM 上 的 某 个 总 示 性 类 (Stiefel-Whitney 类 、Chern 类 , 或 Pontrjagin 类 的 


某 一 个 ). 由 
T(M x MD = (TM)@ (TM 


及 Whitney 乘积 公式 知 , (6.4.41) 的 总 类 满足 


a(M x M')=a(M).a(M') 
二 (1 十 Qi 十 Q2z 十 …):(1 十 Qi 十 Qo 十 …) 


二 1 十 (Qi 十 Qi) 十 (GQ2 十 Q1Q1 十 Qo) 十 …. (6.4.42) 
现在 希望 找到 关于 示 性 类 a; 的 其 他 多 项 式 表达 , 即 找 到 
K(a)=1+ Ki(ai)+ Ko(Q1,02) + Ka(Q1, 02,03) 二, (6.4.43) 


(1) 每 个 Kia(Q1,.… ,Qim) 是 关于 示 性 类 a 的 km 维 齐 次 多 项 式 
Kn(ai,* ,am) E HT(M,G), k= dim al. 
(2) K 具有 乘积 性 质 ， 
K(a:a)= K(a):. K(a'). (6.4.44) 


这 种 (6.4.43) 的 多 项 式 Kmn(m = 1,2,:…) 叫做 一 个 多 项 式 乘 法 序列 . 
显然 (6.4.41) 就 是 特殊 的 多 项 式 乘 法 序列 , 这 里 天 (al ,am) = am 它 满 
足 的 (6.4.42) 就 是 (6.4.44) 的 乘积 性 质 . 
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下 面 的 构造 方法 告诉 我 们 , 对 应 于 每 一 个 指数 级 数 


f(z) 一 1 十 bz 十 bor” 十 bar’ 十 .*……， b; € Cr， (6.4.45) 
了 众 一 地 存在 一 个 多 项 式 来 法 序列 {Km} 满足 
K(1 + 7) = f(z). (6.4.46) 


这 里 已 将 K, 作为 不 定 变量 cl ,am 的 m 齐 次 多 项 式 来 看 , 其 中 aj; 视 为 阶 数 
为 7 的 不 定 变 量 . 

构造 如 下 . 假设 (6.4.43) 的 多 项 式 K(a) 满足 (6.4.44) 和 (6.4.46), 即 对 (al …… ， 
am) = (z,0,…… ,0) 有 


其 中 每 个 zj 都 是 阶 数 为 1 的 不 定 变量 , am 为 m 齐 次 对 称 多 项 陈 ， 


Q1 二 I1 十 TI2 十 十 Im， 


Q2 = TY172 十 ZI173 十 … 十 Zn-1Zn = 》 Lidj) 


Qn = Z1 Tn. (6.4.47) 


则 由 假设 


该 等 式 的 左边 K(a) 为 


K(a)=K((1+7x1):…(1+7zn)) = K(l+al+o2 + 二 + Qn) 
一 ] + Kil(ai) + K2(Q1, 02) 十 …… + Kn(Q1,: , Qn )， (6.4.49) 


其 中 aj(1 < jn) 是 由 (6.4.47) 给 出 , Kj(Q1,:… ,Qj) 为 待定 的 j 齐 次 多 项 式 . 等 
式 (6.4.48) 的 最 后 一 项 由 (6.4.45) 可 展开 为 


f(z1)::…: f(zn)=(1+ orit+ baro tt ): (1 brn + born 十) 
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其 中 也 (ai,… ,ax) 是 由 (6.4.47) 的 基本 对 称 多 项 式 a; 表达 的 齐 次 多 项 式 . 
(6.4.50) 的 左边 只 所 以 能 够 表达 成 等 式 右边 的 形式 是 因为 它 关 于 xz1,:… ,zn 是 对 称 
的 , 而 对 称 多 项 式 的 数学 定理 说 , 任何 x1,… ,zr 的 天 齐 次 多 项 式 可 用 (6.4.47) 的 
基本 对 称 多 项 式 表达 . 

现在 , 从 (6.4.48)~(6.4.50) 可 得 到 希望 的 K;, 为 


Km(Q1,:.… ,OQm) = Fm(Q1,: ,Qn). (6.4.51) 


关于 (6.4.50) 进行 计算 , 给 出 m < 3 的 Kn 表达 式 


Ki(ai)=01a1, 
K,(a1, Q2 ) 一 (0 一 202 )Q2 十 boQ1 , 
Ks3(aQ1, Q2,， Q3 ) 一 (by 十 0010。 一 6b3 )Q3 十 (b1b2 -一 3b3 )Qlaz 十 basa . 


由 于 K(a) 是 按 (6.4.48) 的 乘积 方式 产生 , 故 


上 面 的 讨论 可 总 结 成 下 面 结论 

定理 6.22 令 f(z) 是 如 (6.4.45) 的 给 定 指数 级 数 , 则 存在 唯一 系数 在 群 G 
的 多 项 式 乘 法 序列 K(a) = 1+ Ki(ai) 十 Ko(Q1,Q2) 十 …, 使 得 K(l1 十 x) = f(zx). 
此 时 天 由 (6.4.51) 确定 . 

对 于 一 个 给 定 的 多 项 式 乘 积 序 列 入 (ai ,am), 可 以 在 紧 定 问 流 形 M 上 定 
义 K 亏 格 KIM] 的 概念 . 这 种 概念 在 指标 理论 中 被 证 明 是 非常 有 用 的 . 

定义 6.11 令 M4 是 一 个 4n 维 可 定 问 紧 流 形 , Kn 是 一 个 多 项 式 习 法 序列 . 
则 下 面 的 实数 称 作 M4? 的 KK 亏 格 并 [AM 各] 


KI[M’"| 一 (Kn (p1) , Pn ), LM)) 


其 中 Dj = pi (TM®") 是 第 7 个 Pontrjagin 关 ， LM 是 M4 的 基本 类 . 
类 似 地 , 对 于 nn 维 复 流 形 M 可 定义 K 亏 格 为 


K[M| = (Kn(c1,* ,Cn), HM); 


这 里 cj = cj;(TM) 的 第 了 个 Chern 类 . 
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作 了 上 述 准 备 后 , 现在 吏 可 以 话 细 介绍 Hirzebruch 符号 定理 . 给 出 下 面 指数 


5 691 7 3617 
B:.=—, B=—- B=-, B=——. 
9 72730”  ' 6 ?510 


在 Hirzebruch 符号 定理 中 的 工 亏 格 就 是 对 应 于 (6.4.52) 的 多 项 式 乘法 序列 
{Lm} 产生 的 亏 格 . 工 乘法 序列 前 四 项 为 


Li 一 了 1 
L2 = (7 1 ) 
2 一 45 D2 D1)) 
] 2 
Ls = ga5 (62p3 — 13p2p1 十 2p1), 
1 
— 、. _ 1 2 D9 2 4 
4 14175 (381p4a 71p3pi 9p3 十 “4D27D1 3p1) 
这 里 p; =p;(TM) 是 M 切 从 上 的 Pontrjagin 类 . 
然后 有 下 面 人 符号 定理 


定理 6.23 (Hirzebruch 符号 定理 ) 令 M 是 一 个 4n 维 可 定 同 蛇 流 形 , {Lk(p1， 
… ,pk)} 是 对 应 于 (6.4.52) 的 乘法 序列 . 则 M 的 符号 与 M 的 工 亏 格 L[M] 相等 ， 
即 公式 (6.4.40) 成 立 . 

证 明 ”首先 证 明 M 一 了 PDM 和 M sign M 分 别 给 出 配 边 环 Q, @ R 到 实数 
域 R 的 环 同 态 


L: 0.®R—R, (6.4.53) 
sign: 2.®@R—R. (6.4.54) 


事实 上 , 工 的 可 加 性 是 显然 的 . 再 由 工 的 乘积 性 质 ， 


L(pxp)=L(p):L(p), 
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其 中 pz 与 D' 分 别 是 M 与 M' 的 总 Pontrjagin 类 , 因此 有 
(L(pxp) pxXH)= (1) "(Lp), 4) (LP), Hp), 


好 L[M x M1'] = L[M] :LIM'1. 此 外 , 再 由 L(M) 是 Pontrjagin 数 的 组 合 , 由 定理 
6.20， 
LIM]=0， 若 M 是 可 定 同 边界 . 


因此 证 得 (6.4.53) 是 一 个 环 同 态 . 
对 于 映射 (6.4.54), sign 的 可 加 性 显然 . 考虑 乘积 性 


sign (X xY)= sign 和 .sign YX. (6.4.55) 


令 Mn 一 针 从 xYm(k 十 m= 二 n). 由 Kiinneth 公式 


构成 由 Poincaré 对 倡 


(ao x BP,[X™ xY™))= | 2 | 


其 中 [X] 表示 流 形 X 的 基本 类 . 从 这 个 公式 立刻 得 到 (6.4.55). 关于 (6.4.54) 是 环 
同 态 的 结论 , 还 需 证 明 


sign Mn 一 0， 若 M?"= 0X"ti. (6.4.56) 


该 证 明 是 依照 Thom 的 思路 . 令 ; : M4 和 "一 Xm+1 是 嵌入 . 则 有 下 面 交换 图 表 


H2n (Xnt+!1 R) 了 H2"* (Mn, R) —， HH2n+l (区 二 Mn R) 
| li | 
Hon41 (Xn+1 Mn, R) _ Hon (Mn, R) vv* Hon (Xn+t!1, R) 
(6.4.57) 


这 里 水 平方 向 是 相对 同调 群 的 正 合 序列 , 垂直 箭头 是 Lefschetz 对 侦 与 Poincaré 对 
偶 同 构 . 记 

A27n — (HX "+ R)) C H*"*(M”", R), 

Kon = Ker js C Han(M”", R). 
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由 (6.4.57) 的 正 合 性 与 交换 性 得 


a EA © ila) € Kon. (6.4.58) 


再 由 Ah27 与 Fon (M1, R)/Kon 对偶, 从 (6.4.58) 得 


dim 42 = dim Kn = dim Hom (M”", R) — dim 天 2 


即 
dim 42 = dim Hom(M”", R). 


此 外 , 对 任何 a = j*(6) e 42 有 
(o RM ) = (8°,j[M’'")) = 0, 
这 是 因为 [M”] = 0 在 Hon(X?+1,R) 中 . 故 
A C {a E H"(M", R)| (ao [IM”")) = 0}. 


这 说 明 二 次 形式 
J]: H"(M’",R)x H”?(M"™,R)—R 


的 零 线性 空间 2Z, 定义 为 
Qa, BEZ SS J(a,a)= 7(8,8)= J(a,8)=0, 
有 A2"* c 2Z. 由 J 的 非 退 化 性 知 
dim 2 = ;dim H*”"(M”", R). 


这 意味 着 J 的 正 特征 值 数 = 负 特 征 值 数 . 故 (6.4.56) 得 证 . 
现在 证 明 


sign Ms" = LIM”"]. (6.4.59) 


明 (6.4.59) 即 可 . 注意 到 


H2* (CP**, R) 由 


于 是 有 (ae .a*,[a2*]) = 二 1. 故 
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sign (CP**)=1. (6.4.60) 
回忆 (6.4.9 )， CP2 切 丛 的 总 Pontrjagin 类 


p(TCP2) = (1 + o*)*+. (6.4.61) 


因为 L 是 对 应 于 f(x) = Vz/tanh Vz, 由 (6.4.46) 得 


于 是 推出 (6.4.59). 定理 证 毕 . 
6.4.5 Hirzebruch-Riemann-Roch 定理 


作为 最 后 的 结束 , 简要 地 介绍 代数 几何 中 紧 Riemann 面 上 Riemann-Roch 定 
理 到 高 维 复 流 形 上 的 Hirzebruch 的 推广 , 该 定理 是 数学 中 非常 优美 的 结果 之 一 
令 M 是 一 个 n 维 紧 复 流 形 , (EB,7, M) 是 一 个 Cm 人 从， 
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在 EE 上 建立 全 纯 (解析 ) 截面 层 


Q(B) = EE 上 全 纯 截面 预 层 下 (BE) 的 请 了 寻 层 ， 
而 天 (五 ) 可 表达 为 
(EB) = {TIT(UVU)| UeU 是 M 上 开 集 族 , T(U) 是 Bly 上 全 纯 截 面 集合 }. 


关于 预 层 和 层 的 概念 可 见 3.3.2 小 节 . 
类 似 于 Euler 示 性 数 的 定义 , 在 五 上 定义 


OO 


x(E)= > (-1)'dim H’(M, Q(BE)), (6.4.62) 
2 一 0 
其 中 HH*(M,Q(E)) 是 以 层 Q(E) 为 系数 的 M 上 同调 群 . 它们 都 是 有 限 维 的 . 由 
(6.4.62) 定义 的 数 x( 五 ) 依赖 于 五 的 从 绪 构 . 
关于 定理 的 表达 , 还 需要 引入 另 一 个 拓扑 不 变量 , 它 是 由 两 个 复 同 量 丛 鳌 和 
TM 上 Chern 类 组 合 的 Todd 类 与 Chern 特征 类 (以 区 别 Chern 类 的 另 一 组 上 同 
调 类 ) 表达 出 来 的 量 . 
首先 介绍 TM 的 Todd 类 . 在 上 一 小 节 中 建立 了 定理 6.22, 对 应 于 每 一 个 多 


项 式 
f(z)=1+b17z+ br +, 


了 唯 一 地 存在 一 个 乘法 厅 列 
K=1+ Ki(ai)t+ Ko(Q1,02)+:…, 


使 得 KK 的 每 一 个 j 齐 次 多 项 式 K;(ai,:… ,aj) 按 如 下 方式 由 f 确定 ， 


其 中 F(zT1,. , Tn ) 是 关于 TL1,** ,Ln 的 k 齐 次 多 项 式 . 由 对 称 多 项 式 理 论 知 ， 
z1,… ,Tn 的 任意 大 齐 次 多 项 式 都 可 用 (6.4.47) 的 基本 对 称 多 项 式 al,…… ,ak 来 表 
达 , 即 


(CTZ1,…: , Tn ) = Fr(Q1,.…- , Qk ), 


Tad(M)=1+Tdi(c)+t+ Tdo(c1,c2)++:*…, (6.4.63) 
其 中 cj = cj;(TM) 是 TM 的 Chern 类 , Td 是 由 下 面 多 项 式 
T k 了 1 1] ，» 
k=0 


决定 的 乘法 序列 .& 维 Todd 类 


Tdx(c1,..: ,ck) € H**(M,R) 


是 M 的 大 维 上 同调 类 . 
再 在 Cm 从 包 上 引入 Chern 特征 类 为 


ch(E) = mcho + ch (€1) 十 ch (cl ， C2 ) 十 cha(cil， C2， Ca3 ) 十 .…， (6.4.65) 


chk(aQal)…… ,Qk) = iOk(Q1, ， . ,Qk) 是 大 齐 次 多 项 式 , 它 由 下 式 确 定 
Ok ~ Q1Ok-1 十 Q2Ok_2 一 十 (—1) ”Ran 一 U， k 之 l, (6.4.66) 


其 中 So = 1. 从 (6.4.66) 可 递 推 地 求 出 ch 如 下 


定理 6.24 令 M 是 一 个 mn 维 紧 复 流 形 , 已 征 M 上 C™ 从 . 则 有 如 下 公式 
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如 果 我 们 采用 微分 形式 表达 的 de Rham 上 同调 , 则 (6.4.67) 写成 


一 ImT'dn (ce1, “ , Cn ) 十 cp (cl， “ , Ck )T'd; (cl “ , C7)|dzx. (6.4.68) 


公式 (6.4.67) 或 (6.4.68) 就 是 紧 Riemann 面 上 古典 的 Riemann-Roch 公式 在 高 维 
复 流 形 上 的 推广 . 更 多 细节 可 参见 文献 [31]. 
注 6.17 实际 上 , Chern 特征 类 (6.4.65) 是 由 下 式 确定 


~ ] _ ] ~ 
=m 十 总 十 训 避 十 … 十 宙 Sh 十 … 


k! 
其 中 
Sk 二 Tf 十 … 十 Zt (用 基本 对 称 多 项 式 a; 表达 ) 
= Sk(Q1,. ,Ok) 
于 是 得 到 ) 
ch (Qi1,:. Qk) = ~—Sk(Q1,.*. ,Qk), 过] 
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21 ”微分 动力 系统 原理 1987.2 张 筑 生 著 

22 ”线性 代数 群 表示 导论 (上 册 ) ”1987.2” 曹 锡 华 等 着 

23 ”模型 论 基 础 ”1987.8 王 世 强 著 

24 ”递归 论 1987.11 黄 绍 把 著 

25 有限 群 导 引 (上 册 ) ”1987.12 徐 明 曜 鞋 

26 ”组 合 论 (下 册 ) 1987.12 柯 召 、 魏 万 迪 著 
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30 ”近代 调和 分 析 方 法 及 其 应 用 1988.6 项 永生 著 

31 ” 带 有 时 沛 的 动力 系统 的 稳定 性 ”1989.10 和 勾 元 册 等 ”编著 

32 ”代数 拓扑 与 示 性 类 ”1989.11 马 德 森 著 ” 吴 英 青 、 段 海 鲍 译 

33 ” 非 线 性 发 展 方程 1989.12 李 大 港 、 陈 韵 梅 著 

34 ”反应 扩散 方程 引 论 ”1990.2 叶 其 孝 等 著 

35 ” 仿 微分 算 子 引 论 ”1990.2 ” 陈 恕 行 等 编 

36 ”公理 集合 论 导 引 1991.1 张 锦 文 著 

37 ”解析 数论 基础 ”1991.2 潘 承 洞 等 著 

38 ”拓扑 群 引 论 1991.3 黎 景 辉 、 汉 绪 宁 著 、 

39 ”二 阶 椭圆 型 方程 与 椭圆 型 方程 组 1991.4 陈 亚 浙 、 天 兰 成 闭 
40” 黎 曼 曲面 1991.4 吕 以 禁 、 张 学 莫 著 

41 ”线性 偏 微 分 算 子 引 论 ( 下 册 ) ”1992.1 齐 民 友 著 

42 ” 复 变 函数 通 近 论 。1992.3 沈 塘 上 昌 著 
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45 ”于 番 图 允 近 引 论 。、1993.4” 朱 芜 搬 等 著 

46 ”线性 微分 方程 的 非 线 性 扰动 ”1994.2 徐 登 洲 、 马 如 云 车 

47 ”广义 哈密 顿 系统 理论 及 其 应 用 ”1994.12 ” 李 继 彬 、 赵 晓 华 、 刘 正 荣 著 
48 ”线性 整数 规划 的 数学 基础 ”1995.2 马 仲 蕃 车 

49 “ 音 复 变 函 数论 中 的 几 个 论题 1995.8 上庄 折 泰 着 

50 “ 复 解 析 动 力 系统 1995.10 吕 以 殖 著 

51 组 合 矩阵 论 1996.3 柳 柏 渡 著 

52 “Banach 空间 中 的 非 线性 通 近 理论 ” 1997.5 徐 士 英 、 李 剖 、 杨 文 歼 ”和 涛 
53 ”有限 典型 群 子 空间 轨道 生成 的 格 1997.6 万 哲 先 、 霍 元 极 者 
54 ” 实 分 析 导 论 。1998.2 丁 传 松 等 著 

55 “对 称 性 分 岔 理论 基础 1998.3 唐 云 著 
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58 有限 群 导 引 (下 册 ) 1999.5 徐 明 曜 等 著 

59 ”随机 模型 的 密度 演化 方法 1999.6 史 定 华 着 

60 ” 非 线 性 偏 微分 复方 程 1999.6 闻 国 棒 者 

61 ”复合 算 子 理论 1999.8 徐 宪 民 著 

62 ”离散 蒜 及 其 应 用 1999.9 史 及 民 编著 

63 ”调和 分 析 及 其 在 偏 微分 方程 中 的 应 用 1999.10 苗 长 兴 者 
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64 ”惯性 流 形 与 近似 惯性 流 形 ”2000.1 戴 正德 、 郭 柏 灵 著 

65 “数学 规划 导论 ”2000.6 徐 增 芝 著 

66 ”拓扑 空间 中 的 反例 2000.6 汪 林 、 杨 富 春 编著 

67 ”拓扑 空间 论 ”2000.7 高 国士 著 

68 “” 非 经 典 数理 逻辑 与 近似 推理 2000.9 王国 俊 鞋 

69 “ 序 半 群 引 论 ”2001.1 谢 祥云 著 

70 “动力 系统 的 定性 与 分 支 理 论 ”2001.2 罗 定 军 、 张 ” 祥 、 董 梅 芳 ”编著 
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73 ”高 斯 过 程 的 样本 轨道 性 质 2001.11 林 正 炎 、 陆 传 荣 、 张 立新 著 
74 ”数组 合 地 图 论 。2001.11 刘 彦 佩 著 

75 ”光滑 映射 的 奇 点 理论 。2002.1 李 养 成 著 

76 ”动力 系统 的 周期 解 与 分 文理 论 。2002.4 韩 戊 安 者 

77 ”神经 动力 学 模型 方法 和 应 用 2002.4” 阮 烟 、 顾 凡 及 、 蒙 志 杰 ”编著 
78 ”同调 论 一 一 代数 拓扑 之 一 ”2002.7 沈 信 次 考 

79 ” 金 效 堡 - 朗 道 方程 2002.8 郭 柏 灵 等 著 

80 ”排队 论 基础 ”2002.10 ”和 孙 荣 恒 、 李 建 平 著 
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83 ”周期 小 波及 其 应 用 2003.3 ” 彭 思 龙 、 李 登 峰 、 诬 秋 辉 著 

84 ” 集 值 分 析 2003.8 李 雷 、 吴 从 煌 著 

85 ”数理 逻辑 引 论 与 归结 原理 ”2003.8 王国 俊 着 

86 ” 强 偏 差 定 理 与 分 析 方 法 2003.8 刘 文 着 

87 ”椭圆 与 抛物 型 方程 引 论 。2003.9 ” 伍 卓 群 、 尹 景 学 、 王 春 朋 著 

88 ”有 限 典 型 群 子 空 间 轨道 生成 的 格 (第 二 版 ) 2003.10 万 哲 先 、 霍 元 极 着 
89 ”调和 分 析 及 其 在 偏 微 分 方程 中 的 应 用 (第 二 版 ) 2004.3 ”首长 兴 车 
90 ”稳定 性 和 单纯 性 理论 。2004.6 史 念 东 著 

91 ”发展 方程 数值 计算 方法 2004.6 黄 明 游 ”编著 

92 ”传染 病 动力 学 的 数学 建 模 与 研究 ”2004.8 马 知 恩 、 周 义 仓 、 王 稳 地 、 新 祯 著 
93 ” 模 李 超 代 数 ”2004.9” 张 永 正 、 刘 文 德 ” 著 

94 ” 巴 拿 赤 空间 中 算 子 广义 逆 理 论 及 其 应 用 ” 2005.1 王 玉 文 著 

95 ” 巴 拿 赤 空间 结构 和 算 子 理想 2005.3 钟 怀 杰 闭 

96 ”脉冲 微分 系统 引 论 ”2005.3 ” 傅 希 林 、 闫 宝 强 、 刘 衍 胜 著 

97 “代数 学 中 的 Frobenius 结构 2005.7 汪 明 义 著 
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98 ”生存 数据 统计 分 析 2005.12 王 启 华 著 

99 ”数理 逻辑 引 论 与 归结 原理 (第 二 版 ) 2006.3 王国 俊 著 

100 数据 包 络 分 析 2006.3 魏 权 龄 ” 著 

101 代数 群 引 论 ”2006.9 黎 景 辉 陈 志 杰 赵 春 来 著 

102 和 矩阵 结合 方案 ”2006.9 王 仰 贤 ” 霍 元 极 ” 麻 常 利 著 

103 ”椭圆 曲线 公 和 钥 密 码 导 引 2006.10 祝 跃 飞 ” 张 亚 娟 著 

104 凝固 过 程 动力 学 与 交界 面 稳 定性 引 论 2006.12 徐 鉴 君 着 

105 ”椭圆 与 超 椭圆 曲线 公 钥 密码 的 理论 与 实现 2006.12 王 学 理 ” 菊 定 一 闭 
106 ” 非 线性 演化 方程 的 稳定 性 与 分 歧 2007.4 马 天 江宁 宏 着 

107 正规 族 理论 及 其 应 用 2007.4 顾 永 兴 ” 庞 学 诚 ” 方 明 亮 著 

108 组 合 网 络 理论 2007.5 徐 俊明 著 

109 和 矩阵 的 半 张 量 积 :理论 与 应 用 2007.5 程 代 展 齐 洪 胜 者 

110 对 与 Banach 空间 几何 学 2007.5 刘 塔 德 落 

111 非 线 性 党 微分 方程 边 值 问题 2007.6 多 渭 高 ”者 

112 戴 维 -斯 特 瓦尔 松 方程 2007.5 戴 正 德 ” 蒋 莫 苯 ” 李 栋 龙 著 

113 ”广义 哈密 顿 系统 理论 及 其 应 用 ”2007.7 李 继 彬 ” 赵 晓 华 ” 刘 正 荣 著 
114 Adams 谱 序列 和 球面 稳定 同 伦 群 2007.7 林 金 坤 著 

115 ”矩阵 理论 及 其 应 用 2007.8 陈 公 宁 著 

116 集 值 随机 过 程 引 论 ”2007.8 张 文 修 ” 李 寿 梅 ” 汪 振 鹏 高 勇 者 
117 偏 微分 方程 的 调和 分 析 方 法 2008.1 苗 长 兴 张 波 着 

118 拓扑 动力 系统 概论 2008.1 叶 向 东 黄 文 邵 松 著 

119 线性 微分 方程 的 非 线 性 扰动 (第 二 版 ) 2008.3 徐 登 洲 ” 马 如 云 著 
120 ”数组 合 地 图 论 (第 二 版 ) 2008.3 刘 彦 修 著 

121 半 群 的 5- 系 理论 (第 二 版 ) 2008.3 刘 仲 奎 ” 乔 虎 生 著 

122 ” 巴 拿 赫 空间 引 论 (第 二 版 ) 2008.4 定 光 桂 著 

123 ”拓扑 空间 论 (第 二 版 ) 2008.4 高 国士 ” 著 

124 ” 非 经 典 数 理 逻 辑 与 近似 推理 (第 二 版 ) 2008.5 王国 俊 者 

125 ” 非 参数 蒙特 卡 罗 检 验 及 其 应 用 ”2008.8 朱 力 行 ” 许 王 痢 闭 

126 Camassa-Holm 方程 2008.8 郭 柏 灵 田立 新 杨 灵 娥 自 瑚 阳 者 
127 环 与 代数 (第 二 版 ) 2009.1 刘 绍 学 ” 郭 晋 云 朱 彬 恩 阳 和 者 
128 泛 函 微分 方程 的 相 空间 理论 及 应 用 2009.4 王 死 范 独 者 
129 概率 论 基础 (第 二 版 ) 2009.8 严 士 健 王 代 双 刘 秀 芳 著 

130” 自 相似 集 的 结构 ” 2010.1 周作 领 瞿 成 勤 ” 朱智 伟 著 

131 现代 统计 研究 基础 ”2010.3 王 启 华 ” 史 宁 中 耿 直 主编 
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132 图 的 可 舱 入 性 理论 (第 二 版 ) 2010.3 刘 谋 修 著 

133 ” 非 线性 波动 方程 的 现代 方法 (第 二 版 ) 2010.4 苗 长 兴 着 

134 算 子 代数 与 非 交 换 Lp 空间 引 论 。2010.5 ” 许 全 华 、 吐 尔 德 别 赤 、 陈 泽 乾 著 
135 ” 非 线 性 椭圆 型 方程 2010.7 王 明 新 著 

136” 流 形 拓 9 扑 学 2010.8 马 天 著 


